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Vorwort zur zweiten Auflage. 


Neues Material und neue seit dem Erscheinen der 
ersten Auflage gewonnene Gesichtspunkte gestatteten fiir 
die wiederholte Herausgabe nicht den einfachen Wieder- 
abdruck, sondern machten eine Umarbeitung nothwendig, 
bei welcher neben den Kugelfunctionen die mit ihnen ver- 
wandten zu beriicksichtigen waren. Auch wurden groéssere 
Zusiitze, wie uber trigonometrische und tiber hypergeome- 
trische Reihen und tber Kettenbrtiche hinzugeftigt, welche 
die darin behandelten Gegenstande weiter fiihren, als es 
die nachste Veranlassung, ihre Beziehung zu den Kugel- 
functionen, unumganglich verlangte. Dadurch ist die Ar- 
beit so angewachsen, dass eine Vertheilung auf zwei Bande 


zweckmassig schien. 


oA KA 


VI Vorwort zur zweiten Auflage 


Der erste hier vorliegende Band giebt als selbststan- 
diges Ganzes die Theorie der Kugelfunctionen und der 
mit ihnen verwandten, wahrend der zweite, welcher sich 
auf diesen ersten stiitzt, die Anwendungen der Theorie 
in etwas ausgedehnterem Maasse als die erste Auflage be- 


handeln wird. 


Einleitung. 
Die Einfiihrung der Kugelfunctionen. 


§ 1. Die Kugelfunctionen entstehen bei der Entwickelung der reci- 
proken Entfernung zweier Punkte von einander nach Potenzen ihrer Ent- 
fernungen von einem festen Punkte . ; 

§ 2. Differentialgleichung der Entyielelunpseneticienten 

§ 3. Allgemeines tiber Inhalt und Anordnung . 


, I. Theil. 
Die Kugelfunctionen einer Verinderlichen. 


Erstes Kapitel. 
Verschiedene Formen der Kugelfunction. 


§ 4. Die  ugelfunction P (x) als Entwickelungscoefficient. 
Sie ist als endliche hypergeometrische Reihe eine ganze Function yon a, 

§ 5. Giebt, wenn x= cos@ gesetzt wird, nach Cosinus der Vielfachen 
von §, oder nach Potenzen der Quadrate von sin4 oder von cos}6 oder 
tang3 oder tang entwickelt, endliche hypergeometrische Reihen, nach Sinus 
der Vielfachen von 6 eine unendliche OD Ole 

§ 6. Sie ist ein n-facher Differentialquotient . ; 

§ 7. Die Wurzeln der Gleichung P(x) = 0 sind reell und Hialiee als 1 

§ 8. Ihr Ausdruck durch das Integral von Laplace: Hiilfsformel. 
Verallgemeinerung ‘derselben . Rae; 


Seite 
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Vill en bh vaplst: 


§ 9. Fortsetzung: Das Integral wird gefunden, ferner ein ihm glei- 
ches von ahnlicher Gestalt. Entwickelung von P nach Potenzen von 

§ 10. Fortsetzung und Schluss: Die entstandene Gleichung zwischen 
den beiden Integralen wird durch eine Substitution bewiesen. Verallge- 
meinerung. . . eA Th ret Se | ae ee 

§ 11. Dirichlet? s serene 5 £45 

§ 12. Die Kugelfunction als Losung einer Differentiaigieichnaes 
Transformation der letzteren . 5 

Zusatz A. Hisenstein’s Satz . 


Zusatz B. Trigonometrische Beihen Br te coe 
Allgemeines iiber den Gegenstand S. 53. — Der zu bieweredee i set 
2. Satz wird aufgestellt S. 58. — Beide werden bewiesen durch den 


3. Satz §. 60, und den 4. Satz S, 62. 


Zweites Kapitel. 
Entwickelung nach Kugelfunctionen. 


§ i138. Ueber die Méglichkeit einer Entwickelung. Convergenz . 
§ 14. Bestimmung der Coefficienten. Hiilfsformeln . 
§ 15. Fortsetzung und Schluss: Die Entwickelung ist nur auf eine ee 
§ 16. Entwickelung von x als Basis der Entwickelung von Potenz- 
reihen nach Kugelfunctionen . : et ae terre os ene 
§ 17. Beispiel: Entwickelung yon pigs sy —1, Einfiihrung der Kugel- 
function zweiter Art Q™ (x) als eines Entwickelungscoefficienten. Ihre 
Darstellung durch eine Potenzreihe, durch ein (n-+1) faches Integral. Sie ist 
eine Losung der Differentialgleichung im § 12 : 
§ 18. Entwickelung einiger anderen Functionen nach Kusclenod aes 
erster Art. Cylinderfunction . . . : . 
§ 19. Entwickelung der itigbdomedis elle n Rethen pach. Kapet! 
functionen erster Art en PELs ae. oes 
§ 20. Hiulfsmittel fiir Miche eitrcihithecee Recursionsformel. 
Entwickelung von Integralen linearer Differentialgleichungen : 
» § 21. Aehnliche Resultate ergeben sich fiir die K ugeifanenes 
zweiter Art. Sie enthilt keine héhere Transcendente als einen Logarithmus 
Zusatz. Die hypergeometrischen Reihen . 
Kinfiihrung §. 97. -— Differential- und Differenzen- Paeiciahipen, s. 100. 
— Die verwandten Reihen S. 101. — Umformung der verallgemeinerten 
Reihen S. 106. — Summation der hypergeometrischen Reihen fiir be- 
sondere Werthe des letzten Elements S. 107. — Functionen O und 2 
S. 109. — Integration einer Differenzengleichung S. 115. — Anwen- 
dungen auf die Theorie der elliptischen Functionen §S, 120. 
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Drittes Kapitel. 
Die Kugelfunction zweiter Art. Cylinderfunction. 


§ 22. Bei der Kinfiihrung war Q™ (x) nur definirt, so lange Mex > 1. 
Diese Function kann eindeutig so fortgesetzt werden, dass sie sich, mit Aus- 
nahme des Uebergangs in einen Querschnitt, continuirlich indert, und der 
Differentialgleichung (8) geniigt, wihrend die Differenz ihrer Werthe auf 


beiden Seiten des Schnittes in P(x) betragt. Ihr Verhalten im Querschnitt 

§ 23. Die Existenz solcher Function wird nachgewiesen, indem man 
ihren Ausdruck durch eine nach Potenzen von £=ax—Vz2?—1 geord- 
nete Reihe findet, die iiberall mit Ausnahme der Punkte +1 convergirt 

§ 24. Genau dieselbe Function Q”(x) wird durch ein bestimmtes 
Integral dargestellt : : ah 

§ 25. Erzeugende Punctiva ae Q. Die Q | gentigen ae Differen- 
tialgl. (8) bis an den Querschnitt und in demselben, nicht bis in denselben 

§ 26. Die Function Q, continuirlich so fortgesetzt, dass sie iiberall 
(8) erfiillt, giebt eine mehrwerthige Function g, die beim Umkreisen der 
Punkte +1, und dieser allein sich jedesmal um +77 P® (x) aindert 

§ 27. Ausdruck von Q durch P, einen genau definirten Loga- 
rithmus und eine ganze Function Z. Seog Ast aeahe cok 

§ 28. Durch F. E. Neumann’s Integral. Aus demselben findet man 
wieder die Entwickelung des § 23 von Q~ nach Potenzen von & Di- 
gression: Fiir die ganze Ebene x, ausser einem Querschnitt, giiltige Ent- 
wickelung von F(a, £8, y, x) und seiner Fortsetzung in eine Potenzreihe. Kine 
zweite Liésung der Differentialgl. fiir F(a, 8, y,x) . ; 

§ 29. Entwickelung der Kugelfunctionen in Reihen nach autetbioenaen 
Potenzen von x, nach ab- und nach aufsteigenden von V¥x—1 : 

§ 30. Differentialgleichung, welche durch Differentiation von (8) entsteht 

§ 31. Die vielfachen Integrale der Kugelfunctionen P™ und Q™ 
geben Functionen PO(cr) und QM (x), a ah aiken ae 

§ 32. Ihre vielfachen Differentialquotienten Functionen a) Ce) 
und Q™ (2) satan high ate oe oe AE ROMO Re 19 28 OT GY. 

§ 338. Zusammenhang von pr) mit po, yon QQ” mit Q” 

§ 34. Digression: Jacobi’s Formel fiir sinn@ ee 

§ 35. Uebertragung der Untersuchungen auf die fapendeotetanehe Reihe 

§ 36. Man findet ftir Q™ (<x) ein dem ersten gleiches Integral 
von ahnlicher Gestalt. Allgemeiner Fall. Ausdriicke fiir specielle 
Werthe von gz, . i 

§ 37. Und fir fon aMietin Werth 0 yon 7 3 : 

§ 388. Imaginire Substitution in den fiir P und Q Dead onen te 
fOOMA CN eserA nner. | CEMeNEDeswearee <i: conic? Sbke Shel yloi ool sa} er 2 6 

§ 39. Specielle Fille. Reduction eines allgemeineren Integrales 

§ 40. Die Werthe der P©) (c) und Q™ (x) bei beliebigem « werden fiir 
unendlich grosse n bis an die Ordnung 3 mit Hilfe der Reihen, 


Ix 
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§ 41. Bis an die Ordnung 3 mit Hiilfe der Integralausdriicke ge- 
funden EMME ea FY ack Onan Ay Ot Oe ee Srl6 ale nd wes 
§ 42. P™ cos(On—%) verschwindet fiir n=oo, wenn 0a <} ist. 
p™ (cos) und QM (cos) verwandeln sich fiir »—=ooc in neue Func- 

n nt 


tionen, die Cylinderfunctionen erster und zweiter Art J(6) und K(6) 

§ 48. Eigenschaften derselben . : bs : 

§ 44. Imaginare Substitution in den Takegiaten fiir die Cylinderfnetione 

§ 45. Nachweis dass die Entwickelung von (y—z) ~ t nach Kugel- 
functionenim §17 giiltigist so lange Mi (a—V 2? —1)> My -V 1). 
Andere Entwickelungen derselben Function ......... 


Viertes Kapitel. 


Zugeordnete Functionen. 


§ 46. Entwickelung von (c+ cosp .¥x?—1)” nach Cosinus der ganzen 
Vielfachen von g. Auftreten der Functionen $% aus § 31 in den Coeffi- 
clenten a a ORES PS Te 
§ 47. Entwickelung von (x-+-cos p.Vx2—1)” —! nach Cosinus der ganzen 
Vielfachen von gy. Der Coefficient von cosy ist fiir jedes ganze y wesent- 


lich die Zugeordnete erster Art PIG): Doppelausdruck durch In- 


tegrale fiir dieselbe so lange y =n, Specielle Falle x=1, x =0 
§ 48. Entwickelung, wenn statt des reellen @ ein complexes gesetzt 
wird. Die Zugeordnete zweiter Art Qi(«) witt auf . 2... .'. = 
§ 49. Zusammenstellung der Resultate 


§ 50. Historisches tiber den Doppelausdruck. Hinfacher Hews desoltics 
nach Jacobi 


§ 51. Differentialgleichung fiir die Zugeordneten Pe und Q? (2). 
Integration derselben durch Reihen, die nach Potenzen von 2, Vx?—1, 
a—Vx?—1, CUE Boies Petron noby Ml GB Ek 6 oe oe 

§ 52. Die Zugeordnete zweiter Art Q) (x) wird durch ein In- 


tegral ausgedritckt wenn vy beliebig gross ist. Doppelausdruck fir 


dieselbe durch Integrale wenn vy <n 


§ 53. Directer Beweis dass die bestimmten Integrale ie. und Q? 
der Differentialgleich, (36) geniigen . ohent 4 arene ek 2. «-*5 

§ 54, Integral von F. E. Neumann fir die Zuseardheies zweiter Art 

§ 55. Die imaginére Substitution. : ‘ i : 

§ 56. Die Zugeordneten fiir unendliche Werthe age Bhar Index n 

§ 57. Die Cylinderfunctionen als Grenze der Zugeordneten ¢ 

§ 58. Higenschaften von Zugeordneten der Cylinderfunctionen J) und K. 
Ihre Bestandtheile j, und ky 


§ 59. Fortsetzung: Imaginire Substitution 2... .. 0. 


to 


200 


Pnshvarl 


§ 60. Die Functionen wy, von S. 82 und ¥,, welche den Cylinderfune- 
tionen verwandt sind; ihre Bestandtheile jy,1, ky+3. Auflésung der 
Riccati’schen Gleichung in allen Fallen . Re ie) ies eg 

§ 61. Recursionsformeln fiir die Cylinderfunctionen. Ausdruck (44, /) 
fiir ibre zweite Gattung, J, (0c) und Ky(oc); zwei Arten der Entwickelung 
nach Cylinderfunctionen . 

§ 62. Entwickelung von Functionen erstens nach poo, sowohl wenn nur 
n als auch wenn nur y verinderlich ist; ferner eine dritte nach Jy . 


§ 63. Recursionsformeln fiir die Py und QQ) 


Fiinftes Kapitel. 
Die Kettenbriiche. 


§ 64. Hinfithrung der Kettenbriiche durch ein System linearer Gleichungen. 
Formale Beziehungen unter den yorkommenden Stiicken 
§ 65. Beziehungen welche nicht formaler Natur sind 
§ 66. Entwickelung von Functionen auf zwei Arten. Uebergang von 
der einen zur andern . 5 evel de jooneantonae 
§ 67. Kettenbruch yon eee ssoniait! five F(a! AO a Convergenz 
desselben. Seine Naherungswerthe werden durch Auflésung linearer Glei- 
chungen gefunden. Dasselbe fiir m(a,1,y,q,§). Anwendung auf die loga- 
rithmische Reihe, wobei P” und Q” als Naherungsnenner und Rest auftreten. 
Jacobi’s Methode zur Auflésung der Gleichungen in diesem speciellen Falle 
Zusatz A. Ueber die Kettenbriiche, auf welche Quotienten 
hypergeometrischer Reihen fihren ae : J 
Angabe der Naherungszahler, Nenner und Hes eontes bei deme Nee 
bruch von Gauss §. 280. — Ableitung des Resultates S, 281. — 
Beispiele 8. 283. — Angabe des Resultats, welches sich auf die all- 
gemeinere Reihe g bezieht S. 284. — Beispiele S. 284. 
Zusatz B. Die Kettenbriche, welche allgemeinere Func- 
tionen darstellen : hes Geuk, Oe girs oon 
Form der zu SiGrickantes ncnon 0. Die Zihler, ie und Reste 
fiir die Naherungsbriiche werden durch ein Integral ausgedriickt S. 286. 
— Wann der Kettenbruch einen Naherungsnenner von einem bestimmten 
Grade besitzt? S. 288. — Wann von jedem Grade? KEigenschaften 
dieser Nenner: Ihre Wurzeln; Entwickelung yon Functionen 
nach ihnen, speciell von (y—x)—1 S. 290. — Beispiele S. 293. 


Anhang. 


§ 69. Entwickelung beliebiger Potenzen der Quadratwurzel 7 auf S. 10 
§ 70. Kegelfunctionen 
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268 


280 


286 
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XII Inhalt. 
I, Theik. 
Die Kugelfunctionen mit mehreren Verdinderlichen. 


Erstes Kapitel. 
Entwickelung der Kugelfunctionen erster Art nach Laplace. 


§ 71. Einfithrung neuer Coordinaten in lineare partielle Differentialglei- ag 
chungen im allgemeinen; speciell in 7V—=0, zuerst nach Jacobi’s Me- 
thode, dann, bei orthogonalen Coordinaten, nach Dirichlet. Ausdehnung 

"auf beliebig Fiele Weranderliche mis 0 ie rear ded Seiten Seep 810) 

§ 72. Umformungen von 4V und stiniiehen Ansaeaekon freee 309 

§ 73. Das Additionstheorem der Kugelfunctionen erster ie 
von Laplace wird abgeleitet, . .. . eet ag SE, 1A rn ree aca eg el LA 

§ 74. Entwickelungen nach Hansen Sees 2S tS See oe ee EL 


§ 75. Jacobi’s Ableitung des AAG HoMsheorems Perm te om SthT 
§ 76. Uebertragung des Theorems auf den Fall beliebiger Tyaie es n 
ae (cosy) . 6 § pants 2 see 318 
§ 77. Fir oo Produkt von : PO (cos8) 3 in pi oder rret wird 
ot) A w) oder se) (6, w) eingefiihrt. Verschiedene Formen fiir die Cund S. Sie 
sind rationale, fiir yn ganze Functionen von cos@, sinfcosy, 
sinOsinw. Jede Kugelfunction nt Grades von § und w ist eine lineare 
Verbindung der C und S des nten Grades durch 2n-++1 Constanten. Zu- 
sammenhang der homogenen Lisungen von 4V = 0 mit den Kugelfunctionen 320 
§ 78. Vorlaufiges tiber Entwickelungen nach Kugelfunctionen von 6 
US Whee. NO Cake Geek le NE LUE MA SCRA OM Boe et LCD We 
Zusatz. Geometrische Bedeutung der Kugelfunctionen. . . 329 


Zweites Kapitel. 


Entwickelung der Kugelfunction zweiter Art und der Cylinder- 
functionen nach denselben Methoden. 


§ 79. Das Additionstheorem der Kugelfunction zweiter Art 


wird nach der Methode des § 73 abgeleitet, = 3) «= = 5 - . © 6 se See 
SES Onan Nach> der Method ed es SiO ms-sruemie ty terme ee ten eS 
§ 81. Die fertigen Resultate, wenn 2*, x? und.qg im Ausdruck 

lem ex,—V x? —1. V0? Slo OUE GS ag GF BIO h. go 8 Gc oe 5 SRE 
§ 82. Der Bogen @ ist imaginaér . . : ees es BS Bes Ean 
§ 838. Additionstheorem fiir die Cridencene sane See ee EO) 
SUS4. gel ie Bewels cs os. cacshle SRM tein, ig, ea seul sean Acumen cia se a aa eS 
§ 85. Additionstheorem fiir die Functionen Se ind ees 344 

x 


Drittes Kapitel. 
Einfiihrung und -Kigenschaften der Lamé’schen Functionen. 
Functionen des elliptischen Cylinders. 


§ 86. Ursprung der elliptischen Coordinaten. Kinfiihrung von wu, vy fiir 
) und w, und von g, mu, v statt der rechtwinkligen Coordinaten x, y, z . . 3847 


Jerplaneanelis te 


§ 87. Zusammenstellung von Bezeichnungen und Formeln 
§ 88. Umformung von 0 (6, w) — P© (cos) cosmy und S” in ellip- 


m 
tische Coordinaten; ferner von Q”) (cos) cosmy, ete. : 
§ 89. Hinfiihrung der 2n-+1Lamé’schen Functionen erster Art 


EB) (wu): Man wird fiir jedes n genau 2n-+1 solcher ganzen Functionen E von Lu, 


V 2 0, Vue ce? des Grades n finden, die bewirken, dass die 2n-+1 Pro- 
dukte EM (WEB™ (v) unabhingige Lésungen der partiellen Differentialgleichung 
(58, c) sind. Diese Functionen sind die Lamé’schen . ie eee 

§ 90. Jedes E(u) muss daher einer linearen Differentialgleichung zweiter 
Ordnung geniigen. Eintheilung der aufzusuchenden E nach den Irrationalitiiten 
in vier Klassen K, L, M, N. Man setzt o=41n oder 1(n—1) . 

§ 91. Fiir }=0 oder 6} =c miissen die E in die Zugeordneten P iiber- 
ANY =: 5 FSi ack EE nC te 18 RES erst ae mn ARE MR INES of 

§ 92. Aufsuchen der E durch Integration der Differentialgleichung des 
§ 90. Es werden o+-1 ganze Functionen von uw, also die K ermittelt. 
Thre Coefficienten hiangen von den Wurzeln § einer Hiilfsgleichung yom Grade 
o-+1 ab, die nur verschiedene Wurzeln hat. Beispiele 

§ 93. Fortsetzung: Aehnliches fiir die L und M 

§ 94, Fortsetzung und Schluss: Aehnliches fiir die N . 

§ 95. Die Lamé’schen Produkte sind auch By en bae Ge Losungen. 
Entwickelungen nach den E bei festem n 


§ 96. Die E werden in endliche, nach Potenzenvon pray —b?— Vee —¢? 
geordnete Reihen entwickelt ae ; ess : 

§ 97. Form der Entwickelung eines olen Cc nies s srt ‘anne: schon 
Produkten und umgekehrt; ferner der # erstens nach Zugeordneten, zweitens 
nach Cosinus oder Sinus der Vielfachen von coamz . Sor aes 

§ 98. Bestimmung der Coefficienten bei Fntriekelaacen a Dame, - 
schen Produkten . MEN AN © RS RO LARS ie Ae We, 

§ 99. Die Wurzeln von E=0 sind reell, verschieden und Sc 

§ 100. Lamé’sche Function zweiter Art F. Sie ist, abgesehen 
yon einem algebraischen Theile, das Produkt von & und einem elliptischen 
Integrale erster und zweiter Gattung oe oeey . : 

§ 101. Ueber den Zusammenhang zweier Lisungen einer tees Diffe- 
rentialg]. zweiter Ordnung, speciell von / mit E . ere erie 

§ 102. Fiis jedes n sind B™, FP und je eine ganze Function Zo 
wesentlich Nenner, Rest und Zihler von einem Naherungswerthe des Ketten- 
bruchs fiir ein elliptisches Integral erster und zweiter Gattung, in welchem 
eine Constante r als Wurzel einer algebraischen Gleichung bestimmt ist. 
Dadurch wird ein Partialnenner nicht vom ersten sondern vom zweiten Grade 
nach 0? : Tet. ae 1 OR ae 
§ 102, b. weneohansen aber are 8 Dagerentidleleicbongen von 
Hermite; ferner von Fuchs “a ‘ Peak te Agee 

§ 103. Kinfiihrung der patie tiven ade Br uiReiian Cylinders 
erster und zweiter Art © und §. Sie sind Grenzen der Lamé’schen, Ihre 
Differentialgleichung (66). Wodurch die Constanten ® definirt sind? 


388 


393 


397 


401 


XIV Ten paisa leat: 


§ 104. Die 8 werden bis zu jeder beliebigen Grosse gefunden. Die 
(gp) der ersten Klasse werden nach Cosinus der Vielfachen der reellen 
oder imaginiiren Grésse g in eine convergente Reihe entwickelt, deren Co- 
efficienten Niherungsnenner NV des Kettenbruchs (67) sind 

§ 105. Achnliches gilt fiir die drei iibrigen Klassen der & 

§ 106. Dieselben Coefficienten treten auf bei Entwickelung der © oder 
nach Cylinderfunctionen J resp. K vom Argument zAcos¢p . 
se 


Viertes Kapitel. 


Seite 


Ueber orthogonale Substitutionen. Anwendung derselben auf Ent- 
wickelungen der © und FE. Entwickelung der Kugelfunctionen 


nach Lamé’schen Produkten. 


§ 107. Bekannte Sitze iiber Transformation von Formen durch ortho- 
‘gonale Substitutionen . 

§ 108. Die allgemeine noes ad § 107 Laie in ai peice (69) 
durch eine orthogonale Substitution tiber, deren Coefficienten sich 
geometrisch aus den Coefficienten a der Form construiren lassen. Wesent- 
liche Vereinfachung der Formeln, wenn man yon der speciellen Form aus- 
geht. Sammtliche Stiicke werden dann durch ein System Sturm’scher Reste 
gegeben, woraus die Realitit der Wurzeln der bekannten Gleichung folgt 

§ 109. Beispiel: Die Coefficienten der trigonometrischen Reihen, welche 
die Functionen des elliptischen Cylinders darstellen, werden aus den 
Recursionsformeln (66, b) bestimmt, indem man die Constanten 8 des § 104 so 
wahlt, dass diese Coefficienten einer orthogonalen Substitution mit unendlich 
vielen Gliedern angehéren . dahice ce 

§ 110. Aehnliches fiir die Hiewiewe rare aet Dente? wenele Func- 
tionen nach BO oder in trigonometrische Reihen. Recursionsformeln fir 
die Coefficienten A, are ire Paaby ae : : 

§ 111. Und fiir die g sage g; sie miissen einer , Hoasuoe an Substite- 
tion angehéren, wodurch auch die Constante uv bestimmt ist. Die Coeffi- 
cienten werden fiir die K gefunden, 

§ 112. Auch fiir die Z, M, N Sm Soups ee AN) aia 

§ 113. Specieller Fall x = 1. Summation eigenthiimlicher Kettenbriiche 

§ 114. Zahlenbeispiele fiir specielle Werthe des obern Index n . 

§ 115. Entwickelung von P™ (cosy) nach Lamé’schen Produkten . 


Fiinftes Kapitel. 


415 


417 


Ueber die Entwickelung von Functionen zweier Veriinderlichen 


nach Kugelfunctionen. 


§ 116. Es soll bewiesen werden, dass jede endliche einwerthige Function 
J(8, w) des Ortes auf der Oberfliiche der Kugel sich nach Kugelfunctionen in 
eine gleichmassig convergirende Reihe entwickeln lisst . 


432 


JOpS chalineey Oltkrs XV 


§ 117. Der Beweis wird fiir den Pol (8 =0) gefiihrt. Resultat wenn <a 
J(0, w) mehrwerthig ist . . .. é dos = ea Sal gie Nid Jcinel, etoD 
§ 118. Zuriickfiihrung des eileameinen Palles an den Petites POs seen eos: 
§ 119. Specieller Fall, dass f(6, wy) von wy unabhingig ist. . . . - 441 
§ 120. Darstellung einer Function von n Verinderlichen durch ein iis 
Pchee. Mntertal wmat tulle der yt cle ae.e 5 ks ah ass sk ce A Page AAD 


Wi. Theil. 
Die Lamé’schen Functionen verschiedener Ordnungen. 
Erstes Kapitel. 


Definitionen. Eintheilungen. 


§ 121. Erklirung der allgemeinen Lamé’schen Functionen jeder 


(Qimikiniegayes oe Gal As Ge le Se ores Oar am Oe enc esate er ercierte ils aen ak 1s 
§ 122. Der speciellen und der Kugelfunctionen, fiir jede Ordnung. 
Charakteristische Migenschaiten 2 \ ~ a... s- 6 « «© 5 4 «.s + « es yees 44% 


Zweites Kapitel. 


Die speciellen Lamé’schen Functionen. Kugelfunctionen 
héherer Ordnung. 


§ 123. Differentialgleichung der Kugelfunctionen héherer Ordnung . . 449 
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Kinleitung, 


Die Einfihrung der Kugelfunctionen. 


§ 1. Die beschleunigende Kraft, welche ein System materieller -» 
Punkte P,, P,, P,, ete., die nach dem Newton’schen Gesetze wir- 
ken, in einem Punkte O hervorbringt, lisst sich nach einem folgen- 
reichen Satze von Laplace*) durch Differentialquotienten einer 
einzigen Function der Coordinaten von O analytisch ausdriicken. 
Werden die Massen der materiellen Punkte durch w,, u,, «,, ete. 
bezeichnet, so ist jene Function 


Ve uy, Uy, U; oe 
CPs nor: Slop.” 


Green nennt sie**) das Potential, welches zum Systeme 
gehoért fiir den Punkt O, und Gauss behilt diese Bezeichnung 
im wesentlichen bei ***). Eine Entwickelung der einzelnen Glieder 


*) Mémoires de Mathématique et de Physique, tirés des registres de l’ Académie 
royale des sciences, Année 1782. Paris 1785: Théorie des attractions des sphéroides 
et de la figure des planetes, par M. de la Place no. IV p. 123. 

**) An Essay on the Application of mathematical Analysis to the theories of 
Electricity and Magnetism. Diese Arbeit von Green, nach William Thomson’s 
Angabe schon im Jahre 1828 verdffentlicht, ist von W. Thomson im Crelle’schen 
Journal Bd. 89, 44 und 47 mitgetheilt. Im 44. Bde, no. 1, §. 359 sagt Green: 

.. we have ventured to call it the potential fonction belonging to the 
system, etc. und no. 4, S. 363: ... the potential for any point, und spiter: the 
value of this fonction for any other point. 

***) Resultate aus den Beobachtungen des magnetischen Vereins im Jahre 1839, 
Leipzig 1840: Allgemeine Lehrsitze in Bezug auf die im verkehrten Verhiiltnisse 
des Quadrats der Entfernung wirkenden Anziehungs- und Abstossungs-Krafte. Gauss 
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des Potentials fiihrte zuerst Legendre, wie Jacobi im 2. und 
26., Dirichlet im 17. Bande des Crelle’schen Journals *) erwahnen, 
auf die Kugelfunctionen, und dadurch gab Legendre den Anstoss 
zu den tiefsinnigen Untersuchungen von Laplace iiber die Ent- 
wickelung der Functionen zweier Winkel **). 


sagt dort no. 3, S. 4: ,,... werden wir uns erlauben, dieses V mit einer beson- 
deren Benennung zu belegen, und diese Grésse das Potential der Massen, 
worauf sie sich bezieht, nennen.“ In no. 6 spricht er sowohl von dem Potential 
fiir einen Punkt als auch in einem Punkte. Die erwahnte Abhandlung findet sich 
auch im 5. Bde von Gauss Werken, S. 195—242. 

*) Seite 223, 82 und 35. 

**) Mémoires de Mathématique et de Physique, présentés & l’Académie royale 
des sciences par divers savans, Tome X, Paris 1785: Le Gendre, sur l’attraction 
des Sphéroides; ferner Mémoires de Mathématique et de Physique, tirés des registres 
de l’Académie royale des sciences, Année 1784, Paris 1787: Le Gendre, Re- 
cherches sur la figure des planétes. Obgleich die beriihmte Arbeit von Laplace 
aus dem Jahre 1782, welche oben erwihnt wurde, ausser dem Potentiale auch schon 
die Kugelfunctionen behandelt, so verhalt es sich doch mit der Prioritait so wie 
Jacobi und Dirichlet angegeben haben. Die Pariser Akademie gab im vorigen 
Jahrhundert zu einem, hodchstens zwei Banden vereinigt, jahrlich ihre Geschichte und 
die Abhandlungen ihrer Mitglieder iiber Mathematik und Physik (d. h. Naturwissen- 
schaften im weitesten Sinne) heraus. Ausserdem verdffentlichte sie, nicht in fest- 
bestimmten Zeitraumen sondern nach Massgabe des angesammelten Materiales, die 
Abhandlungen der Savans étrangers, Arbeiten welche von Gelehrten, die der Akademie 
nicht angehérten, dieser Gesellschaft vorgelegt waren. Da Legendre 1782 noch 
nicht Mitglied derselben war, so ist erklarlich, dass seine Arbeiten verspitet be- 
kannt wurden; erst in der Geschichte vom Jahre 1783, 8S. 28 (gedruckt 1786) wird 
unter den Mémoires approuvés par Académie, en 1783, et destinés par elle a étre 
imprimés dans le Recueil des Savans-Etrangers die erste Arbeit von Legendre 
(sur l’attraction des Sphéroides) genannt, welche im 10. Bande jener Sammlung auf- 
bewahrt ist. Positiv erfahren wir durch Legendre selbst den Sachverhalt, — 
dass namlich Laplace das Potential eingefithrt, Legendre die Theorie der Kugel- 
functionen begriindet hat — durch folgende Stellen, von denen die erste seiner Arbeit 
iiber die Spharoide 8. 128, die zweite der tiber die Gestalt der Planeten S. 370 ent- 
nommen ist: ,,Mais on y parvient ... a /’aide d’un théoreme que M. de la Place 
a bien voulu me communiquer* etc. und ,, La proposition qui fait Vobjet de 
ce Mémoire, étant démontrée d’une manitre beaucoup plus savante et plus générale 
dans un Mémoire que M. de la Place a déja publié dans le volume de 1782, je 
dois faire observer que la date de mon Mémoire est antérieure, et que 
la proposition qui paroit ici, telle quelle a été Iue en juin et juillet 1784, a donné 
lieu aM. dela Place, d’approfondir cette matiere, et d’en présenter aux Géometres, 
une théorie complete.‘ Schliesslich sei noch bemerkt, dass die Untersuchungen yon 
Legendre tiber die Kugelfunctionen in seinen Exercices und in dem Traité des 
fonctions elliptiques, die von Laplace in der Mécanique céléste Tome II, Livre III; 
Tome V, Livre XI, und im Supplément au 5 volume zum grissten Theil ge- 
sammelt sind. 
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Es seien a, y, 3 die rechtwinkligen Coordinaten des Punktes 
O, ferner x , y,, 3, von Py; die obige Summe besteht dann, ab- 
gesehen von den Massen mu, aus Gliedern wie 
T= 2 : 2 2 Y 
V(@—2,) +(Y — Yr)’ + — 4y) 


Durch Einfiihrung von Polarcoordinaten, wenn man nimlich setzt 


x= rcos0 ty =A CORU, 
y =rsinOcosw Y, = 1, Sind, cos, 
6 =rsind sinw Sy =r, sind, sinw,, 


wo rund r, positiv, 0 und 0, zwischen 0 und a, w und w, zwischen 
O und 27% genommen werden, verwandelt sich OP, in den Ausdruck 
yr?—2rr, (cos 0 cos 0, + sin Osin 0, cos(w —w,)) +17, 
in welchem r und r, die geradlinigen Entfernungen der Punkte O 
und P, vom Anfangspunkte A des Coordinatensystems bedeuten. 
Setzt man noch den Winkel OAP, gleich y,, so ist y, mit den 
Winkeln 0 und w durch die Gleichung 
cosy, = cos 0cos 6, + sin Osin 0, cosy — W,) 

verbunden und man erhiilt 


{i 


1 . 
Vr°>—2rr, cosy, +r? 

Die oben erwahnte Entwickelung, die sich bei Laplace *)undLe- 
gendre**) findet, besteht darin, dassman T in einenachaufsteigenden 
Potenzen der kleineren von den beiden Gréssen r und r, — sie sei r, 
— und nach absteigenden der grésseren geordnete Reihe entwickelt: 


rr 
paws 
grt ? 
heisst die n” Kugelfunction, oder die Kugelfunction x Grades. 
Als Funetionszeichen fiir dieselbe wird hier, nach Dirichlet’s 
Vorgange ***), P™ oder, wo eine Verwechselung mit Potenzen un- 
méglich ist, P” angewandt, dem noch das Argument cosy, in Pa- 
renthese beigefiigt werden kann, so dass die Kugelfunction 


durch die Gleichung 
n=D rT” 2 
T= = Pie (cosy) 


der Coefficient von der also nur von cosy, abhingt, 


*) Mémoires de Math. et de Phys. etc. Année 1782, no. 10, p. 138. 
**) Savans étrangers, Tome X no. 10, p. 419. 
***) Crelle, Journal f. Mathematik Bd. 17: Sur les séries dont le terme général 
dépend de deux angles, et qui servent a exprimer des fonctions arbitraires entre des 
limites données, p. 35. 


as 
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eingefiihrt wird, also mit Hiilfe einer erzeugenden Function. Den 
fertigen Ausdruck von P” als ganze Function nx” Grades von cosy, 
findet man im § 4. 
§ 2. Durch Differentiiren der Function 7' ergiebt sich, dass 
sie der partiellen Differentialgleichung 
ea On Dis: LAR 
hom alts Oy” ae Oz’ 


geniigt, die sich nach ne der Polarcoordinaten in 


ego 
PoC wnt 0 (sino-37) Ie oF 
at, 16g (acd iO oe 

verwandelt. Setzt man in die linke Seite dieser Gleichung fiir T 
die nach absteigenden Potenzen von r geordnete Reihe ein, so ent- 
steht auf derselben eine neue Potenzreihe. Da ihre Summe ver- 
schwinden soll, so muss jedes Glied fiir sich verschwinden und 
P® (cosy) geniigt daher, was auch 6, und w, sein mégen, der 
Differentialgleichung 

Cen = a sin 8 eee a a7 Se AEN 

Unter den unendlich vielen Liésungen dieser Gleichung zeichnen 
sich die von Laplace vorzugsweise betrachteten aus, welche wie 
P’(cosyy) ganze Functionen von cos, sindcosw, sin@siny sind. 
Es wird sich spiter zeigen *), dass jede soleche Function dureh 
Addition aus 2n+1 Kugelfunctionen P"(cosy,) erzeugt 
werden kann, die man vorher mit geeigneten Constanten multi- 


plicirt hat. Jede von diesen Lésungen hat also die Form 
y=2n+1 


> u,P"(cosy,), 


v=). 

wenn die « diese Constanten bezeichnen, und jeder Winkel y, das- 
selbe 0 und w, nur verschiedene 0, und yw, enthilt. Alle diese 
Lésungen tragen, als Summen einer endlichen Anzahl von Kugel- 
functionen, auch den Charakter derselben und fiihren den gleichen 
Namen; wo es néthig ist kann man sie noch von den P als all- 
gemeine Kugelfunctionen unterscheiden. 

Wird in den bisherigen Formeln 6, =0 gesetzt, so reducirt 
sich cosy, auf cos und P (cosy,) auf P™ (cos 0), so dass P (cos 0), 
da es unabhingig von w ist, ein Integral der Gleichung 


*) II, Theil, § 77, d 
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@)... a (sind) +n +P =0 
giebt *), in welche (a) fiir 0, = 0 iibergeht. 

§ 3. In dem ersten Theile wird P als Function von cos Vy 
betrachtet, ohne Riicksicht auf die Zusammensetzung dieses Argu- 
ments aus 0, w, 0,, w,, und in diesem Sinne sagt man, er handle 
iiber die Kugelfunctionen von einer Verdinderlichen. Im 
aweiten Theile tritt P als Function der Veranderlichen auf, von 
welchen y, abhaingig gemacht wird, und zwar zunichst von 0, y, 
nachher aber auch von den durch Lamé eingefiihrten elliptischen 
Coordinaten, wodurch der Weg zu den Functionen erdffnet ist, 
welche ich in meinen Arbeiten die Lamé’schen Functionen 
nannte, bei denen sich die Eigenschaften der Kugelfunctionen 
wiederfinden, so dass die letzteren als specielle Falle der ersteren 
angesehen werden kénnen. 

Ein Grenzfall verdient eine eigene Untersuchung, der naim- 
lich, in welchem die Stellenzahl m unendlich gross, zugleich der 
Winkel y unendlich klein und zwar von solcher Ordnung wird, 
dass n.y endlich bleibt. In diesem Falle geht die Kugelfunction 
in die von Fourier eingefiihrte Function itiber, welche man bis- 
weilen als die Bessel’sche bezeichnet, die man aber auch Cy- 
linderfunction nennen kann, da sie beim Kreiscylinder eine ahn- 
liche Rolle spielt, wie die Kugelfunction bei der Kugel. 

Es treten auch Functionen auf, die sich ebenso zu den Lamé- 
schen verhalten wie die vorerwihnten zu den Kugelfunctionen. 
Auf ihre Bedeutung weise ich hin, indem ich sie als Functionen 
des elliptischen Cylinders von den erstgenannten des Kreis- 
cylinders unterscheide. Man wird sie bei Untersuchungen tiber 
die Schwingungen elliptischer Platten oder iiber das Potential eines 
elliptischen Cylinders anzuwenden haben. Ueber dieselben wird 
hier zum ersten Male gehandelt (§ 103—106 und 109). 

Andererseits werden die Kugelfunctionen nach verschiede- 
nen Richtungen hin verallgemeinert, und zwar zunichst, 
indem statt des reellen Argumentes cosy ein complexes auftritt, 
wodureh der Charakter der Function sich nicht wesentlich dndert. 

Wie man aus (0) ersehen kann ist P”(cos@) ein Integral einer 


*) Die Gleichungen, welche in diesem Paragraphen vorkommen, findet man bei 
Laplace in den Memoiren von 1782,_S. 133 u, f. 
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linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung in Bezug auf das 
Argument cos0, deren Lisungen durch hypergeometrische Reihen 
vegeben werden, und P ist selbst eine (endliche) hypergeometrische 
Reihe. Eine Anzahl von Transformationen und Eigenschaften der 
Kugelfunctionen. sind nichts anders als specielle Falle von allge- 
meinen, die sich auf alle hypergeometrischen Reihen beziehen. 
Diese bleiben selbstverstindlich noch bestehen, wenn » nicht mehr 
eine ganze positive Zahl vorstellt, sondern wenn eine belie- 
bige reelle oder complexe Zahl bezeichnet. Kann auch 
eine solche Verallgemeinerung im Folgenden schon darum nicht 
fehlen, weil die fiir imaginiéire Werthe von m entstehenden Func- 
tionen, wie Herr Mehler*) gezeigt hat, bei dem Kegel und an- 
deren Kérpern in dhnlicher Art auftreten wie die Kugel- und Cy- 
linder-Functionen bei der Kugel und dem Cylinder, so darf 
man doch nicht vergessen, dass eine Reihe von eigenthiimlichen 
Kigenschaften der Kugelfunctionen darauf beruht, dass sie ganze 
Functionen ihres Arguments sind. Sofern aber die Allgemeinheit 
einen besseren Einblick gewéhrt soll, ebenso wie da wo sie fiir 
bestimmte Anwendungen erforderlich ist, auch der Fall eines be- 
liebigen m in’s Auge gefasst werden. 

Im dritten Theile tritt fiir 7 ein allgemeinerer Ausdruck auf, 
nimlich eine ganze Potenz dieser Grésse und zugleich werden 
die drei Coordinaten w, y, s durch eine gréssere Anzahl 
von Verainderlichen ersetzt, wodureh gleichfalls neue Gesichts- 
punkte entstehen, die hier soweit Beriicksichtigung finden, als sie 
Interesse darzubieten scheinen. Unter den Functionen, die ich in 
diesem Zusammenhange als Lamé’sche bezeichnen musste, treten 
die von Lamé selbst eingefiihrten (ellipsoidischen) als zur zweiten 
Ordnung gehorig auf, und die Kugelfunctionen als soleche Lamé’schen 
azweiter Ordnung, in denen zwei Constanten einander gleich werden, 
wiihrend dem cosn@, der mit P"(cos@) vielfach verkniipft ist, in 
diesem Zusammenhange die erste Ordnung zugetheilt werden muss. 

So lange man sich mit der Anzichung von solehen Massen be- 
schiftigte, welche Kugeln erfiillen oder auf Kugelfliichen ausge- 


*) Borchardt, Journal f. Math. Bd. 68 S. 134: Ueber die Vertheilung der 
statischen Electricitaét in einem von zwei Kugelkalotten begrenzten Kérper; ferner im 
Jahresbericht des Gymnasiums zu Elbing, Ostern 1870: Ueber eine mit den Kugel- 
und Cylinder-Functionen verwandte Function und ihre Anwendung. 
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breitet sind, reichten die merkwiirdigen Entwickelungen von La- 
place zur Lésung der Aufgaben vollstindig aus. Wo in Arbeiten 
iiber Kugelfunctionen gehandelt wurde, war vor der ersten Heraus- 
gabe dieses Handbuches das wesentliche Ziel, diese Entwickelungen 
abzuleiten und sie so fest zu begriinden, wie es ihre Bedeutung er- 
fordert und es gab daher nur eine Theorie der Functionen von 
Laplace aber nicht, in dem heutigen Sinne, der Kugelfunctionen. 
In meiner Inaugural-Dissertation*) und spater im Crelle’schen 
Journale **) zeigte sich (was zu erwihnen Lamé bei seiner Arbeit 
tiber das Gleichgewicht der Warme in einem Rotationsellipsoid ***) 
nicht Gelegenheit gefunden hatte), dass die sogenannten_,,vollstin- 
digen* Aufgaben tiber die Anziehung der Rotationsellipsoide sich 
gleichfalls durch Anwendung der Kugelfunctionen lésen lassen, dass 
hier an die Stelle der positiven Potenzen von den Radii 
vectores, die bei den entsprechenden Aufgaben fiir die Kugel vor- 
kommen, gleichfalls Kugelfunctionen treten, wihrend die ne- 
gativen Potenzen durch ein zweites Integral von (0) er- 
setzt werden mussten, welches nicht nur dhnliche Eigenschaften 
wie das erste besitzt, sondern auch mit diesem in eine Wechsel- 
beziehung tritt. Ich habe mir erlaubt, dies als Kugelfunction 
zweiter Art einzufiihren. Fiir die Gestaltung einer Theorie der 
Kugelfunctionen im Handbuche war es wesentlich, dass die Zu- 
sammengehorigkeit der Functionen erster und zweiter Art hervor- 
gehoben und verfolgt wurde; eine ahnliche Behandlung und Be- 
zeichnung hat man spiter auch bei anderen Functionsarten mit 
Vortheil angewandt. 

Der Name Kugelfunction ist von Gauss eingefiihrt 7), 


*) De aequatfonibus nonnullis differentialibus. Berolini, 1842. 
**) Bd. 26: Ueber einige Aufgaben, welche auf partielle Differentialgleichungen 
fihren. 
**) Liouville, Journale de Mathématiques T. 1V, S. 351—385. 
+) Diese Angabe heruhte in der friiheren Auflage auf einer miindlichen Mit- 
theilung, die ich Dirichlet verdankte. Als ich das Vorliegende niederschrieb, im 
Jahre 1875, hatte Herr Schering die Giite, mir die Stelle zu bezeichnen, an welcher 
Gauss die Benennung einfiihrt. Sie ist: Géttingische gelehrte Anzeigen, 6. Stiick, 
10. Januar 1828, S. 55 und 56. (In dem jetzt erschienenen 6. Band von Gauss 
Werken S. 648.) In der Anzeige der ,,Connaissance des tems, ou des mouvemens 
célestes & Pusage des astronomes et des nayigateurs pour l’an 1829; publiée par le 
bureau des longitudes. 1826‘* und zwar des Aufsatzes von Poisson ,,Ueber die An- 
ziehung der Sphiroide* sagt Gauss: ,,Die erstere (Abtheilung) beschaftigt sich mit 
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und urspriinglich in eimer sehr allgemeinen Bedeutung gebraucht 
worden; man findet ihn in der heutigen Bedeutung von Kugel- 
function, selbstverstiindlich nur der ersten Art, in zwei Arbeiten 
aus dem Nachlasse*) von Gauss. 

Die Herren Thompson und Tait haben in ihrem werthvollen 
Werke**) diese Functionen harmonische zubenannt, und noch ausser- 
dem eine etwas abweichende Bezeichnung gewahlt, welche der Art 
entspricht, wie sie dieselben einfiihren. Bei ihnen ist namlich réum- 
liche harmonische Kugelfunction eine homogene Function von 
x, y, % welche der Gleichung 

OF Vi, enV age: alg 
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geniigt; sie heisst vollkommen oder unvollkommen, je nachdem sie 
im Endlichen endlich bleibt oder auch unendlich wird; sie heisst 
Kugelflachenfunction auf der Oberfliche einer Kugel mit dem Ra- 
dius 1, so dass man in dieser Nomenclatur unsere Kugelfunction 
erster Art P eine vollkommene harmonische Kugelflaichenfunction 
nennen miisste. 

Wo es fiir die Geschichte der Entwickelung von Bedeutung ist 
oder wo es sich um irgendwie erhebliche Untersuchungen handelt 
habe ich die Quelle angegeben, aus der ich schépfte, habe nur da 
eine solche nicht aufgesucht oder angemerkt, wo Formeln auf- 
treten, die jeder Mathematiker ableitet sobald er deren bedarf. Die 
Zah! derer, welche in neuerer Zeit die Theorie wahrhaft bereicherten, 
ist zwar, wie sich hierbei zeigt, nicht allzun gross; doch war 
manche Verbesserung und Vervollstiindigung in mehr formalen 
Dingen zu verzeichnen, besonders an solchen Stellen, welche eine 
Bekanntschaft mit den schwierigeren Untersuchungen nicht ver- 
langten. In Betreff meiner friiheren Angabe, es sei der Ausdruck 


der Entwickelung der Kugelfunctionen (so méchten wir die Functionen zweier ver- 
ainderlichen Gréssen, die allgemein jeden Punkt einer Kugelfliiche bestimmen, nennen) 
in Reihen, die nach einem bekannten von den Analysten yielfach behandelten Ge- 
setze fortschreiten, und ist mit der diesem Geometer eigenthiimlichen Eleganz durch- 
gefithrt ... Gegenwirtige Anzeige ist im August v. J. geschrieben.« 

*) Gauss Werke, 5. Bd. 8. 630 ,,Kugelfunctionen [1] und S. 631 »2] Geome- 
trische Bedeutung der Kugelfunctionen. In der ersten yon diesen Arbeiten ge- 
braucht Gauss den Ausdruck reine Kugelfunctionen. 

**) Handbuch der theoretischen Physik. Deutsche Uebersetzung von Dr. H. 
Helmholtz und G. Wertheim; Braunschweig 1871. M. vergl. I. Band, I. Theil; 
Zusiitze zum ersten Capitel, B, S. 156, 
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von P"(cos@) durch die hypergeometrischen Reihen b, c, d des § 5, 
von denen die ersten beiden sofort aus einer allgemeinen Formel 
von Legendre *) folgen, einer Arbeit von Dirichlet **) entnommen, 
theile ich aus dem recht brauchbaren Buche von Herrn Tod- 
hunter ***) mit, dass diese Formeln schon in Murphy’s Treatise 
on Electricity, Cambridge 1833 vorkommen. In Folge einer giitigen 
Mittheilung des Herrn Hermite hatte ich bereits den in der ersten 
Auflage vorgekommenen, iibrigens weit verbreiteten Inrthum  be- 
richtigt, dass eine Gleichung von fundamentaler Wichtigkeit (§ 6, 
Gl. 3), die wirklich von Rodrigues gefunden ist, von Ivory und 
Jacobi herriihre, ehe ich aus dem Werke des Herrn Todhunter, 
History of the theories of attractions etc. No. 1187 u. 1889, S. 248 
u. 249 ersah, dass er dort berichtigt wird. 

Indem neben die Kugelfunctionen, denen dies Werk gewidmet 
ist, noch eine Anzahl von specielleren und allgemeineren gestellt 
wurde, war es nicht meine Absicht, alle diese Functionen er- 
schépfend zu behandeln, sondern vielmehr, sie als verwandte dar- 
zustellen, und durch das Allgemeine das Speciellere zu beleuchten. 
Von den hierher gehdérigen Formeln, deren Anzahl sich in den 
letzten Jahren stark angehiuft hat, wihlte ich vorzugsweise solche 
aus, welche dem angefiihrten Gesichtspunkt entsprechen, oder nach 


*) Exercices T. II, no. 25, § 172. 

**) Crelle, J. f. Math. Bd. 17, 1837, S. 39—40. 

***) Blementary Treatise on Laplace’s Fonctions etc. London, 1875, Ks sei 
mir gestattet, die nicht tibliche Art zu erwahnen, in der Herr Todhunter das Hand- 
buch benutzt hat. In dem Jahrbuch iiber die Fortschritte der Math. 7. Bd., Jahr- 
gang 1875, Berlin 1877, S. 290—291 finde ich folgende Stelle, an welcher der Herr 
Ref. sich hiertitber ausspricht: ,,Diese Benutzung anderer Arbeiten geht aber etwas 
weit.. So sind speciell in der Theorie der Kugelfunctionen Abschnitte aus dem 
Hieine’schen Handbuch der Kugelfunctionen fast wortlich iibersetzt, ohne dass der 
Verfasser dies angiebt, z. B. die Capitel iiber Kettenbriiche und mechanische Qua- 
dratur; in letzterem ist sogar ein einer Gauss’schen Arbeit entnommenes Zahlen- 
beispiel, das Herr Heine abgekiirzt wiedergiebt, genau in der Heine’schen Form 
enthalten. Derartige Stellen, in denen Herr Todhunter nur eine freie Ueber- 
setzung aus Abschnitten des Heine’schen Buches giebt, finden sich in grosser 
Anzahl.“ 

Das Werk des Herrn To dhunter und einige andere Veréffentlichungen haben mich 
veranlasst, sowohl im Vorhergehenden niher auf meinen eigenen Antheil an der 
Entstehung und Ausbildung einer Theorie der Kugelfunctionen einzugehen, als auch 
im Folgenden an verschiedenen Stellen manche Untersuchungen und Resultate aus- 
dviicklich als yon mir herriihrend zu bezeichnen. 
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subjectivem Ermessen diejenigen, welche besonders niitzlich fir 
verschiedene Untersuchungen schienen. 

Bei der Darstellung habe ich geglaubt, an solchen Stellen, 
welche Leser voraussetzen, die mehr als elementare Kenntnisse 
besitzen, besonders in den Zusiitzen, mich kiirzer fassen zu diirfen. 
Auch wechselt die Strenge in der Durchfiihrung nach der Natur 
des Gegenstandes, sowohl mit Riicksicht auf die Kiirze als auch 
deshalb, weil manche Untersuchungen iiberhaupt noch nicht mit 
voller Strenge durchgefiihrt worden sind. Auf den Inhalt von Ab- 
handlungen aus der neuesten Zeit bin ich nur kurz eingegangen, 
da dieser Band bereits in den ersten Monaten des Jahres 1876 
wesentlich vollendet war, und seine Herausgabe nur durch ene 
Arbeiten verzégert wurde. 


lL Theil. 


Die Kugelfunctionen einer Veriinderlichen. 


Erstes Kapitel. 
Verschiedene Formen der Kugelfunction. 


§ 4. Die Kugelfunction wurde im §1 8.3 dureh eine er- 
zeugende Function eingefiihrt, naémlich durch Entwickelung der 
positiven Grésse 

1 
y bess at 
in welcher @ und @ reell und kleiner als 1 sind, nach aufsteigen- 
den Potenzen von a. 

Um die Function selbst darzustellen, entwickelt man 7' nach 

dem binomischen Lehrsatze; bekanntlich stellt die Reihe 


Ong le huey ge eee ee 


so lange » und x reell sind und mee unter 1 liegt, gerade die 
positive »'* Potenz yon 1-+-2 dar. Daher wird 


§ 4, 2. Verschiedene Formen der Kugelfunction. ria 


@)... T14+$eQo—a)} $2 a@e—a)'+-.., 


so lange wie a(e—c) unter 1 liegt. Man lése nun die Paren- 
thesen auf, und ordne darauf nach Potenzen von a. Diese Ver- 
riickung der Glieder ist gestattet, sobald die Reihen absolut con- 
vergent sind, d.h. auch dann noch convergent bleiben, wenn fiir 
jedes Glied sein Zahlwerth gesetzt wird. Sind 6 und y die Zahl- 
werthe von a und a, so wird diese Bedingung erfillt, wenn die 
Reihe 


1+ 28 (28 +45 = BOR To 


convergitt, d. h. wenn @ so klein ist, dass die beiden Zahlen 
a(2a-+a) unter 1 liegen. 
Sammelt man die Glieder, welche in eine bestimmte Potenz 
von a, die n'*, multiplicirt sind, so ergiebt sich 
1 N=O 
1))..., f= ———_ = PAGS 
(1) v1 Sone: =o (x), 
@) ty 5 D. Au 1) n Case inys 
Pe) tena oa CEE 
n ee » (n—2)(n—3) 
Sr 1 On On 3) ey 
Diese Gleichung (2) soll als Definition der Kugel- 
function P(«) betrachtet werden, es mag @ reell oder ima- 


gindr sein, so dass P(e) eine ganze Function, genau vom n'*" Grade, 
von @ ist. 

Imaginir heisst hier jede complexe Zahl a-+-bi, gleichgiiltig 
ob a gleich Null oder von Null verschieden ist. Wird speciell der 
Fall a = O betrachtet, so sagt man, die Zahl sei rein imaginar. 
Positiv soll eine complexe Zahl a+-bi heissen, wenn ibr reeller 
Theil positiv ist, gleichgiiltig welches Zeichen b besitzt; eine rein 
imaginire Zahl bé heisst positiv, wenn sie auf der positiven Axe 
des Imaginaren liegt, d. h. wenn 6 positiv ist. Nach Cauchy wird 
die positive Grésse Ya’-+-b? der Modulus, nach Gauss a?-+-b” die 
Norm von a+ bi genannt; der Modulus einer reellen Zahl ist da- 
her ihr Zahlwerth. Wir bezeichnen den Modulus einer beliebigen 


Grosse x durch .#/x. Statt des Functionszeichens P©(«) findet man 


hiufig, vorzuesweise in franzdsischen Werken, X“ oder X,; ich 
? to) 9 ? 
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werde mich in geeigneten Fallen gleichfalls des Zeichens X” be- 
dienen. 
Specielle Falle: 
treme | 
Bite 
P! = i(@"—4) 
P) = 4(e'—32) 
Pt = (a*— $a + 3s) 
P? = S@—Pe'+ Aa) 
PP (22) = P*°'(@) PE ea = Ph ae; as 
2n mee ear CA at) 
0) ot 96d. .6y Cn) 
Tee ONG: 3.5...(2n+1 
Oily Si Oa ) fir © = 0. 
Die drei letzten Ausdriicke ergeben sich durch Einsetzen von 
x =1 oder « =O in die erzeugende Function und ihren Diffe- 
rentialquotienten nach a. 
Der wesentliche Theil der Kugelfunction ist eine hyper- 
geometrische Reihe. cee setzt namlich *) 
a(a+1 i 
F(a,8,7,0) = ee x cae ae ) i 
und nennt diese Reihe eine pera a a,8,y,0 das erste, 
zweite, dritte und vierte Element. In dieser Bezeichnung ist 
ROC) = Sg pet he ging ae) 
Ordnet man die Reihe nach aufsteigenden statt nach absteigen- 
den Potenzen von x, so erhalt man, je nachdem der Index von P 
gerade oder ungerade ist, die erste oder zweite von den folgenden 
Gleichungen: 


POG) = (— 1) 


¥5) 


3...(2n — 1) ; é 
2.4,..0n)  *\om @ hhh ®) 


n n, 3:00. (2n+ 1 i 
Poe) = (typ PED oh—m ath, & 2) 
Erwihnung verdient, dass die Gleichungen (1) und (2) nicht 

nur dann gleichzeitig bestehen, wenn @ und @ reell sind, und 


*) Societatis regiae scientiarum Gottingensis commentationes Tom. II. classis 


mathematicae ad a. 1812: Disquisitiones generales circa seriem infinitam 14 Pe fete ; 
oder Gauss Werke, Bd. III, S. 125. , 
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ersteres in den angegebenen Grenzen liegt, sondern auch noch fiir 


imaginire « und a, nur vorausgesetzt, dass die beiden Ungleich- 
heiten 

Ma< Ma+yx?—1) 
stattfinden. In der Gleichung (1) ist unter 7 der Werth mit posi- 
tivem reellen Theile zu verstehen; der Fall, dass T rein imaginir 
ist, kann némlich in Folge der beiden Ungleichheiten nicht eintreten. 


Denn erstens gilt die Gleichung (1) noch fiir imaginire Werthe von x 
wenn nur @ hinlanglich klein ist: Die binomische Reihe (@) convergirt nimlich 
so lange (3 <1. Hlierbei besitzt 1-+-z einen positiven reellen Theil; bringt 
man es in die trigonometrische Form 


1+ 5 = e(cos@ + ising), 
so liegt also der Hauptwerth von @ zwischen — 3 und ~. Da die Reihe 


gleich 
oe” (cosy gm + isiny gp) 

wird, wo 0” eine positive reelle Zahl und g bekanntlich, wegen der Conti- 
nuitat der Function in Bezug auf g, gerade den Hauptwerth bezeichnet, so wird 
wenn yv wie im vorliegenden Falle (v = —+) kleiner als 14 ist der reelle 
Theil @” cosy@ das positive Zeichen besitzen. Die Reihe (6) giebt also, so lange 
MM (2ax—a*) < 1, in der That die Entwickelung des positiv genommenen Aus- 
drucks T. 

Ferner ist die Vertauschung in der Anordnung der Glieder, aus den oben 

angegebenen Griinden, sicher gestattet, so lange 

Moa(2 2+ Mo) <1; 
also finden in der That, von .$a@—O an his zu einem gewissen Werthe 
von 6c hin, die Gleichungen (1) und (2) zugleich statt. 

Zweitens kann man die Grenzen des Werthes von a, bis zu welchen 
hin die durch (4) und (2) bezeichnete Entwickelung stattfindet, weiter riicken 
als sie sich bei der Ableitung ergaben, wenn man fiir T in (4) seine conti- 
nuirliche Fortsetzung nimmt. Bleibt namlich eine Function von @ eindeutig 
und continuirlich fiir alle Werthe von q@, deren Modulus kleiner ist als eine 
bestimmte reelle Zahl, so kann sie fiir dieselben Werthe von @ durch eine 
nach ganzen Potenzen von q@ geordnete Reihe dargestellt werden. Nun ver- 
schwindet 


1—2ee +o? = [1—a(e + Yo*—1)|[1 — a(@—y2*—1)| 
nie, wenn die Moduln von a@(a-+ya’—1) unter 4 liegen oder, was dasselbe 
ist, Wenn 5 atl 
Ma< Mayu —), 

so dass die continuirliche Fortsetzung von T fiir alle @ mit kleineren Moduln in eine 
Potenzreihe, also in die durch (1) und (2) gegebene Reihe, entwickelbar ist. 

Drittens ist die continuirliche Fortsetzung von T gleich dem Werthe 
yon 7 mit positivem reellen Theile, da fiir keimen dieser Werthe von @ der 
reelle Theil von 7 Null, d.b. 1—2a@a@-+-a” selbst rein reell und negativ 
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wird. Ist nimlich einer von den Factoren 1—o(a-+-y'a?—1) von der Form 
r(cos@ +-isin@), so miisste der andere, um das Product negativ reell zu 
machen (wenn wie iiblich 7 und s positiv genommen sind) — s(cos0 — isin) 
sein. Die reellen Theile hiitten dann entgegengesetzte Zeichen, wahrend doch 


in der That heide positiv sind, da sogar die Moduln von a(a+yx?—1), nach 
der Annahme, unter 1 liegen, also 1 um je einen der reellen Theile ver- 
mindert positiv bleibt. 


Man kann T auch dann als erzeugende Function der P ansehen, 
wenn @ hinlinglich gross, nimlich so genommen wird, dass es den 
beiden Ungleichheiten 

Ma> Matyx?—1) 
geniigt, und man nach absteigenden Potenzen von « entwickelt. 
Es ist dann Pv) der Coefficient von a“. 


Denn es wird 


a 1 aaa 1 
a 2eeee | / 20 if 
7 eae ly eae 
a + aa 
nao 
SP ee) 


Die Quadratwurzel auf der linken Seite ist so zu nehmen, dass aT einen po- 
sitiven reellen Theil besitzt, also fiir ein reelles positives @ selbst positiv. 


Herr G. Bauer in Miinchen hat bemerkt, dass die Coefficienten 
der verschiedenen Potenzen von x in der Kugelfunction, wenn sie 
auf die kleinste Benennung gebracht werden, im Nenner nur Po- 
tenzen von 2 enthalten. Man kann hinzufiigen, dass simmtliche 


Coefficienten von 4”P"(x) ganze Zahlen sind. Hiatte man ferner 
die v'¢ statt der —4'" Potenz von 1—2aee-+e’ nach Potenzen 
von a@.entwickelt, so wiirde der Factor von a”, — eine Kugel- 
function héherer Ordnung — mit c” multiplicirt nur ganze Coeffi- 
cienten enthalten, wenn » eine rationale Zahl und ¢ ihr Nenner ist. 

Dieses folgt unmittelbar aus der Bemerkung von Euler*), die 
man in einem Briefe an Goldbach findet, dass in der Entwicklung 


n 
von ¥1—ann nach aufsteigenden Potenzen der Grosse a alle 
Coefficienten ganze Zahlen werden, welches zu besonderen Be- 
trachtungen ,Anlass geben kann“. 


*) Correspondance mathématique et physique etc. publiée par Fuss. St. Péters- 
bourg, 1843, T. I. Lettre CXLII, p. 557 (Berlin d. 4. December 1751), Es bedeutet 
n bei Euler eine positive ganze Zahl. 
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Dass de® zu einem Exponenten » = — gehorige Binomialcoefficient 
c 


1 a(a—c)(a—2c)...(a—n—10) 
c” NPE SOA 7) 


mit ce multiplicirt eine ganze Zahl sei, zeigte ich im 45. Bande des Crelle’schen 
Journals S. 287—288 auf folgende Art: 

Es sei zuerst p eine Primzahl, welche den Nenner 1.2.3...n, 
nicht aber zugleich ¢ theilt. Man zeigt, dass der Zihler des Binomial- 
coefficienten durch eine gleich hohe oder hohere Potenz von p theilbar ist wie 
der Nenner. Dazu ordnet man sowohl die Factoren, welche den Zihler, als 
auch die, welche den Nenner ausmachen, in Gruppen, deren jede p auf einander- 
folgende Zahlen enthiilt, die erste die ersten p, die zweite den (p+1)'" bis 
2p’ Factor, etc. Nur die letzte Gruppe kann weniger als p Factoren ent- 
halten, wenn nimlich m nicht durch p theilbar ist. Alsdann wird in jeder 
vollstandigen Gruppe des Nenners erst die letzte Zahl durch p theilbar sein, in 
der unvollsténdigen keine. In jeder vollstandigen Gruppe des Zihlers ist genau 
eime Zahl durch p theilbar, und zwar nicht erst die letzte, indem die Congruenz 


a—cs=0 modp 

in jeder vollstindigen Gruppe eine nicht durch p theilbare Wurzel besitzt, (in 
einer unvollstindigen eine solche besitzen kann). Der Zahler besitzt also ebenso 
viele durch p theilbare Zahlen wie der Nenner oder eine mehr. Gleiches gilt 
fiir die nieht nur durch p sondern auch noch durch hohere Potenzen von p 
theilbaren Zahlen, wie man durch dasselbe Verfahren beweist, indem man in 
Gruppen von p*, p*, etc. Zahlen zerlegt, so dass sich alle Potenzen einer Prim- 
zahl p, welche in ¢ nicht aufgeht, aus dem Nenner gegen die im Zihler auf- 
tretenden fortheben, und nur solche Nenner tibrig bleiben kénnen, welche mit 
c einen Theiler gemein haben. 

Zweitens sei p eine Primzahl, die ¢ theilt; denkt man sich » in 
der kleinsten Benennung gegeben, so theilt also p nicht zugleich a. In dem 
Zahlsystem, dessen Grundzahl p ist, geschrieben sei 

== tet, Ph My Pir 7H B's 

so dass also alle x unter p liegende nicht negative ganze Zahlen bezeichnen. 
Es giebt dann unter den Zahlen bis m im ganzen 

xp’ +x, ip-?+---+x,p+x, durch p, davon 

"pi? + NPY ee “+ aie +- Hy as p's kn 

xeept + %,-1p + fo ” pe ” 

4.p -[- H.—-1 ” 0, ” 

H » pr 
theilbare Zahlen, daher ist der Nenner 1.2.3...” genau durch eine Potenz 
von p theilbar, welche die Summe obiger Zahlen zum Exponenten hat, d. h. 
den Exponenten 


besitzt. Dieser Exponent ist gleich 
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n—(x,-+ %, + +++ + %,) 
p—ti 
einer Zahl, welche sich als p—1’” Theil der Differenz zwischen m und seiner 
Quersumme im Zahlensystem mit der Grundzahl p darstellt, also in jedem Falle 
kleiner als m bleibt; die Potenz von p hebt sich demnach aus dem Binomial- 
coefficienten nach Multiplication desselben mit c?” fort. 


Der erwihnte Satz von Euler ist aber ein ganz specieller Fall 
des von Eisenstein gefundenen, im Monatsberichte der Akademie 
der Wissenschaften zu Berlin*) ohne Beweis veréffentlichten Satzes. 
Nach demselben kann eine Reihe mit rationalen Coefficienten c 

y=o¢,+¢,e+¢,0°+-- 
nur dann Wurzel einer algebraischen Gleichung zwischen x und y 
sein, wenn nach Vertauschung von # mit einem gewissen ganzen 
Vielfachen von « alle Coefficienten der Reihe fiir ay in ganze 
Zahlen iibergehen. Man findet den Beweis dieses Satzes in 
dem I. Zusatze zu dem ersten Kapitel. 


” 


$5. Fir P (a), welches durch eine Reihe gegeben wurde, 
die nach ganzen Potenzen von x geordnet ist, lassen sich noch 
andere Reihen aufstellen, welche cine einfachere Form annehmen, 
wenn fiir « eine trigonometrische Function, nimlich « = cos@, ge- 
setzt wird, es mag @ reell oder imaginiar sein. 

Jede Zahl « = a-{-bé liasst sich durch cos(q — @@) ausdriicken. Hierzu 
sucht man die beiden Wurzeln der Gleichung 

a” b’ 


auf; beide sind positiv und die eine liegt iiber 1, die andere unter 1 (S. u.). 
Die positive Quadratwurzel aus der ersteren heisse 7, aus der zweiten 2. Man 
bestimmt dann g und @ durch die Gleichungen 


o = log(r+-yr?— 1) cos@ = Fu 
wenn yr? —1 positiv und g so gewihlt wird, dass cosg das Zeichen von 
a, sing von b hesitzt. 
Denkt man sich unter @ und b die Abscisse und Ordinate eines Punktes 
in rechtwinkligen Coordinaten, so heissen 7 und w die elliptischen Coor - 


*) Juli 1852, S. 441443: Ueber eine allgemeine Eigenschaft der Reihenent- 
wickelungen aller algebraischen Functionen. Den yollstindigen Beweis desselben 
habe ich im 48. Bande des Crelle’schen Journals 8, 267—275 gegeben in der Ab- 
handlung: Ueber Entwickelung von Wurzeln algebraischer Gleichungen in Potenz- 
reihen. Neuerdings ist ein eleganter Beweis von Herrn Hermite in den Proceedings 
of the London Mathematical Society, Vol. VII, No. 99 erschienen; die Bemerkung, 
welche Herr H. J. S. Smith dort hinzufiigt, habe ich in dem Zusatz zu diesem 
Kapitel unter (a) beriicksichtigt. 
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dinaten des Punktes; sie sind nimlich die grossen Halbaxen ejner Ellipse und 
Hyperbel, welche sich im Punkte (a, 6) schneiden, und die zwei Punkte +1 
zu Brennpunkten haben. Ellipsen schneiden confocale Hyperbeln unter rechten 
Winkeln, 

Um zu zeigen, dass die beiden Wurzeln w wirklich in den angegebenen 
Grenzen liegen, kann man ein Verfahren anwenden, durch welches sich auch 
zeigen lisst, dass die allgemeinere Gleichung 

a” b° c 
(wenn a, b, c¢, etc. a, B, y, ete. ani Gréssen sind, und a> >y> etc.) 
nur reelle Wurzeln hat, die resp. zwischen co und a, a@ und 6, 6 und y, etc. 
liegen. Bringt man namlich die gegebene Gleichung in die Form 


w(w —1)— a*(w—1)—b’w = 0 
und beachtet, dass die linke Seite fiir jw — oc, 1, O resp. positiv, negativ, 


positiv wird, so ist klar, dass eine Wurzel tiber 1, die andere zwischen 0 und 
1 liegt. 


Um P (cos 0) zuerst nach Cosinus der Vielfachen von 0 
zu entwickeln, bringt man 7’ in die Form 
(1 — ae*®)-* (1 — ae—**)-3, 
entwickelt jeden Factor fiir sich nach dem binomischen Lehrsatze 
und bildet dann das Product der beiden Reihen 


1+ toe? 4 : : oe 4..., 


1+4ae—%4+ a or e—79 1... 


Der Coefficient von oe” in dem Producte muss P™ sein, so dass 
man erhilt 


oe 2 (n) 
Coed P*"(cos 8) 


1.3.n(n-1) 

fe = 1) 1.2.2n-1) (2n-3) 
wenn die Reihe so weit fortgesetzt wird, bis sie von selbst abbricht. 
Es kommt auf dasselbe hinaus, wenn man abbricht, ehe die Ar- 
gumente (n—2)0, (n—4)0, ete. negative Vielfache von 0 sind, und 
dann bei ungeraden » alle Glieder, bei geraden n alle ausser dem 
letzten doppelt nimmt. Da P eine ganze Function von cosé@ ist, 
so besteht die Gleichung (a) offenbar fiir reelle und imaginare 0. 
Fiihrt man eine Grisse § ein, die zu x dieselbe Beziehung hat wie 


cos 0 — isin zu cos@, indem man setzt 
Heine, Theorie der Kugelfunctionen. 2. Aufl. » 


COARSE pee 


= cosn0 + cos(n—2)0 + cos(n-4)0+---, 
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wp 
oO 
bo 


S44 eT = p18 
&=ae—ya'’—1 &1—g¢+ye'—1, 
wobei es vorliufig noch gleichgiiltig bleibt, welche von den beiden 


Wurzeln man unter yx?—1 versteht, so ist demnach 
DA (AM) ee 
' 
(CDnce 1.3,..0n— D P"(z) 
1.3.n(2—1) 


yes 2 peers Walle oe [e 
= eek oere a D> +E Gp—1)Gn—3)° + | 
Die rechte Seite, durch das Zeichen der viene Reihe 
ausgedriickt, giebt 


E-" F(Z, —m, 3—m, &). 

Specielle Falle: 

Pie -cosd. 

P’ = $¢0s20-+ 1 

P®? = 3c¢0830 + gcos0 
P* = = 00840 + + c0s20 4+ 2 

Aus dieser Reihe, welehe Baplaes faa ‘Teeeudees ent- 
wickeln, schliesst der Letztere, dass P, so lange @ reell ist, seinen 
gréssten Werth fiir 0 = 0 erhalt. Da aber P(1) = 1, so ist der 
grésste Werth, welchen P(cosé@) fiir reelle 6 annehmen 
kann, gleich 1. 

Andere Ausdriicke fiir P, die nach Potenzen von 
cosi@é und sin}0 geordnet sind, folgen unmittelbar aus einer 
Formel von Legendre (M. vergl. 8. 9), n&émlich 

(rer P"(cos 0) = F(n+1, —n, 1, sin?40) 

(c)... (—1)"P"(cos0) = F(n-+1, —n, 1, cos’ 36), 
von denen die letztere aus der ersteren durch Vertauschung von 0 
mit =—6 entsteht. 

Um die erstere zu erhalten, setze man fiir 1—2a@cosO-+ @° zunichst 
(14— a)?+ 4esin?40; dann zieht man aie heraus und findet 

1 mess: 27a? 

Aa SmERe ree? 0455 2 G—a) 

Das Glied, welches hier a” im Zahler hat, liefert, wenn es nach aufsteigenden 
Potenzen von o entwickelt wird, nur so lange einen Beitrag, welcher mit @” 
multiplicirt ist, also in P” vorkommt, wie v nicht m iiberschreitet. Wenn 


vy =n, so ist der Beitrag, mit Anwendung des Gauss’schen Zeichens IZ aus- 
gedriickt, gleich 


sin IO +, 


*) Mémoires de Académie royale 1782, S. 142 und 1784, S. 376 
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(n+) 
ate I (n— v) Tv Iy 


Sammelt man alle Beitrige, so entsteht der Ausdruck (b). 


sin?”'3 07. 


Der Vollstindigkeit halber werden hier noch zwei Reihen fiir 
die Kugelfunction hinzugefiigt, von denen die erste, welche nach 
Potenzen von tang 30 geordnet ist, wie Herr Todhunter erinnerte, 
bei Murphy, die andere im wesentlichen bei Euler*) vorkommt. 
Ihre Ableitung findet man im § 9. 

(d) ... P"(cos0) = cos*30 F(—n, —n, 1, — tang? 40) 
(e)... P*(cos0) = cos*6 F(— in, 4— in, 1, — tang’ 6). 
Wihrend die obigen Ausdriicke (a) bis (e) endliche Reihen sind, 
welche die Kugelfunction fiir alle Werthe von 0 darstellen, so ist 
dies nicht mehr der Fall bei der folgenden von mir angegebe- 
nen Gleichung, die spiter mehrfach auftritt. Man hat ndmlich 

zwischen 0=0O und 0=7% 
tet Pate) NCES (sin(n4-1)0 + 
1.~m+1). eta 

LGD x L304 = ise Sar 8 in(n45)0 +). 
Den Beweis dieser Formel findet man im § 19. Als die Quelle, aus 
der sich (a) bis (e) und iihnliche Reihenausdriicke ergeben, wird sich 
spiter die Differentialgleichung erweisen, welcher die P geniigen. 

§ 6. Die Kugelfunction entsteht durch wiederholte 
Differentiation eines einfachen Ausdrucks; es ist néimlich 

: 1 d(a”? —1)" 

ii ale. al? (epics > Tn Als 
Beweis. Differentiirt man 
b Mla = 2n—1 n(n—1 
P"(2) = - ) (a — — =. , wr? 4...) 

nach x, so tritt » vor Ns ‘pyvanen bes? und in den Exponenten so 
wie in den Ziihlern des in der Parenthese befindlichen Ausdrucks 
verwandelt sich » inn—1. Nach einer zweiten Differentiation tritt 
noch n—1 als Factor vor die Parenthese, und in den Exponenten 
und Zihlern der Parenthese ist wiederum n—1 statt », also in 
dem urspriinglichen Ausdruck der Parenthese n—2 statt » zu 
setzen. Umgekehrt, integrirt man nach a zwischen 0 und 1, so 


*) Euleri institutiones calculi integralis, Ed. II]. Petropoli 1824. Vol. I, Sect. I, 
Cap. VI, probl. 33 (nicht 36, wie dort irrthiimlich steht), S. 160. 
rae 
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a 


tritt »+-1 als Factor in den Nenner, und » ist in den Exponenten 
und Zihlern innerhalb der Parenthese mit »+-1 zu vertauschen. 
Aehuliches geschieht bei einer mehrfachen Integration; nach einer 
nfachen ist der Factor vor der Parenthese daher 
108: bran Set) te 1 
; 172: 32kt Cn—a0) ioe), ’ 
wiihrend in der Parenthese die Reihe steht 
_ 2n(QQn—I1) gett 2n(2n—1) (2n—2) 2n—3) plinth 8 
2(22n—1) 2.4.(22n—1) Qn—3) ‘ 
wenn man bei dem mit 2 multiplicirten Gliede abbricht. Dies ist 
aber der Anfang der Entwickelung von (2 —1)” nach absteigenden 
Potenzen von x gleichfalls bis incl. #”, so dass die n'* Kugelfunction 
dureh nfache Differentiation von 
if 
2” IIn ( 
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x —1) 


entsteht. 
Die wichtige*) Formel (3) deutet auf ee Analogie der Kugel- 


*) Diese Formel trug frither den Namen von Ivory und Jacobi; in Deutsch- 
land zweifelte man um so weniger an der Berechtigung zu dieser Bezeichnung, als 
Herr Liouville, der nicht nur als ausgezeichneter Forscher sondern auch als Kenner 
der Literatur hochgeschatzte Gelehrte, im 2. Bande seines Journals S. 105 in der Ab- 
handlung Sur le développement de (1— 2xz-+4-27)—3; par MM. Ivory et Jacobi 
selbst die merkwiirdige Gleichung den beiden letzteren zuschreibt. Wie schon S. 9 
bemerkt wurde, hat Herr Hermite bemerkt, dass die Gleichung (3) zuerst yon Ro- 
drigues gegeben sei, indem sie in dessen Mémoire sur l’attraction des sphéroides 
vorkommt, das sich in der Correspondance sur l’école roy. pol. T. II, S. 361—3885, 
Paris 1816, herausgegeben von Hachette findet. Um alle Daten méglichst festzu- 
stellen, sei noch erwi&hnt, dass bei dem Mémoire sich die Bemerkung findet: Ce Mé- 
moire a été le sujet d’une these soutenue pour le Doctorat, devant la Faculté des 
Sciences & Paris, le 28 juin 1815, sous la présidence de M. Lacroix, Doyen de 
la Faculté. Hiernach ist es nicht mehr zweifelhaft, dass unter Allen, welche sich in 
hervorragender Weise mit demselben Gegenstande beschiftigten, Rodrigues zuerst 
zu der Gleichung gelangt ist. Bei dem Interesse, welches der Gegenstand gewonnen 
hat, theile ich noch Weiteres iiber den Sachverhalt mit, und zwar an dieser Stelle, 
obgleich ich vorgreifend Gegenstinde beriihre, die im Texte erst an einer spiteren 
Stelle auftreten. 

Nachdem Ivory in den Philosophical transactions von 1809 die Anziehung 
eines homogenen Ellipsoids dadurch bestimmt hatte, dass er lehrte wie die Anziehung 
eines jeden ausseren Punktes aus der eines innern gefunden werde, kam er in der 
Abhandlung On the Attractions of an extensive Class of Spheroids, S$. 50, Gelesen 
d. 14. Noy. 1811, herausgegeben 1812 (demselben Jahre, in welchem Gauss die 
Theoria attractionis corporum sphaeroidicorum ellipticorum homogeneorum der 
Gottinger Societit vorlegte) der erwihnten Gleichung sehr nahe. Er giebt niimlich 
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functionen mit den trigonometrischen hin, die noch bei vielen an- 
deren Untersuchungen zu Tage tritt. Nach einem Satze*) von 
Jacobi, dessen Beweis man im § 34 findet, ist ndimlich, wenn 
x = cosO gesetzt wird, 
sinnO (—1)"-! d®-'(A—a?)"-4 
SiG oobi 27 TES ES LD oe 
Diese Analogie tritt noch klarer im III. Theile hervor. 


Jacobi beweist die Gleichung (3), indem er setzt 
a 
a 
(a) eee Y—az = = y’—1), 
dy 


hieraus nach dem Lagrange’schen Lehrsatz y, daraus 78 im eine nach Po- 
Ay 
tenzen von a aufsteigende Reihe entwickelt. Lost man (@) nach y auf und 
differentiirt darauf nach a, so findet man andrerseits 
dy = Tdx 

und durch Cleeheewane der beiden auf verschiedenen Wegen gefundenen Werthe 
von y' die gesuchte Formel 

TS a” d”(a@’—1)" 
~~ On Tin ds” 


$7. Aus der Gleichung (3) folgt der 

S Simmtliche Wurzeln der Gleichung P"(7) =0 
sind reell und kleiner als 1. | 

Beweis. Sind die Wurzeln einer Gleichung ww) = 0 simmt- 
lich reell, und liegen sie zwischen a und b, so gilt das Gleiche 
von den Wurzeln des ersten Differentialquotienten y/(a), also 


dort eine Formel, die in unserer reece lauten wiirde 
», av PO) ze dv+1P(”) (x) 
oe ee aa 
Dieselbe Formel kommt im II. Bande der Scaife von Legendre vor, und zwar 
im fiinften Theile (cinquieme partie), der, wie man aus dem Avertissement erfahrt, 
welches dem zweiten Bande vorgedruckt ist, schon im August 1815 publicirt wurde. 
Rodrigues selbst aussert sich 8. 376 iiber die Selbstandigkeit seiner Untersuchungen 
in folgender Art: L’analyse qui va suivre avait été employée en trés-grande partie 
dans un deuxieme Mémoire de M. Iyory, sur l’attraction des sphéroides (Trans- 
actions philosophiques, tom. 102, année 1812, 1'e partie) et dans la Section XI du 
troisieme Supplément aux Exercices du Calcul intégral, par M. Legendre. Je ne 
connaissais aucun de ces ouvrages lorsque je fis mon travail. Krst in den Philos. 
Transactions yon 1824, Part. I, S. 91—93 kommt die Gleichung (3) auch bei Ivory 
und 1827 im 2. Bande des Crelle’schen Journals S. 223 bei Jacobi vor. 
*) Crelle, Journal f. Math. Bd. 15, Formula transformationis integralium de- 


x?)v +1 ——___— = 0. 


finitorum, S. 4. 


29 I. Theil. Erstes Kapitel. § qs oe 


hed 


auch von denen eines jeden folgenden. Ist im besonderen Falle 
w(x) = (w’—1)", so miissen daher simmtliche Wurzeln der 


Gleichung 
dar Tyee 
da" 
oder, nach (3), die von P’(v) = 0 zwischen —1 und +1 liegen 
und reell sein. . 
Dass diese Wurzeln simmtlich verschieden sind, soll 
im § 12 bewiesen werden; 1 selbstegehdrt nicht zu ihnen, da 
P"d) =1 nach §4. Ist 6 eine Wurzel, so ist ferner auch — 6 
eine soleche. Die numerischen Werthe dieser Wurzeln fiir die 
Werthe x = 1 bis » = 7 incl. findet man, nach der Rechnung von 
Gauss, im zweiten Bande des Handbuchs unter den Anwendungen 


auf mechanische Quadratur. Dort wird nimlich gezeigt, dass man 
al 
g(a)dx, nach Gauss*), aus m Ordinaten pm in gewissem Sinne 


0, 


on vortheilhaftesten durch Annéherung berechnet, wenn man zu 
Abscissen die 2 Wurzeln von P(x) = 0 wihlt. Dies setzt aber vor- 
aus, dass g(a) innerhalb der Integrationsgrenzen continuirlich bleibt. 
Hiermit bringe man die Bemerkung des Herrn Mehler in Ver- 
bindung **), dass in gleichem Sinne zur Berechnung von 


vd dx 


die Ordinaten g(x) fiir die Abscissen 


70 
xv = COS ~— Cos 


Tt 
on? On gees COS (2n—1) 


7t 
2n 
gewahlt werden miissen. Aus (3, a) geht hervor, dass dies die 
Wurzeln der Gleichung 
a(x”? —1)"-# : 
. da” sina 
sind, so dass auch bei dieser Gelegenheit die Analogie der trigono- 
metrischen und Kugelfunctionen hervortritt. In einer Arbeit, Mit- 
theilung tiber Kettenbriiche***) und nach dieser hier in dem zweiten 
Zusatze zum 5. Kapitel, tiber Kettenbriiche, zeigt sich, dass in ahn- 


*) Werke, III. Bd. Methodus nova integralium valores per approximationem 
inveniendi. 
**) Borchardt, Journal f. Math. Bd. 63: Bemerkungen zur Theorie der me- 
chanischen Quadraturen, no. 4, S. 156. 
***) Borchardt, Journal f. Math. Bd. 67, § 7—8. 
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licher Art bei der angeniherten Berechnung von 
b 
S G2) fa) de 


als Abscissen, fiir welche man die Ordinaten g(w) berechnen muss, 
die Wurzeln von Gleichungen Mv) = 0 auftreten, wenn N einen 
Naherungsnenner des Kettenbruchs fiir 


Loe; 


bezeichnet. Man vergl. auch die Anmerkung zu § 16. 

Der am Eingange dieses Paragraphen aufgestellte Satz ist zu- 
erst von Legendre in den Memoiren der Akademie*) von 1784 
fiir een geraden Index », in den Exercices**) fiir alle ganzen n 
bewiesen. Die Methode von Legendre wird im zweiten Theile 
§ 99 auf eine ahnliche Untersuchung angewandt. Den hier ge- 
gebenen Beweis verdankt man Jacobi***), 


§ 8. Unter den verschiedenen bestimmten Integralen, 
durch welche man die Kugelfunction ausgedriickt hat, ist das von 
Laplace aufgefundene+) von besonderer Wichtigkeit. Man kann 
u. a. bei ihm ankniipfen, wenn ein Uebergang zu den Kugel- 
functionen mit mehreren Verinderlichen oder von ganzzahligen 
zu beliebigen Werthen des Index » gebildet werden soll. 

Jacobi hat auf eine Methode;y+) aufmerksam gemacht, durch 
welche sich dies Integral leicht ableiten lisst. Sie beruht auf 
einem einfachen, sehr wichtigen Hiilfssatze, dessen Beweis 
nur dann einige Weitliufigkeit verursacht, wenn man ihn in der 
Allgemeinheit aufstellt, welche Jacobi ihm in einer spateren Ar- 
beity++t) gegeben hat. 


*) §. 374. 
[oe Bda lies. 204, 
**) Crelle, Journal f. Math. Bd. I: Ueber Gauss neue Methode, die Werthe 
der Integrale niherungsweise zu finden, S. 306. 
+) Traité de mécanique céleste, Tome V, Paris 1825, Livre XI, Chap. I, 
No. 3, p. 33, form. (f). 
++) Crelle, Journal f. Math. Bd. 26, S. 81: Ueber die Entwickelung des Aus- 
drucks [aa—2aa’(cosw cos gp + sin w sing cos (% — #) +a’ a'J~#. Diese merkwiirdige 
Arbeit istspater, abgekiirztin’s Italienische iibersetzt, im Giornale Arcadico Tomo XCVII, 
Roma 1844 erschienen, und dann in’s Liouville’sche Journal T. X; 8S, 229 tiber- 
gegangen. 
+++) Crelle, Journal f. Math. Bd. 32,8. 8: Ueber den Werth, welchen das be- 
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Hilfssatz. Das Integral 


bas dy 

7 a—b cos 
hat keine Bedeutung, sobald “(a—Ya’— db’) = (b, oder was 
dasselbe ist, sobald = reell und zugleich absolut genommen, grosser 


oder gleich 1 ist. In allen iibrigen Fallen wird 


oH dep 27 
Wicun fing ee tee 
/ a—b cos@ Va-8 


wenn die Quadratwurzel ein soleches Vorzeichen erhalt, 
dass 


Ma—ya—b’)< Mb. 
Um zu zeigen, dass die beiden Formen iibereinstimmen, in welchen die 
Bedingung fiir das Bestehen des Integrals ausgedriickt ist, geht man davon aus, 
dass immer wenn 


aya 
b 


den Modulus 1 besitzt, die Zahl selbst gleich cos@—isin@ gesetzt werden 
kann, wo @ einen reellen Bogen bezeichnet. Hieraus folgt durch Division 
beider Seiten dieser Gleichung in 4 
a+ya—B 
b 


= cos 0+ isind 


also a:b = cosO <1. 
Umgekehrt, sobald @: 6 reell und kleiner oder gleich 4 ist, setze man 
dies Verhiltniss = cos@ und findet sofort, dass /(a— Va’—b? = (b. 
Besteht dagegen diese Gleichheit nicht, so wird von den beiden Factoren 
von 4 


Veoh, Geeaeae 
me ee sees 
der eine <1 oder andere > 1 sein miissen. 
Die Integration auf der linken Seite von (4) wird gewéhnlich, 
wenn die Constanten a und 6 reell sind, durch Anwendung der 
Substitution 


tangig = | —— ane 1 
Sap a+b t 8 20 
EPL i eee a ie dip a ae es ae ee 
stimmte Integra Wiener ae fiir beliebige imagina’re Werthe von A und 


B annimmt. 
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ausgefiihrt, welches die bekannte Gleichung zwischen der excen- 
trischen Anomalio (gewdhnlich E, hier g genannt) und der wahren 


v ist in einer Ellipse mit der Excentricitait e = or Dieselbe Be- 
ziehung lisst sich auch durch die Formeln 
eos B= 2 FOO? sing = sino. Vi—e 
1 + ecosv 1+ecosv 


ausdriicken, worauf mit Riicksicht auf § 10 schon hier-aufmerksam 
gemacht werden soll. Dort wird man auch bemerken, dass die- 
selbe Substitution noch fiir imaginére Werthe von e zum Ziele fiihrt. 
Man gelangt hier leichter zum Beweise des Satzes, dessen 
erster Theil, der sich auf die Gleichheit /(a—ya—b*) = Mb 
bezieht, ohne weiteres klar ist, indem man die nach g zu inte- 
grirende Function auf der linken Seite von (4) durch Multiplication 
mit 2v im Zahler und Nenner, wenn man zur Abkiirzung e? =v 
setzt, in . 
20 
bv’ — 2av-+b 
verwandelt, und dies vermittelst Zerlegung in Partialbriiche in 


2 i WO; v, 
b(v,— 2,) Capen < ee 


umgestaltet, wo v, und v, die Wurzeln der Gleichung sind 
bv’— 2av-+b = 0. 
Die Wurzel mit dem kleinern Modulus sei v,, so dass man hat 
Mv, <1 Mv, >1 Os iL. 
Durch Entwickelung in Reihen ergiebt sich, da v = 1, 


eG" 
= 84+ 


v, 
Daher ist die zu integrirende Function 


0— 0, 


2 
TG a (1 + 20, cose@ + 20? cos2 + -:-), 
und das Integral selbst gleich 
4a 
b (v, = v,) 
Sind namlich m und» ganze Zahlen, so wird 
ie cosm@p cosnp dp 


v) 
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gleich a oder 0, je nachdem m und x -gleiche oder verschiedene 
Werthe besitzen. Nur fiir den Grenzfall m =n =O giebt das 
Integral 27% und nicht a. 
Das Vorzeichen von ya’— 6° moge so gewiihlt werden, dass 
a—ya—8 
y, = b 
die Wurzel mit dem kleinern Modulus wird; danu ist 
b(v, —v,) = 2ya’?—b’, 
also der Werth des Integrals der im Hiilfssatze angegebene. 

Aus demselben wird im § 9, der sich hier anschliesst, 
das Integral von Laplace abgeleitet; das zunadchst Folgende ent- 
halt einige weitere Untersuchungen iiber Integrale von dem Cha- 
rakter des in (4) enthaltenen. 

Bedeutet m irgend eine ganze positive Zahl, so findet man auf demselben 
Wege, wenn .//(a — ya°— db’) < Mb, die Gleichung 

coy... ff eemedae. 2h (aaa 
f a — bcos i ee b 

Die Gleichung (4) lasst sich nach emem bekannten Satze ver- 
allgemeinern. Bedeutet f(g) eine endliche periodische Function 
von g mit der Periode 27, und w eine reelle Constante, so ist 


ae “Tag = i “To + wag, 


oder in Worten: der Mittelwerth von f(g) ist gleich dem Mittel- 
werth von (derselben Function) f(g-+ w). Um dies analytisch zu 
zeigen, substituirt man links m+ w fiir m, wodurch entsteht 


S't@ dp =f f+) dp Le fp+y) dw. 
0 —y 0 


Setzt man —2z-+ fiir gm im ersten Integral auf der rechten 
Seite, und beachtet, dass f(— 22+ m+ w) wegen der Periodicitat 
von f gleich f(~-+wW) ist, so verwandelt sich dieses Integral endlich in 


JS tet wag. 


270—w 
Vermittelst einer solchen Substitution erhalt man aus (4), wenn 
a reell, 6 reell und <1 oder rein imaginir gedacht wird: 
Wenn A reell und positiv, B und C entweder beide 
rein imaginér oder beide reell und dann so beschaffen 
sind, dass A*>B*’-+ 0’, so wird 
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er d 20 
Les. wih ee lh bt 
2) ‘ A—Bcosg—Csing VA ee 


die Quadratwurzel positiv genommen. Keine Bedeutung 
hat das Integral, wenn A, B,C reell sind und zugleich 
B4CZA’. 
Zum Beweise setzt man 
A=4a B= beosw C= — bsiny, 
wodureh das Integral auf der Linken sich in 


if. A dep 
J a —beos +y) 
verwandelt. 


Es bedarf keines besonderen Beweises, dass (4,6) noch gilt, 
wenn A, B,C zwar imaginir sind, sich aber verhalten wie drei 
BB+ CC 

AA 
oder imaginéren Theile der Quadratwurzel in (4,6) hat man dann 
das Zeichen beizulegen, welches derselbe Theil von A_besitzt. 


reelle Zahlen, und zugleich noch bleibt <1. Dem reellen 


Keinen Werth hat dieses Integral, wenn 


Bei den meisten Anwendungen im Handbuche reicht die Bestimmung des 
Integrales in (4, b) fiir die bisher behandelten Fille aus. Die oben zum Be- 
weise des Hiilfssatzes angegebene Methode liisst sich aber zur Untersuchung des 
Integrales anwenden, welche Werthe auch A, B, C hesitzen. Um Weitlaufig- 
keiten zu vermeiden, die entstehen, wenn man die Grenzfalle in die Betrach- 
tung einschliessen wiirde, bleibt der so eben erledigte Fall, dass sich 
A, B, C zu einander verhalten wie drei reelle Zahlen, ausge- 
schlossen. Ferner wird aus demselben Grunde angenommen, das fiir den 
Werth des Integrales gleichgiltige Vorzeichen von C sei so ge- 
wiaihlt, dass 


M (B+ iC) = M(B-iC). 
Dann kann der Fall B—iC = 0 nicht eintreten, indem er auch B+ tC = 0 
also B= C = 0 fordern wiirde, ein Fall, der als schon erledigt ausgeschlossen 


2 
wurde. (Das Integral (4, 6) ist in demselben —*). 


Das Integral (4, b) hat offenbar nur und immer einen Werth, wenn 
A—Boosg—-Csing 
fiir kein reelles @ verschwindet; setzt man wieder v = cosq--tsing, wie 


S. 25, so besteht daher die nothwendige und hinreichende Bedingung 
fiir die Existenz des Integrals darin, dass die Gleichung 


(a)... (B—iC)v’—2Av+4+(B+iC) =0 


keine Wurzel mit dem Modulus 1 besitzt. Diese Bedingung sei erfillt. 


‘ 
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Das Product der Wurzeln v, und v, in (a) ist 


B+ic 

B—iC’ 
so dass sein Modulus die Einheit nicht iiberschreitet; also ist der Modulus we- 
nigstens einer Wurzel nicht grésser als 1 und, weil das Integral einen Werth 
hat, sogar <1. Der Modulus der zweiten Wurzel kann dann entweder gleich- 
falls unter 1 oder iiber 1 liegen. Es heisse nun die oder eine Wurzel, deren 
Modulus kleiner als 4 ist v,, und der Quadratwurzel aus der Determinante der 
quadratischen Gleichung (a) ertheile man ein solches Zeichen, dass 


_— A-~#-B—C 


Se M0) <A 


1 
woraus folgt, dass 
—  A+yA?— BC 
cae B—iC 
Die Function in (4, 6) welche integrirt werden soll, bringe man auf die 
Form 


— 20 tne 2 ( Vy ‘i. v, ). 
(B— Ci)v’°— 2Av0+(B+ Ci) (B—Ci)(v,—2,) \v,—0 § v—2, 


Entwickelt man nun das zweite Glied in der Parenthese auf der Rechten nach 
absteigenden Potenzen von v, das erste nach absteigenden oder aufsteigenden, 
je nachdem .//v, kleiner oder grésser als 1 ist, und integrirt darauf nach @ 
von 0 bis 27, wodurch das von © unabhingige Glied allein in der Ent- 
wickelung tibrig bleibt, so findet man: 

Es hat das Integral 


ops dg 
) A — Boos — Csingp 


1) keinen Werth, wenn eine der Gleichungen erftillt wird 
M(A+YA?— B’—C*) = M(B—iO), 

2) den Werth Null, wenn die beiden Ungleichheiten stattfinden 
MAL VA BC) < (Bi), 


3) in den tibrigen Fallen den Werth 


27 : 
) AA BB ACG, 
die Quadratwurzel erhilt hier ein solches Zeichen, dass 
M(A— Vy A*— BR 0) < f(B- iO). 
Beispiel. Wenn B+iC=0, so sind die Wurzeln von (a) 
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Das Integral ist also = 0, wenn “A < MB, 
270 

” 49 ” ” = a7 ie ” MA = ACB, 

” 40 », Ohne Werth, ,, A= MB. 


Anmerkung. Im Vorhergehenden habe ich nach Jacobi die Integration 
durch Entwickelung des Bruches, welcher integrirt werden soll, in eine 
Reihe ausgefiihrt. Herr Worpitzky hat in Grunert’s Archiv, Bd. 55, 
S. 59— 63, um ein Beispiel fiir die Anwendung der Cauchy’ schen Sitze iiber 
das Residuum von rationalen Functionen zu geben, diese Methode auf die In- 


tegration von 
aE ee LP: ; 
(v—o,)(e—2,) 


in der iiblichen Art angewandt, und das vorstehende Resultat von Jacobi ab- 
geleitet. Zu dem, was dort 8. 62 iiber den speciellen Fall C = 0 gesagt wird, 
kann man die Bemerkung hinzufiigen, dass, wie sich oben zeigte, 


grea Fs 
a— bcosp 


0 


fiir kein endliches a@ und 0b verschwindet. 


Besondere Beachtung verdient die einfache Gestalt, in welche Ja- 
cobi in seiner vorerwiahnten Arbeit (32. Bd. des Crelle’schen Journals) so- 
wohl die Bedingung fiir die Existenz des Integrals, als auch die 
Regel zur Unterscheidung der verschiedenen Falle gebracht hat. 

Um zu derselben zu gelangen, wobei ich jedoch den Entwickelungen von 
Jacobi nicht iiberall genau folge, setze ich 

A=a+a,t B=6+8,1 Ca y+ 9-4, 
Das fiir den Werth des Integrals gleichgiiltige Vorzeichen von C wurde so ge- 
wihlt (S. 27), dass 
M(B +iC)< M(B iC); 
der Ausdruck hierfiir besteht (offenbar) in der Ungleichheit 
By, or vB, = 0. 
Das Integral hat keinen Werth, nur und immer, wenn fiir irgend 
ein reelles g die Gleichungen stattfinden 
a —fP cosp—y sng = 0 
a, — 8, cosp—y,sing = 0. 
Dann kann die Determinante 
By,—B,Y Pa [Py] 
nicht Null sein; denn wire 8: y = 8, : 7,, So miisste, da die zwei Gleichungen 
zugleich bestehen, sich verhalten 
eye a ene ter 6 
oO: P2y = 6,2 8,17, =A: B: C. 
Der Fall, dass A, B, C sich zu einander wie drei reelle Zahlen verhalten, war 


oben S. 27 als erledigt ausgeschlossen. 
Aus den zwei Gleichungen folgt also 
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[a y,|—[By,]cos p =0 
[«8,]—[y6,]sing 0) 
oder die nothwendige Bedingung 
(b) ... [@8,+[er]° = [8y,]’- 
Indem man den zuriickgelegten Weg umgekehrt durchmisst, zeigt sich, dass 
beim Bestehen der Gleichung (6) auch umgekebrt der Nenner des Integrals fiir 
einen reellen Werth von g verschwindet. Man hat daher den 


I. Satz. Den Fall ausgeschlossen, dass 
a: Bry = 038,27, 


besitzt das Integral 


*2n dg 
Dich aang = (each oa pre We 


0 
nur und immer dann keinen Werth, wenn 
2 2 
(0) Hise (a8,— ct, 8) ote (ay,—a,7)” ae Sy py) : 

Es handelt sich ferner um die Unterscheidung der Fille, in welchen 
das Integral den Werth unter No. 2 auf S. 28 d. h. Null, von dem, in welchem 
es den Werth unter No. 3 d. bh. 

27 
yAA—BB— CC 
annimmt. So lange A, B, C endlich bleiben, unterscheiden diese beiden an- 
gegebenen Werthe sich immer um eine von Null verschiedene Grésse, und gehen 
daher, durch continuirliche Aenderungen von A, B, C nicht continuirlich in 
einander tiber. Andererseits andert sich das Integral mit A, B, C continuir- 
lich, so lange fiir diese Gréssen das Gebiet von Werthen ausgeschlossen bleibt, 
welche seinen Nenner zu Null machen, d.h. welche (b) erfiillen. Es wird 
daher unter der Bedingung 
[eB V+ lex P< [87,7 
dem Integrale immer der Werth aus derselben Rubrik, wenn aber 
AGE ley dle al, 
einer aus der anderen zukommen. In dem speciellen Falle 
A= 6 eas C= 5s 
verwandeln sich diese Ungleichheiten in 
a << ey a SS 8. 
Das Integral ist aber in diesen Fallen schon bekannt (M. vergl. das Beispiel aut 
S. 28), namlich im ersten Falle gleich Null, im zweiten von Null verschieden. 
Daher besteht der 
. Satz. Essei A=a+a,i, B=6+8i, C=y+y,i, und das 
Vorzeichen von C der Art gewihlt, dass 
=> 
By.—8,y = 0. 
Wird dann nicht A:B:C=a:8:y, so nimmt das Integral 


ne dg 
J, A — Beosgy + Csing 
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je nachdem die Ungleichheit 
(@8,— @,8)'+ (ay, —ay)Y S(6y,—f,7) 
mit dem obern oder untern Zeichen hesteht, der Werth Null oder 
27% 
yAA-BB—CC 
an, wobei die Quadratwurzel ein solches Vorzeichen erhalt, dass 
MM A—y4— BC) < A(B—-iC). 
Diesen Gleichungen fiigt Jacobi allgemeinere hinzu, die der Formel (4, a) 
entsprechen, und die sich aus der obigen Untersuchung sofort ergeben, wenn 
man statt des von © unabhingigen Gliedes auf S. 28 die mit vt” multipli- 


cirten betrachtet. Mam findet dann die allgemeinsten hierher gehérenden Glei- 
chungen von Jacobi (bei dem tibrigens @, Null ist) durch den 

Il. Satz. Unter den Voraussetzungen des zweiten Satzes, wenn 
ferner gesetzt wird 


AS ASR Ay A Bao 
A ae wet ee oe elt ahr 3 MO,) <M(,), 


so erhalt man, wenn die Ungleichheit mit dem obern Zeichen er- 
fiillt wird 


2% cosmg dp f°" sinmg dy ph — ye 


: = 4 : SS hy 
( A—Beosp—Csing J A—Beosp—Csing 'AA—BB—CC CC 


wird aber die Ungleichheit mit dem untern Zeichen erfiillt, so ist 


27 — cosmodgp - ibis al 
A—Bosg—Csing reves BB ACC 
27 sinm Q dg vo" — yg 


A— Beosg — Csing pe yAA— BB— CC 


Die hier behandelten allgemeinen Integrale lassen sich durch eine 
imaginire Substitution auf die specielleren zuriickfiihren, in 
denen C Null ist. 

Es sei die Axe der X zugleich die Axe der Reellen, die im Anfangspunkte 
A auf ihr senkrechte Axe der Y zugleich die Axe des rem Imaginaren. Ferner 
sei 5 = w-+iy und f(s) eine Function von %, welche innerhalb eines eimfach 
zusammenhingenden geschlossenen Polygons einwerthig und stetig bleibt. Be- 


kanntlich Hird dann 
ft (3) dz = 0, 


wenn die Integration sich tiber die Begrenzung des Polygons erstreckt. 
Dieser Satz wird hier zweimal auf ein Reehteck angewendet. Es sei 
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ABEF ein Rechteck, dessen Basis AB auf 
der Axe der X, wihrend AE auf der 
Axe der Y liegt. Vom Punkte C auf der 
Linie AE ziehe man die Parallele CD zur 
Basis, so dass AC< AE. Ferner be- 
zeichne man durch @ und 6 irgend welche 
Constante und setze 


(@ =— 


NY freee 
AB=2n AC=7n . AE=H. 
Bleibt f(s) endlich im Innern 


von ABCD und. auf der Begrenzung), 
so ist daher Null gleich der Summe von 


vier Integralen / f(z) dz, genommen von A bis B, von B bis D, von D bis 


C, von C bis A. Die Summe des zweiten und vierten wird aber = 0, da 
f(s) die Periode 27¢ hesitzt, also auf BD gleich f(27-+- iy) = f(iy), ebenso 
gross wie auf AC ist, und man nach y das erste Mal von 0 bis 7, das zweite 
Mal von 7 bis 0 integrirt. Beriicksichtigt man, dass f(z) auf CD gleich 
f(w+ in), auf AB gleich f(x) ist, so ergiebt sich 


[raring = ["f@de. 


In derselben Art findet man 
‘270 E 27 ? 
yi f(a +in) dx =) f(x-+ tH) dx, 
0 0 


wenn f(z) im Rechteck CDEF endlich bleibt. 
Die hier vorliegende Function wird fiir em endliches z nur dann unend- 
lich, wenn ihr Nenner, also wenn 


be i 2a 6% 4 b 
verschwindet, d. h. wenn 
2 2 
ree a-- Va —b 
b 


Da der reelle Theil a@ von % in jedem von den beiden Rechtecken alle Werthe 
von 0 bis 27 durchliuft, so wird die vorstehende Gleichung nur und immer 
in einem Rechtecke erfiillt, sobald fiir em y die Moduln der beiden Seiten 
gleich sind, also 

2 2 
ev = sg ies 

b 

In beiden Rechtecken ist y nicht negativ, die Exponentialgrésse daher < 1, 
wihrend von den beiden Ausdriicken auf der Rechten der eine < 1, der andere, 
des ersteren reciproker Werth, = 4 sein muss. Giebt man der Quadratwurzel 
ein solches Zeichen, dass 


Ma—ya'—b*) = Mat yao), 
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so wird daher f(z) nur in dem Eerie unendlich, dessen Ordinate y gleich 
ee fy? hh? 
log. We We ON ies, ie cea 


Man kann daher, statt itiber is zu integriren, die Integration tiber EF oder 
iiber AB erstrecken, wenn der obige Werth von y resp. kleiner oder grésser 
als 7 ist. Hierdurch entsteht der 


IV. Satz. Der Werth des Integrales 


af: da 
a— bcos(a + 7y) 


0 


bleibt unverindert, wenn man fiir y eine beliebig grosse Zahl H 
setzt, die groésser ist als die nicht negateve Grosse 


/o?-— b? 
log J aan wee 


Das Integral bleibt wiederum unverindert (erhalt aber einen anderen 
Werth als im vorhergehenden Falle), wenn man fiir y irgend eine Zahl 
setzt, die kleiner ist als jener Logarithmus, bis incl. Null. 
In dem ersten Falle wird das Integral daher gleich dem Werthe fiir yoo, 
Null, im zweiten gleich dem Werthe fiir gp iO, Adich. 


Gee dz 276 

a a—bese yo2—b° 

A ya°—b 

Ist jener Modulus genau 1, so lasst sich nach diesem Satze y vergréssern, aber 


nicht bis Null verkleinern. 
Die Methode des Beweises zeigt, dass ein dem IV. Satze ahnlicher auch 


von dem Integrale 
su G(cosz, sins) dx _ 
£ [a — beos( + %)|” 


gilt, wenn G eine ganze Function ihrer Argumente, m eine ganze Zahl, und 

eine beliebige reelle Grésse vorstellt. Auch in diesem Integral kann y in den 
angegebenen Fallen vergréssert oder bis 0 verklemert werden. Ist z. B. der 
Grad der ganzen Function @ in Bezug auf cosz und sing kleiner 
als m, so wird im ersten Falle y bis co vergréssert werden diirfen, und 
man findet, dass das Integral Null ist. Im andern Falle, auch wenn der 
Grad die Zahl m iibertrifft, wird das Integral gleich 


fo 2 sina — w) Ae 


(a — beosa)” 


0 
Auf die im IV. Satze betrachteten Integrale lasst sich zunichst das allge- 
meinere 
2n da 
A — Boosx — Csinx 


0 
zuriickfiihren, in welchem iiber die Constanten A, B, C dieselben Annahmen 
bestehen migen wie im II. Satze. Man bestimme Gréssen a@ und 6 und die 
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reellen w und 7 so, dass 
G=A beos(W +in) = B bsin(y + in) = —C. 


Alsdann ist das vorstehende Integral 


-{" da 
ee a—beos(a-+ win) ’ 


0 
welches offenbar von yw unabhingig ist, so dass man setzen kann wz = 0. 
Nach dem IV. Satze ist das Integral gleich Null oder 


-{" dx ee 20 
4 a— bcoosax (ASP SO 


Durch Schliisse, wie sie zum Beweise des II. Satzes gemacht wurden, erkennt 
man, dass die Unterscheidung nach der Grosse von 7 mit der durch die Un- 
gleichheiten des zweiten Satzes tibereinstimmt. 

Dieselbe Methode, auf die Reduction der allgemeineren Integrale ange- 
wandt, welche als Nenner eine ganze Potenz des bisherigen Nenners enthalten, 
giebt den 

V. Satz. Je nachdem die Ungleichheit 

(a Bae) (y= ay)” = (Sy = By 
mit dem obern oder untern Zeichen besteht, ist 
we da 


, (A— Beosx — Csinx)” 


gleich 0 oder 
an da 


,  (A—cose.VB?+CY 


wenn m” eine ganze positive Zahl bezeichnet. 

Der Vollstandigkeit halber sei erwiihnt, dass ganz ihnliche Resultate sich 
auch fiir die durch eine Function G@ wie oben verallgemeinerten Integrale er- 
geben. So wird 

an G(cosa, sina)dz 7" G (cosa, sinx) dx 
Pe eh: . (es as et; . rn”? 
{ (A — Beosx — Csinz) 4 [a — beos(x + w +-in)| 


wenn man wie oben setzt 


a=A beos(w-+in) = B bsin(w + in) = —C. 
Je nachdem die Ungleichheit im Y. Satze mit dem obern oder untern Zeichen 
besteht, wird das Integral auf der linken Seite resp. gleich 


pe G (cosa +-iy, sina + iy)da 
ai, aa ut, eee 
) (A—Boeosa+iy—Csinx+ iy 
wie gross man auch y nimmt, also = 0, wenn der Grad von G kleiner ist 
als m, oder resp. gleich 


** G[cos(a — py —tn), sina — p—tn)| da 
‘j (A —/y A?-+ B®. cosa)" 


SP 
Oo 
On 
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Im speciellen Falle, wenn cosma oder sinma fiir G gesetzt wird, erhalt man: 
Vorausgesetzt, dass die Ungleichheit des V. Satzes mit dem unteren Zeichen besteht, ist 


on cosma da nessa f cosma da 
(A— Boosa — Csinx)" kewl (A—y BE Os cosa)” 
an sin ma dx cos max dx 


(A — Boosa — Csinxr)” eget mph inf Aji cosa)" 


Besteht die Ungleichheit mit dem oberen Zeichen, so wird, wenn m <n, jedes 
der beiden Integrale auf der Linken gleich Null. 

Die beiden trigonometrischen Functionen auf der Rechten, welche die In- 
tegrale multipliciren, werden durch B und C vermittelst der Doppel-Gleichung 
ausgedriickt 

cosm(w + in) -isinm (ay +- in) = Gaake 
\B+C 


Fiir 2 = 1 erhalt man hieraus, mit Benutzung von (A, a) die im III. Satze 
angegebenen Gleichungen. 

Im § 49 wird man noch einmal auf anderem Wege zu diesen Integralen 
gelangen, und dann auch die auf der rechten Seite befindlichen Integrale voll- 
standig ausfiihren. Die Methode, welche hier angewandt wurde, ist auch an- 
zuwenden, wenn man iiber die imaginire Substitution bei ihnlichen Integralen, 
m den Grenzen —oo und co handelt. 


$9. Im Anschluss an 8. 26 wird vermittelst des Hiilfssatzes 
im vorigen Paragraphen die Kugelfunction durch ein Inte- 
gral ausgedriickt. 

Setzt man 

= 1— az b = aVa*—1, 

so wird 1—2axr+ a? = a’—b’. Denkt man sich zunichst a reell 
und nimmt fiir @ eine hinlinglich kleine reelle Grésse, so wird a 
positiv, b reell oder rein imaginaér, und man hat daher aus (4) 


a 1 SI dp 

V1—2aa +’ 1—ex—aecosp.y~o7—1 ’ 
wenn die ee ten hat der Linken das positive Vorzeichen 
erhailt. Die Entwickelung nach aufsteigenden Potenzen von @ giebt, 
vermége (1), wenn man die Coefficienten von a” auf beiden Seiten 
einander gleich setzt, 

(ene, SLL (a) =/* (2 + cose. ya? — 1)" dg, 

0 
die Gleichung von Laplace. 
Man kann nach § 4, S. 14 bei hinreichend grossem a@ die Qua- 

dratwurzel noch immer als erzeugende Function der Kugelfunction 


ansehen. Macht man 
a 
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a= ar—1 C—O) en 
nimmt an, es sei « positiv, und denkt sich unter @ eine posi- 
tive Grésse, so wird a wiederum positiv, und man hat 
Tt Resa A's dg 
Vl—2er+o° | ax—acosp.Vx*—1—1 
Setzt man‘in der Entwickelung nach absteigenden Potenzen 
von @ die Coefficienten der —(n+1)'" Potenz einander gieich, 
so erhilt man die zweite Form 
TU 
(Gia). s) Teh (eye he ( ss a 
x + cosg-\a"—1) 
fiir positive reelle z, also die wichtige Gleichung*) 


a n dg 
os ‘ SVG ee n ifs a ° 
6)". of ET Te NS ee eee 


In jedem der beiden Integrale kann offenbar der Theil 


«z+ecosp.ya°—1 mit «—cosp.y/x*—1 vertauscht werden; inte- 
grirt man ferner nach m yon O bis 27, so erhailt man das Doppelte 
des Integrales von O bis a. 

Aus (5) lassen sich die Reihen (d) und (e) des § 5 ableiten. 
Setzt man wieder « = cos@ und 
cosO + isinO cose = (cosz0 + isini0.e%) (cos40+ isin 40.e—#), 
so wird die n'® Potenz des Ausdrucks auf der linken Seite gleich 
dem Produkt der beiden Reihen 


cos" 30[1 + (itang 40. e'”) + —___+ 


n aS) 


ae (itang 40. e'”)” + | : 


cos" 36| 1 +— 7 (étang 40.e—P) + N01 ay g10.0-9Y 4». 


Das von oprenas Glied in diesem Produkte wird nach 
(5) gleich P"(cos 0), ist aber (offenbar) gerade die rechte Seite 
von (d). 

Die Reihe (e) ergiebt sich aus (5), wenn man den Ausdruck 
unter dem Integrale nach dem binomischen Lehrsatz entwickelt, 


*) Diese Gleichung findet sich, noch verallgemeinert, in der schon friiher an- 
gefiihrten Arbeit von Jacobi im Crelle’schen Journal Bd. 26 auf S. 85. Dass 
sie im wesentlichen yon Euler gegeben sei, erkennt Jacobi daselbst ausdriicklich 
an: ,,iner meiner jiingeren Freunde .... hat bemerkt, dass die hier zwischen den 
bestimmten Integralen gefundene Relation in der Euler’schen Formel.... enthalten 
ist.“ Naheres hieriiber findet man im § 50. 
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und beriicksichtigt, dass fiir ein gerades m 


1.3.5... (m—1) 
ALG teeni 


7 
cos" dg = 
0 
wihrend fiir ein ungerades m das Integral auf der Linken Null ist. 


Obgleich die Ableitung der Gleich. (5) an Einfachheit und Strenge nichts 
zu wiinschen liisst, so soll doch hier ein zweites Verfahren erwiihnt werden, 
dessen sich Herr M. H. Laurent in seinem Mémoire sur les fonctions de 
Legendre (Liouville, J. d. M. 3 Série p. par H. Resal. T. 1, 1875) be- 


dient: Nach einem Satze von Gauchy von fundamentaler Bedeutung ist P™ (a), 
als Coefficient in der Entwickelung von 7’ nach Potenzen von @, gleich dem 


Integrale 
1 a 
ee 4s n qd. 2 
276% Sos: 


wenn die Integration tiber einen um den Anfangspunkt beschriebenen Kreis 
ausgedehnt wird, dessen Radius kleiner ist als -/(@+Va°—1). Statt des- 


selben nimmt man das doppelte Integral iiber eine die heiden Punkte at+yor—1 
verbindende Linie. Die Berechtigung zu dieser Vertauschung wiirde eine ge- 
nauere Untersuchung erfordern, wie in allen Fiillen, in welchen man die Peri- 
pherie, tiber die integrirt wird, bis in die Punkte ausdehnen will, in welchen 
die zu integrirende Function discontinuirlich wird. Ist dieselbe einmal nach- 
gewiesen, so erhalt man das Integral von Laplace sofort, indem man iiber die 


Gerade integrirt, welche die Punkte a+ Vor—1 verbindet, analytisch ge- 

fasst, wenn man fiir @ die Verdnderliche q durch die Gleichung 
a=a+cosq.ya?—1 

einfiihrt und nach gq von 0 bis 7 integrirt. 

§ 10. Nach (2) ist die Kugelfunction eine ganze Fnnetion 
ibres Arguments z; dasselbe gilt von dem Integrale auf der Rechten 
von (5), indem dort bei der Entwickelung nach Potenzen von cos 
durch die Integration die ungeraden Potenzen von cos und mit 
ibnen von V#?—1 herausfallen. Besteht die Gleichheit zweier 
ganzen Funcetionen fiir alle reellen Werthe der Verdzderlichen, so 
findet sie allgemein statt. Ohne dass es néthig ware, sich der 
durch kleineren Druck ausgezeichneten Betrachtungen im § 4 zu 
bedienen, findet man daher, dass die Gleichung (5) fiir alle 
reellen und imaginéren « besteht. Sie kann also, 
eben so gut wie (2), als Definition der Kugelfunction 
dienen, und indem dies geschieht, hat man diese Function 
gerade in der Art verallgemeinert, welche im § 3, 8.6 angedeutet 
war, so nimlich dass ihr eine Bedeutung fiir beliebige reelle 
und imaginare Werthe von w zukommt, wobei freilich Eigen- 
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thiimlichkeiten, die sie fiir ein reelles ganzes » besitzt, verloren 
gehen, 

Dann erhalt man, wenn » eine beliebige Zahl bezeichnet, fiir 
P"() noch immer eine Reihe wie (2), namlich 

PG) = . ee 2" F(—40, 4(1—n), 4—n, a 

die aber nur convergirt, so lange Ma>1. Ebenso behalten (d) 
und (e) ihre Giiltigkeit so lange die Reihen auf der Rechten con- 
vergiren. Fiir » = —+4 eutsteht cin elliptisches Integral. Setat 
man namlich 


aya" 1 
a+y er 
und ist k’ das Complement des Modulus k, d.h. kk-+-i'k' = 1, so 
hat man 


ins waco Viicchin = it | k? sin? Lp 1p 


Ks soll nun bewiesen werden, dass der Satz, den die 
Gl. (6) enthalt, immer gilt, welche reelle oder imaginare 
Zahl auch nm sein mége, so lange nur w einen positiven 
reellen Theil besitzt. Rein imaginir darf a offenbar nicht sein, 


ee 


weil immer und nur fiir ein solches « der Nenner «+ cos. /z?—1 
bei einem Werthe von zwischen 0 und w verschwindet. Fiir 
ein 2 mit negativem reellen Theile endlich kann die Gleichung 
nicht gelten, wenn sie fiir positive x gilt; der einen Seite miisste 
dann vielmehr das negative Zeichen vorgesetzt werden. Das In- 
tegral auf der Rechten ist also nur dann #P(x), wenn @ einen 
positiven reellen Theil besitzt; selbst bei einem ganzen positiven x 
wird es fiir -ein @ mit negativem reellen Theile = PG), und 
verliert fiir ein rein imaginires 7 die Bedeutung. Seiner Vermitte- 
lung wird man sich zur Darstellung von aP“(«) aber in allen 
Fallen, selbst im letzten, bedienen kénnen, da P als ganze Function 
continuirlich, also die Grenze fiir « = 0 von dem Integrale ist, 
durch welches P“(s-+ x) fiir ein positives e dargestellt wird. Wenn 
spiter ein allgemeineres Integral zu behandeln ist, welches gleich- 
falls fiir ein rein imaginares # seine Bedeutung verliert, so wird 
man diesen Fall in gleicher Weise als Grenzfall zu betrachten 
haben. Man beachte dies z. B. im § 47. 
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In Betreff der Vieldeutigkeit der ne" Potenzen mag sogleich 
hier bemerkt werden, dass es gentigt, die Zeichen derselben fiir 
7 = 0 und m = O festzustellen, indem sie dadurech fiir alle Werthe 
von 0 bis @ gegeben sind, da sie nicht durch Null gehen. Wir 
setzen fest, dass fiir 7 = 0 und resp. mg = 0 die Potenzen 

(w@—cosyn.~a’—1)" («+ cosp.ya?— 1)” 
iibereinstimmen. 

Dass die Gleichung (6) in dieser Allgemeinheit besteht, zeige 
ich durch eine Substitution, welche derjenigen nachgebildet ist, die 
Jacobi bei einer 4hnlichen Gelegenheit*) angewendet hat; es ist 
dieselbe, welche bereits im § 8 vorkommt, und besteht in der Ein- 
fiihrung der excentrischen Anomalie statt der wahren. 

Zunichst wird, um den einfachsten und zugleich hiufig vor- 
kommenden Fall zu erledigen, a reell, positiv und grésser als 1 
angenommen. Man fiihrt dann fiir m eine neue Variabeln 7 ein 
durch die Gleichungen 


cosy = espa Mele! sin 7 pqeea e 
x-+cosp.ya°—1 x+cosg.yx°—1 
1 dg 


«© —cosy.Vo*—1 = dyn = 


a + cosp.V2°—1 x+cosg.ya°—1 
mit der Bestimmung, dass fiir g = 0 auch 7 = 0 sei, so dass 
n und gm zugleich von O bis ~ wachsen. Man findet dann, un- 
bestimmt d.h. fiir jedes 

S @—e08n. Va —1)" dy =f atm 
also fiir g = a die Formel (6). 

In dem allgemeinen Falle, wenn also w zwar einen positiven 
reellen Theil besitzt, im iibrigen aber véllig beliebig ist, wird die 
Substitution zwar imaginér; ihrer Anwendung steht aber nichts 
entgegen. 


Beim Gebrauche der imaginiren Gréssen (m. vergl. § 4 S. 11, § 5S. 16) 
hat man auf folgende Bemerkungen zu achten. 


1) Zwei Zahlen @ und — haben reelle Theile mit gleichen, imaginire 
xv 


mit entgegengesetzten Vorzeichen. 


*) Crelle, Journal f. Math. Bd. 15: Formula transformationis integralium de- 
finitorum S. 11, no. 8. 
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Beweis. Wenn x = a+ bi, so ist 


1 a— bi 

er) ab? 
2) Wahlt man von so, dass der reelle Theil der Wurzel das Zeichen 
des reellen Theiles von a@ hat, was nur dann nicht geschehen kann, wenn x 
reell und zugleich kleiner als 4 ist, so haben auch die imaginiiren Theile von 


ax und ya*—1 gleiche Zeichen. Der Fall 2 = bi ist auszunehmen. 
Beweis. Ist 
ea=at+bi Yya'—1=—p4+qi, 
so wird der imaginire Theil von a? 
2abi = 2pqi. 
Hatten a und p gleiche Zeichen, so gilt daher dasselbe auch von p und q. 


Unter Ya?—1 werden wir im Folgenden diejenige Quadrat- 
wurzel verstehen, die mit w das gleiche Zeichen besitzt; der Sim 
dieser Festsetzung ist nach S. 11 nicht zweifelhaft. 

Die Quadratwurzel lisst sich durch Einfiihrung der elliptischen Coordinaten 
(S. 16) in eine bequeme Form bringen. Setzt man dazu, indem man r und 


yr?—1 positiv, @ zwischen —s¢ und zr nimmt, 
e=a+binm reosp + ising Vr°—1, 
so wird, wenn man jo—i dasselbe Zeichen wie a giebt, 
V¥o"—1 = cos. yr?—1 + irsing. 
Folgende Formeln, die sich hieraus ergeben, finden mehrfach Anwendung 
a+ yaor—1 = (r+ yr°—1)(cosp + ising), 
c— Vx*—1 =(r— Vr?—1)(cosg —isin gp), 
sn ae /p?—1 Cisin +> = 
Ce ee a eee 

V¥a*—1 r-|Cos Pp 
Mit Herrn Carl Neumann™*) driicken wir den Inhalt der letzten durch den 
Satz aus: Der geometrische Ort aller Punkte « = a-+ bi, fiir welche 
M(a+Vx?—1) constant bleibt, ist eine Ellipse mit den Brenn- 
punkten +4. Der constante Modulus stellt sich als Summe der grossen und 
kleinen Halbaxe dar. Die Grenze der Werthe a, bis zu welcher hin oder von 
welcher an man T’im § 4 (S. 13 u. 14) nach aufsteigenden resp. absteigenden 
Potenzen von q@ entwickeln kann, ist daher die Peripherie eines Kreises mit dem 
Radius r—y/r? —1 resp. r-+-yr?—1. 

Ist a reell und > 1, so wird r>1, mp =0; 
its. 9s Pr | ee dg: ” r= di: 


» 9 vem imaginér, ,, .. ro>1, p= 


re] 3 


*) Ueber die Entwickelung einer Function mit imaginirem Argument nach den 
Kugelfunctionen. Halle, 1862. 
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Der grésste Werth, den ./ (o—yx?—1) annehmen kann, ist daher 4. 
3) Der reelle Theil von 2+ cosw.ya’—1 hat das Zeichen des reellen 


Theiles von aw, wenn w einen reellen Winkel bezeichnet. 
Beweis. Da 


(a+ Va?—1)(a —ya?—1) = 1, 
so haben (No. 1) die reellen Theile von 
a+ ya'—1, gia Veet 
gleiche Zeichen. Diese Theile sind (No. 2) a+ p und a—p, so dass p ab- 
solut kleiner als @ ist. Daher hat der reelle Theil von 


x -+ cosy. Ve?—1=a+p cos w+ t(b + geosw), 
nimlich @--pcosw, sicher das Zeichen von a. 


Es sei jetzt x positiv. Fiihrt man fiir das auf reellem Wege von 0 bis 
7m wachsende g durch die Substitution auf Seite 39 die Grosse 7 ein, so wird 
nach 7 tiber einen Weg w zu integriren sein, der, wie in der Figur, vom 
Anfangspunkte 7 = 0 zu »=7 im End- » 
lichen fiihrt, ohne sich selbst oder die Axe 
X des Reellen zu schneiden. Ersteres zeigt ° 
die Formel - 


(w-+-cos p.V'x®?—1)(a—cosn.V'a?—1) = 1, he 

nach der zu demselben 7 nur ein @ Ww 2) 

(0 = gm 2) gehoren kann. Letzteres folgt 

aus der Gleichung A x 
oO (2) cy 


sin g = sinn(a + cosg./x’—1), 
die zeigt, dass 7 nur dann reell werden 
kann, wenn 03 oder P=, oder endlich wenn a+cosp.Va?—1 
reell ist. Dieses findet (und zwar fiir jedes q) immer und nur in dem schon 
oben erledigten Falle statt, dass x reell und 1. Es kann niimlich v+-cos g.|/a°—1 
nur fiir einen Werth von cos reell werden, da b-+ qcosq, wenn man die 
Bezeichnungen von No. 2 benutzt, nur fiir einen Werth von cos verschwindet; 
damit cosy reell sei, muss auch bcos p + q verschwinden, also 6: q gleich 
+41 sein, also @ gleich 0 oder z. 

Der Beweis der Gleichung (6) besteht darin, dass die Berechtigung dar- 
gethan wird, nach 7 statt auf dem Wege w auf dem reellen Wege © von 0 


his 7¢ zu integriren. Dies ist bekanntlich fiir jedes m gestattet, wenn v—-cosn.V av’—1 
fiir kein 7 in dem durch v und w eingeschlossenen Theile der Ebene ver- 
schwindet. Ich werde jetzt zeigen, dass dieser Ausdruck dort einen positiven 
reellen Theil behilt. 

Am Rande w ist er gleich (w+ cosp.Va*—1)_, hat also nach No. 3 
einen positiven imaginiren Theil; am Rande v, wo 7 reell bleibt und von 0 
bis 7 wiichst, ist er gleichfalls positiv, folglich tiberall am Rande. Im Innern 
kann er nur verschwinden, wenn auch der reelle Theil verschwindet, also ein 
Minimum besitzt, welches 0 oder negativ ist. Dies kann jedoch nicht eintreten. 
Setzt man namlich 
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n=e+Ci, x = cos(p~—ot), ‘~a°—1 = isin(p —oi), 
A = cosecosCi, B = icosgsingi, C = — isin pcos ot, 
so wird dieser reelle Theil 
= A+ BoosecosCi-+ Csinesin Zi. 
Soll er fiir eine Combination e, € ein Minimum haben, so sind fiir dieselhe 
seine Differentialquotienten nach ¢ und € Null, also 
Bsin ecosCi— Ceosesin Ci = 0, 
Csine cosSi— BeosesinCi = 0, 
woraus folgt, dass singcos¢é und cosesin€é, also ¢ und € Null sind, was fiir 
7 den Randwerth Null giebt. Die Determinante BB—CC kann nimlich nicht 
verschwinden, ohne dass B = C = 0, da BB und —CC nicht negativ sind. 
Fiir diesen Fall wiirde der ganze zu untersuchende reelle Theil sich auf A = 1 
reduciren, also kein Minimum unter 1 besitzen. 


§ 11. Ein Integral von neuer Gestalt hat Dirichlet fiir 
P"(cos0) unter der Voraussetzung entwickelt, dass 0 einen reellen 
Bogen O<0< 2) bezeichnet.*) 

Die heuristische Methode, um zu demselben zu gelangen, be- 
steht darin, dass man annimmt, die Gleichung (1), 

== Se P(cos0); 
deren linke Seite einen positiven reellen Theil besitzt, habe noch 
Giiltigkeit, wenn auch Ma = 1. Setzt man a = cosy + ising, so 
zerfallt die rechte Seite in einen reellen Theil 
P (cos 0) + cos g P“(cos 0) + cos2g P™(eos 0) +++ 

und einen imagindéren, der, durch Division von ¢ befreit, die 
Sinusreihe 

sin g P™ (cos 6) + sin2g P(cos 0) ++ 
giebt. Zerfallt man die linke Seite gleichfalls in ihren reellen 
Theil R und den imagindren iS, so ist R gleich der oberen, der 
Cosinusreihe, S gleich der Sinusreihe zu setzen. Nun wird 

1— 2acos6 + a* = 2e%(cos m — cos 8); 
der Ausdruck in der Parenthese ist fiir ¢ <0 positiv, so dass die 
Quadratwurzel aus demselben gleich wird 


el'v/2(cosp — cos 0), wenn p<, 


e+) /2(cos 0—cosy), wenn p>, 
woraus folgt: 


COS 4@ sin} 
R= Z =a Spe= : 2f 5 =o 
V2(cosp — cos) ’ /2(cosg — cos 6) ’ se ae 
et sin 4 ‘ cos4ig 
cats = So —— >). 
V2(cos 0 —cosq) ’ V2(cos 0 — cos) ’ sit 


*) Crelle, Journal f. Math. Bd. 17, S. 41, 


$'11,°6; Verschiedene Formen der Kugelfunction. 43 


Entwickelt man die von m = 0 bis p= 2 gegebene Function 
von g, die R resp. S heisst, nach Cosinus resp. Sinus der Viel- 
fachen des Bogens g, so ist also der Coefficient von coszg, resp. 
von sinnp, wenn n=1, die n'® Kugelfunction, deren Ausdruck 
durch ein bestimmtes Integral in diesem Paragraphen aufgesucht 
wird. 

Fourier lehrte die Coefficienten solcher trigonometrischen 
Reihen durch Integrale darzustellen. Soll eine Gleichung 

f(g) = 4a, +4, cos + a, cos2g +: 
+b, sing + b, sin2g+-:- 
fiir alle Werthe von g zwischen —z und 7 bestehen, so findet er 
namlich durch Multiplication mit cosup resp. mit sinng und Inte- 
gration nach gm von —z bis 2 


mene . 
a, = ah (gp) cosng dp 


iy 6 ; 
a ah f(@) sin ng dg. 


Ist f(g) nur von 0 bis w gegeben, so kann man dennoch diese 
Formeln anwenden, indem man die Function auf der negativen 
Seite in willkiirlicher Art fortsetzt. Wahlt man die Fortsetzung 
so, dass f(y) = f(—@q), so verwandeln sich die obigen Aus- 
driicke in 


) 7 
Ba f(y) cosm@ dg, O70), 
0 
wodureh die Reihe in eine reine Cosinusreihe iibergeht, man ni&im- 


lich erhalt 


fp) = 44, +4, cosp-+ a, cos2g +:::- 
Setzt man aber f(p) so fort, dass f((—g) = —f(@), so findet man 
ad, = O und die Entwickelung 


f(p) = 6, sing + 6, sin2g +-- 
Dearne 
east x] d s 
bn ah f(y) sinng dp 
An dieser Stelle wollen wir den Gang der Untersuchung nicht 


unterbrechen, um hier néiher darzuthun, dass diese Ableitung der 
Strenge entbehrt*) und um sie durch eine andere zu ersetzen; es 


*) M. vergl. den zweiten Zusatz zu diesem Kapitel. 
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ist dies nicht erforderlich, da wir unser schliessliches Resultat noch 
verificiren. 

Wendet man F ourier’s Satz auf die Entwickelung von R und S 
in eine Cosinus- resp. Sinusreihe an, so muss man beriicksichtigen, 
dass f(y) hier nicht im ganzen Intervalle von gm = 0 bis p = am 
durch dasselbe analytische Gesetz gegeben wird, sondern dureh 
eines von O bis 0 und durch ein anderes von @ bis . Daher 
hat man das Integral, welches zur Bestimmung der Coefficienten 
dient, in eines von 0 bis 6, und eines von @ bis ~ zu theilen, 
darauf in das erste die Werthe von R und S aus der oberen, in 
das zweite aus der unteren Zeile zu setzen. Auf diese Art ent- 
stehen die beiden Formeln von Dirichlet fiir P 
()... ™ P*(eos0) a Es \ ‘sin ap gon nda 

2 y V2(cosp—cos6) % 2(cos0-cosq) 
Gays © Pr(eos De ae oe sinng dp / | 
’ 2(cosp—cos0) y 2(cos0—-cosq) 
Zu erinnern ist, dass man, wie die Ableitung zeigt, in (7) fiir x = 0 
die Hialfte der rechten Seite zu nehmen hat, in (7,@) aber den 
Werth 2 = O iiberhaupt ausschliessen muss. 
Herr Mehler bildet aus diesen Formeln zwei einfachere *) 
(198). EP (005 B= f SERED EE fn ees 
2  V2(cosp—cos0) ~ 2(cosO—cos—) 
wenn 0<@0<_a. Man erhalt dieselben, wenn man (7) und (7, a) 
erstens addirt, zweitens sie subtrahirt nachdem man x mit n+ 1 
vertauscht hat. Dadurch entstehen die beiden Formeln 
reptes feat wade eee 
V2(cosp—cos0) + V2(cos0—cosg) ’ 
0 =f" cos(n + 2)9 dp “9 i sin(n + de de 
“ V2(cosp—cos0) ~~ Y2(Cos0—cosq) ’ 
aus denen durch Addition oder Subtraction sofort die des Herrn 
Mehler hervorgehen. 

Um die Formeln (7) und (7, a) mit Dirichlet zu verificiren, 
multiplicire man ihre rechten Seiten mit der x'*" Potenz einer reellen 
positiven Grésse @, die kleiner als 1 ist; es zeigt sich, dass dieses 
Produkt als n'* Glied einer convergenten Reihe angesehen werden 


*) Clebsch und Neumann, Annalen, V. Band, S. 141. 
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kann, und dass die Summe dieser Reihe, wenn man die rechte 
Seite von (7) benutzt und von n = 0 bis n = o© summirt, jedoch 
fiir n =O die Hilfte nimmt, sich in (1—2acos0+ a)? verwan- 
delt, wenn man aber von (7, a) ausgeht und von n= 1 bis n = 
summirt, in dasselbe weniger 1 iibergeht, wodurch, vermége der 
Gleichung (1), die Formeln (7) und (7, a) bewiesen sind. 
Bezeichnet man das erste Integral in (7) dureh R,, so ist 
die Reihe 
(a)... $R,+ aR, + c°R,+-+ 

convergent. Die Summe der ersten Glieder bis zu dem mit a” 
multiplicirten ine]. wird nimlich 

is cossg dp 

s = V2 (cos — cos) 
Dureh Summation der unter dem Integralzeichen befindlichen end- 
lichen Reihe erhilt man, dass der vorstehende Ausdruck sich von 


Oo nges 7 ee 
2 0 V2(cos g~— cos 0) 1 — 2a cos 7) -+- a 


(4 + acosg +--+: + a” cosng). 


um das Integral 
es (8 Coss _ Cos nti — &COSNP a 
% /2(ecs p — cos 0) 1— 2a cosy + a 


0 


unterscheidet, welches mit wachsendem » zu Null convergirt. 
Denn der Ausdruck unter dem letzten Integrale ist 
I+oa cos4gq dp 
<2 2 Taree Ep 
d—a) V sin’ 40 — sin’ 4 
daher das Integral selbst 


nm Il1tea 
eae =e yn 
Hieraus folgt, dass (b) die Summe der unendlichen Reihe (a) ist. 
Vermittelst der Substitution 
sindg = s8in30, %= cosy, 
welche man zur Ausfiihrung des vorigen Integrales anzuwenden 
pflegt, findet man fiir (0) 


=< 


1—2’ ap dy 
ree (1 -— a)’ cos’ w -+- (1 — 2a cos0 + o”) sin’y 
oder endlich 
(c) We lta 
Sil we 4yony 1 —-2eeosObie? 
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Aus dem zweiten Integrale in (7) bildet man in &hnlicher 
Art eine Reihe, deren Summe 


1— ah sin 4 dg 
2  “ 2(cosd — cos) 1— 2a cosy + @’ 
ist; diese verwandelt sich, indem man 2—p statt m setzt in einen 
Ausdruck der aus (6) entsteht, wenn man darin @ mit —a@ und 0 
mit 2—0O vertauscht, d. h. in 
WU l—a 
4 y1—2acos6 + a? 
Indem man dies zu (c) hinzufiigt, erhilt man in der That 3T. 
Auf ganz abnliche Art verificirt man (7, a). Man multiplicirt 
wiederum die rechte Seite mit a”, summirt nach » von 1 an, und 
betrachtet gesondert den Theil, welchen das erste Integral von 
(7, a) zur Summe liefert, und den, welcher vom zweiten herriihrt. 
Der erste ist 


ele aude (asing + a’ sin2gp-+---)d 
‘ V2(cos p — cos) 4 


oder, wenn die Sinusreihe bis zum n'™ Gliede summirt wird, nach 
dem Uebergange zur Grenze (n = oo), 


=) sin +@ a sin y dy ; 
P V2(cosp—cos0)  1—2acosp+ a’ 
Da aber die Identitaét besteht 
asin ¢ sind 
1—2acosg + a’ 

so verwandelt sich das letzte Integral in 

Ms 1—e =e cosig dp 

4 yVi—2acos6+ a? - V2(cosp—cos 6) ’ 


(1—«a)’ cosig 
1—2acosm+a? 


——, OF 1 1 
= 2COSsP—z ) 


worln man noch das zweite Glied mit seinem Werthe fe ver- 


tauschen kann. 

Der zweite Theil ergiebt sich aus dem. ersten durch Ver- 
tauschung von a und 0 mit —e und w—8O. 

Durch Addition beider Theile und Hinzufiigung von 42 P° ent- 
steht die Function 477, wodurch streng bewiesen ist, dass 
die rechten Seiten von (7) und (7, a), mit den angegebenen 
Modificationen fiir » = 0, wirklich P”(cos 0) darstellen. 


Die erste von den Gleichungen (7, b) erhilt Herr Laurent durch das 
am Schluss des § 9 erwiihnte Verfahren, indem er die kritischen Punkte, welche 
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hier cosO-+-ésin@ sind, durch den Bogen eines Kreises mit dem Radius 4 ver- 
bindet, dessen Mittelpunkt im Anfangspunkte liegt, also @ = cosg + ising 
selzt und nach m von —@ his @ integrirt. Auch hier ist ein besonderer Be- 
weis fiir die Berechtigung des Veitahirens erforderlich. 


§ 12. Aus dem § 2 der Einleitung S.5 ging hervor, dass 
Pz) die Lisung einer Differentialgleichung sei. Auf die- 
selbe fiihrte eine allgemeinere partielle (a) naturgemiiss, wenn man 
mit Laplace von dem Allgemeineren zum Speciellen herabstieg. 
Bei dem Gange, der hier gewihlt ist, leiten wir, wie es auch bei 
Legendre geschieht*), die specielle Gleichung direct ab. Dies 
gelingt u.a. auf folzendem Wege: Man setzt 


1 pR ARE ae 
Lilie % = yl— 202+ a’, 
woraus folgt 
Ox One aa 
Sr Tea See aaa 
Oz : O's eee 
ape = (a—2)1 age eT’, 
so dass man die Gleichung erhilt 
nn Of% Os 
(L—#") a +o Baki 0, 


in welche wieder T fiir z, und zwar dadurch eingefiihrt wird, dass 
man sie nach @ differentiirt und —eaT fiir 0z:0a@ setzt. Dadureh 
entsteht die partielle Differentialgleichung fiir 7 

one} OT 0°(aT) 

(l—a") a 20 5 poe = 0. 

Setzt man fiir T die Reihe Sa’P’(), und beachtet, dass die linke 
Seite der Differentialgleichung eine nach Potenzen von a geordnete 
Reihe wird, die nur dann verschwinden kann, wenn jedes Glied 
fiir sich verschwindet, so findet man dadurch, dass man das n'* 
Glied gleich Null setzt, die Differentialg ‘leichung der Kugel- 
function 


2 p() (ne) 
GOs Ses ae DES» ee fey #) +n(n+1)P™(r) = 0. 


Diese lasst sich, weil sie der zweiten Ordnung angehdért, voll- 
stiindig integriren sobald zwei verschiedene partikulére Lésungen 


bekannt sind. Eine von ihnen P°() ist eine ganze Function nite 


*) Exercices T. II, p. 257, No. 133. 
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Grades; eine zweite wird, wie man aus der allgemeinen Theorie 
der Differentialgleichungen ohne Rechnung erkeunt, wie sich aber 
auch spiter bei der wirklichen Ermittelung der Lisung zeigt, an 
zwei Stellen, fiir « = +1, logarithmisch unendlich. Jede im End- 
lichen endliche Lisung von (8) kann sich daher von P’(«) 
nur durch einen constanten Factor unterscheiden. 

Aus (8) geht hervor, dass die Wurzeln der Gleichung 
Pz) = O simmtlich ungleich sind. (M. vergl. § 7.) Denn 
wiiren mehrere Wurzeln gleich derselben Grisse @, wo a@ sicher 
nicht 1 ist (§ 7, S. 21), so wiirde fiir «=a nicht nur P’(x) selbst, 
sondern auch der erste Differentialquotient, in Folge dessen, wegen 
(8), auch der zweite verschwinden. Differentiirt man (8) eine An- 
zahl von v Malen yk. alae ae x, so entsteht 


(10) Fe 20 FD + ety 


= 0, 


woraus folgen wiirde, dass alle Differentialquotienten von P” fiir 
x =a verschwinden, also auch der n'*, der doch offenbar eine 
von 0 verschiedene Constante ist. 


Von (8) kann man durch Einsetzen eines Ausdrucks, wie er im § 4 durch 
cos y bezeichnet wurde, nimlich von 


x = acos 0 + bsin O cos wp +- esin Osinw 


zu der partiellen Differentialgl. (a) auf S. 4 gelangen, wenn a’+0?+-c? = 1. 
Man hat, sobald eine Grésse @ von anderen @ und w abhangt, 


opt ol 0-5 Ys 0 ia 0 a 5G 5) 1 
sin” Coe Ieee ms re ag lH 3 at sat 20 ol 


OP duly f | 
Der Factor von een zieht sich zu — 2a zusammen; ferner ist 
£ 


0 
oa = — asin + bcos 0 cosy + ccosOsinw 
1p edr 
and Sali = — bsinw + ceosy 


so dass 


+ (3% phar aly Saye et 


* 2 2 2 1 
Ist nun a’-+-b’+-c? = 4, so wird bee die Gleichung erhalten 
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n ad? P” Onbs 
— 1 = (1—7° es —_— 
(n+1)P"@) = (1-2) SE apt = SE 
OP™ 1 oP 
ro tole) a sin? 0 Oy" ; 


Die Gleichung (8) wird im Folgenden bei vielen Untersuchungen 
entweder in der urspriinglichen Form auftreten oder nach Ein- 
fihrung einer neuen’Veranderlichen statt «. Ich stelle einige hiufig 
vorkommende Formen zusammen. 


Die urspriingliche Gleichung, von der ein Integral s = P’(«) ist 


» 4's diz d » as 
@.. do") 5 —2e = = 7 [a—-) =] = nn ele 
geht durch die Substitution « = cos@ iiber in 


d’x dz ie an ss 
(arcs qor + 089 aa = and do (sing a) = —n(n+1)z; 


sie verwandelt sich durch die Substitution @ = ya?—1 in 


sews oud 
(2). e+) Ge + Ce +) a 


= Ve Fi ge Ve+1 > = n(n+1)ox, 
die Form, welche bei Lamé vorkommt*), auf deren Zusammen- 
hang mit den Kugelfunctionen ich hinwies**). Von besonderer Be- 
deutung ist die Einfiihrung der Grésse &, die schon 8. 18 geschah 
fiir x, welche durch die Gleichungen erfolgt 


§ = ee, . - pace 


1 
2e = = +§, 2Va7—1 = 3-6 


Im allgemeinen ist es zwar unerheblich, welches Zeichen man der 
Quadratwurzel ertheilt; des bestimmteren Ausdrucks halber wollen 


wir aber das Zeichen (8. 40) so feststellen, dass Y«*?—1 
das Zeichen von « erhalt; also ist Mé im allgemeinen 
kleiner als 1, nur dann gleich 1, wenn @ ein echter Bruch 


*) Liouville, Journal de Mathématiques, T. IV: Sur l’équilibre des tempé- 
ratures dans les corps solides homogenes de forme ellipsoidale, concernant particu- 
ligrement les ellipsoides de réyolution, p. 361. 

**) Dissertatio inauguralis: De aequationibus nonnullis differentialibus, Berolini 
1842 und Crelle, J. f. Math. Bd. 26: Ueber einige Aufgaben, welche auf partielle 
Differentialgleichungen fiihren. 

Heine, Theorie der Kugelfunctionen, 2, Aufl. 4 
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wird. (Fiir § 23 sind diese Festsetzungen von Bedeutung). Geo- 
metrisch lisst sich demnach die Beziehung von x zu € so ausdriicken, 
dass durch & die Ebene der x, mit Ausnahme der endlichen Ge- 
raden, welche die Punkte —1 und +1 verbindet, eindeutig und 
in den kleinsten Theilen Ahnlich auf das Innere des Einheitskreises 
abgebildet wird, wahrend den Punkten jener Geraden selbst die 
halbe Peripherie entsprechen wiirde. 
Durch Einfiihrung von & geht (8) in die Gleichung iiber 


oe P08) Ga 28 mnt Hie eo) 


welche selbstverstindlich bei Vertauschung von & mit &' un- 
geaindert bleibt. 
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A. Eisenstein’s Satz. (M. vergl. S. 16.) 


(a) Soll die Reihe 
Me Cy 6,% 4 C, 0° + 
mit rationalen Coefficienten c Wurzel einer algebraischen Glei- 
chung sein, so muss eine solche Zahl x» existiren, dass die Coeffi- 
cienten von wy nach Vertauschung von gw mit einem gewissen 
ganzen Vielfachen von & in ganze Zahlen tibergehen. 

Diesen Satz beweise ich zuerst unter der Voraussetzung, die Hisenstein 
offenbar machte, dass y einer algebraischen Gleichung mit rationalen, oder 
was dasselbe ist, ganzen Zahlcoefficienten geniigen soll *), und zeige zweitens, 
dass jede Reihe y mit rationalen Coefficienten c, welche die Wurzel einer 
beliebigen algebraischen Gleichung ist, auch einer solchen mit ganzen 
Coefficienten geniigt. Schliesslich wird der Satz auch noch in der Richtung 


*) Im Eingange meines zweiten Beweises dieses Satzes, im Crelle’schen Journal 
Bd. 48, aus dem Jahre 1854, findet sich eine irrthiimliche Angabe, worauf ich erst 
sehr spit aufmerksam gemacht wurde. Eisenstein hat nicht nur, wie ich dort er- 
wahne, angegeben, dass die c in den Nennern nur eine endliche Anzahl verschiedener 
Primzahlen enthalten diirfen, wenn y einer algebraischen Gleichung geniigen soll, 
sondern auch ausdriicklich gesagt, dass durch die erwihnte Vertauschung die Nenner 
fortfallen miissen. Nachtraglich fiige ich hinzu (Marz 1877), dass, wie ich aus einer 
gefalligen Zusendung des Herrn Hermite ersehe, Herr H. J. S. Smith die Angabe 
in einer Note zu der Abhandlung: ,,Sur un Théoréme d’EKisenstein. Par M. Her- 
mite‘ bereits berichtigt hat. 


Eisenstein’s Satz. 5 a 


erweitert, dass er sich auf algebraische Functionen. von einigen Transcendenten 
bezieht. 

(6) Da y Wurzel einer algebraischen Gleichung sein soll, so muss y auch 
einer solchen geniigen, welche keine gleichen Wurzeln besitzt. Diese sei 


f(@, y) = Ay’+ By * +++1y’+ Ky + L = 0, 

wenn A, B, etc. ganze Functionen von a mit ganzzahligen Coefficienten vor- 
stellen, die keinen allen gemeinsamen Theiler hesitzen, so dass also auch f(0, y) 
nicht identisch Null ist. Macht man 

f= 6 i ey), 

y, Sant + LY, 

Yn—1 = Cn1+LYn; 
so kann man, durch Einsetzen dieser Werthe, successive die Gleichungen 
bilden, welchen die Gréssen y,, y,, etc. geniigen; jede ist von derselben 
Form und demselben Grade » wie die urspriingliche, besitzt gleichfalls ganz- 
zahlige Coefficienten, und man darf wiederum wie oben voraussetzen, dass die 
Ausdriicke fiir a= 0 und ein beliebiges y nicht identisch verschwinden. 

(c) Fir 20 kann von einem gewissen Werthe des Index m an jede 
dieser transformirten Gleichungen nur einen endlichen Werth von y, liefern, 
wihrend die tibrigen »—1 Wurzeln unendlich werden, weil nicht zwei Wurzeln 
von f(x,y) = 0 in ihrer ganzen Entwickelung tibereinstimmen. Solche Glei- 
chung heisse eine reducirte; kann man den Beweis des Satzes fiir jede 
Reihe y, fiihren, welche einer reducirten Gleichung geniigt, so ist der Satz 
auch fiir die ganze Reihe y bewiesen. 

Es sei deshalb die vorliegende Reihe selbst die Wurzel einer reducirten 
Gleichung; da dieselbe fiir 2 = 0 nur einen endlichen Werth von y giebt, 
so miissen die ganzen Functionen A, B, etc., J, fiir 2 = 0 verschwinden; 
wiirde auch K Null sein, so wire auch L = 0, und die Coefficienten A, etc., 
L waren nicht von einem gemeinsamen Factor befreit. Daher verschwindet 
K nicht fiir 2 = 0, und man hat daher 


A= a, 7+ a,2°-+ + 
B= 8, 2--p,0'+--- 
I= t, 0+ 6,0°+---- 
K =x+%,02+x,07+-: 

=A+A,07+/1,2°+-- 


wenn die a, B, etc. A ganze Zahlen oder Null vorstellen; x ohne Index ist 
sicher nicht Null, wihrend 4 ohne Index auch Null sein darf. 

Anmerk. Wenn A, B, etc. J sich fiir «=O auf Zahlen a, 8, ete. 
t reducirten, die nicht Null sind, so ware es dennoch moglich, dass die Glei- 


chung 
ay’ thy tt tay tha 0 
nur eine Wurzel liefert, wenn sie nimlich nur gleiche Wurzeln enthilt; sie 
wiirde aber nicht den Charakter einer reducirten besitzen, die fiir 2 = 0 eine 
endliche Wurzel (welche auch Null sein kann) aber y—1 unendliche geben muss. 
(d) In die reducirte Gleichung 
4% 
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Ay’+ By’'+-+-+Ky+L=0 


setze man den Werth 
2 
y=c,+c,2-+ ¢,@°+-- 


ein, ordne nach Potenzen von a, und setze den Coefficienten einer jeden Potenz 
fiir sich gleich Null. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kann man sich, 
nur des bequemern Ausdrucks halber, ¢, als ganze Zahl vorstellen. 

Der Coefficient von a’ giebt dann 


lo, CP, Oe = + %, e+ A] <i. 1C ie — 0, 

so dass xe, eine ganze Zahl ist, d. h. c, nur den Nenner x haben kann. Es 
lisst sich schliesslich durch vollstindige Induction zeigen, dass ¢,,%” eine ganze 
Zahl wird. Ist dies bis zu einem bestimmten Werthe m bewiesen, — und 
es gilt fiir m= 1 — so gilt es auch fiir m-+1. Zu dem Coefficienten von 
at! geben naimlich, da A, B, ete. J kein von a freies Glied besitzen, aus 
Ay”, By”, etc. Ty’ nur diejenigen Glieder in der Entwickelung der Po- 
tenzen von y einen Beitrag, welche héchstens mit x” multiplicirt sind. Haben 
die Grossen ¢, x, Cx", etc. C,2™, resp. die erste, zweite, etc. m” Potenz von x 
im Nenner (Annahme), so kann auch dieser Beitrag héchstens die m” Potenz 
von x im Nenner enthalten. Ferner giebt Ky einen dhnlichen Beitrag ver- 
mehrt um %C,,;1, endlich LE den Beitrag 4,11. Es ist daher x¢,,44 vermehrt 
um eine Summe, die keine hohere als die m‘@ Potenz von x im Nenner hat, 
gleich 0; also enthalt, wie zu zeigen war, C,,;, keine hohere als die m-+-1”% 
Potenz von x im Nenner. 

(e) Die Methode des Beweises verschafft auch dann interessante Resultate, 
wenn A, B, etc. LE nicht ganze Functionen von a, sondern selbst. unendliche 
Reihen, und die a, (, etc. A, nicht mehr ganze Zahlen sind. Man findet dann 
folgende Zusitze zum Hisenstein’schen Satze: Wenn eine Reihe 


YS C6, 2+ ¢, 2° ++ 


der Gleichung 


Ay’ + By’1+.-.-+2L=0 
geniigt, so existirt eime Zahl x von der Beschaffenheit, dass wy nach Vertau- 
schung von « mit xx keine anderen Irrationalititen enthilt, als diejenigen, 
welche in den a, @, etc. vorkommen, und ganze Potenzen derselben. 

Sind aber die a, £,. etc. rationale Zahlen, so miissen auch die c rationale 
Zahlen sein; nach der erwahnten Vertauschung bleiben in vy nur solche Nenner, 
welche in den a, 6, etc. vorkommen und Potenzen derselben. 

So kann z. B. eine Reihe y, in deren Coefficienten c alle Primzahlen 
von der Form 4n-+3 vorkommen, nicht die Wurzel einer algebraischen Glei- 
chung sein, deren Coefficienten A, B, etc. soleche ganze Functionen oder un- 
endliche Reihen sind, welche Zahlen a, 6, ete. enthalten, die als Nenner nur 
Primzahlen von der Form 4m --4 besitzen. 

(f) Wir gehen nun zu der ersten im § @ angegebenen Erweiterung 
des Hisenstein’schen Satzes tiber. Die Function f(a, y) soll also nicht mehr 
ausschliesslich rationale Zahlen @, @, etc. als Coefficienten haben. Sie zerfalle 
dann in ein Aggregat von Gliedern ga™y”, wenn m und n ganze, die g vra- 
lionale und irrationale Zahlen vorstellen. Von den g mégen g,, g,, ete. 
J irrational sein, die iibrigen rational; dann hat f(a, y) offenbar die Form. 


PoE IAW: + Wee + InWn 


Kisenstein’s Satz. 53 


wenn die yz ganze Functionen von w und y mit rationalen Coefficienten be- 
deuten. Sollten zwischen g,, g,, etc. g, und rationalen Gréssen @,, at,, etc. 
a, eine Gleichung bestehen 


Og Gri a OnJn = 9 
ohne dass alle @ Null sind, so wiirde sich eine der Grésse g, 2. B. gy elimi- 
niren lassen, und daher f(a, y) die Form 


Pot Gh Fuk Wo Iet tt Una Int 
erhalten, in welcher die 9 solche ganze Functionen von a und y mit ra- 
tionalen Coefficienten wie die yw sind. So fahre man mit der Reduction fort, 
his entweder keine irrationalen g tibrig bleiben oder doch nur solche, zwischen 
denen keine lineare Gleichung von der obigen Form stattfindet. Es lisst sich 
daher f(x, y) in eine Summe von der Form 


iS Wot HW t 9 Wet e+ Gm Wm 
zerlegen, in der die ay die friihere Bedeutung haben, und die irrationalen 
Zahlen g keiner linearen Gleichung 


Ot 0,9, + A, 94+ °° + Om Im = 0 
_mit rationalen Coefficienten @ geniigen, ohne dass die a simmtlich Null sind. 
(g) Soll nun 
y=otea+e, a+. 
eine Wurzel von f = 0 sein, wihrend die ¢ rationale Zahlen vorstellen, so 
muss f@, y) verschwinden, wenn man fiir y jene Reihe einsetzt. Dadurch 
moge sich ergeben 


W, as @+6,e+y,0.+-- 
Y= 0, +Be+7,0° + 
wo die a, 8, y, ete. offenbar rationale Zahlen vorstellen. Es muss daher 


f(a, y) = Cre a9, Haat + Om Gm) 
(BoA B, 9: + Bm Gm) % 


oo ee fee. “e <6) ist eG ie Fo. 8 fei 


fiir alle Werthe von x verschwinden, was unmdglich ist, wenn nicht simmt- 

liche a, #8, y, etc. Null sind, d. h. wenn nicht y eine Wurzel aller Gleichungen 
) = 0, w, =, ete. also gewiss von einer dieser Gleichungen ist. Jede 

solche Gleichung ist aber eine algebraische mit rationalen Zahlcoefficienten. 


B. Trigonometrische Reihen. (M. vergl. S. 43.) 


a) Durch die Arbeiten von Dirichlet*) steht fest, dass eine stetige 
Function f(a), die fiir alle reellen Werthe von # zwischen —ze und 7 will- 


*) Crelle, Journal f. Math. Bd. 4, S. 157—169: Sur la convergence des séries 
trigonométriques ete.; ferner Dove, Repertorium der Physik, Bd. 1, 8. 152—174: 
Ueber die Darstellung ganz willkithrlicher Functionen durch Sinus- und Cosinus- 
reihen. M. vergl. auch in Crelle’s Journal f, Math. Bd. 17, S. 54—56 der Ab- 
handlung: Sur les séries dont le terme général dépend de deux angles; Addition au 


mémoire. 
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kiirlich gegeben ist, die ferner nur eine angebbare Anzahl Male vom Wachsen 
zum Abnehmen iibergéht, innerhalb dieses Intervalles durch eme Fourier’ sche 
Reihe dargestellt werden kann, d.h. durch eine trigonometrische Reihe 


(1)... 4a, a, cosa -} a, cos2a ++: 
+b, sinw +b, sin2a-+----, 


in welcher die Constanten @ und 6} die Werthe besitzen 
1 1 1 7 ; 
(100 ee sai f(x)cosnade bz, = =f). f(x)sinn x da. 
Soar —1 


Fallt die eine Bedingung, die der Stetigkeit fort, nicht aber die der End- 
lichkeit, und ist die Function von v = —z bis a = 7, die Grenzen +7 
eingeschlossen, willkiirlich gegeben, so stellt die Reihe nur insofern f(a) 
dar, als man auf eine UVebereinstimmung der Reihe mit der Function 
in der endlichen Anzahl von Unstetigkeitspunkten und in den 
Punkten +7 verzichtet. Die Reihe nimmt nimlich, nach Dirichlet’s 
Beweis, fiir jedes 2 zwischen —z¢ und + 7% den vollig bestimmten Werth 
H[f(@-+0) + f(@ —0)] an und 4 [fe —0)+-f(—2+0)] fir «= +n, 
wenn man durch f(@--0) die Grenze bezeichnet, welcher f(a@-t2) zustrebt, 
waihrend die positive Grosse % sich der Null nihert. 

Dirichlet’s Methode reicht auch hin, um zu zeigen, dass in dem- 
selben Sinne die Reihe noch gleich der Function f(a) wird, wenn die 
Function noch dazu an einzelnen Stellen in’s Unendliche geht, vorausgesetzt, dass 


ub f(x) daw endlich und continuirlich von 2 = —a@ bis x = 7 bleibt. (Man 


vergl. Crelle J. f. M. Bd. 17, S. 55.) 

Ferner ist auch die Reihe, in demselben Sinne, gleich der Function, 
wenn f(a) in der Umgebung einzelner Punkte unendlich oft vom Wachsen 
zum Abnehmen iibergeht und umgekehrt, oder, wie man sich auszudriicken 
pflegt, unendlich viele Maxima und Minima hat. Der Ausdruck ,,in der Um- 
gebung“ ist hier, wie tiblich, so zu fassen, dass man die betreffenden Punkte 
durch beliebig kleine festzuhaltende Stiicke einschliesst. Ausserhalb dieser 
Stiicke soll die Anzahl der Maxima und Minima endlich bleiben. 

Die Untersuchung iiber den Werth, welchen dann die Reihe in den kri- 
tischen Punkten selbst darstellt, hat den Scharfsinn der Mathematiker 
beschaftigt. Die véllig continuirliche Function f(a), welche zwischen « = — 7 


: ; . 1 
und « = 7 gleich gesetzt wird x cos —, fir 2 = 0 aber, wo x2 cos— 
x x 


keine Bedeutung hat, gleich Null, lisst sich in eine Fourier’sche Reihe ent- 
wickeln, die offenbar, da sie eine Sinusreihe giebt, fiir a = 0 Null ist, also 
in dem kritischen Punkte die Function selbst darstellt. Herr Lipschitz 
findet*) ferner Gattungen von Functionen, welche, obgleich sie in eimem Punkte 
unendlich viele Maxima und Minima haben, der Reihe noch in dem kritischen 
Punkte gleich bleiben. Andererseits hat aber vor kurzem Herr du Bois- 


*) Borchardt, Journal f, Math. Bd. 63, S. 296—308: De explicatione per 
series trigonometricas etc. Die Arbeit erschien zuerst als Einladungsprogramm (pro 
aditu muneris professoris ordinarii in ord. philos. univ. Frid. Guil. Rhenanae) im 
Mai 1864, 


Trigonometrische Reihen. : 5D 


Reymond*) eine continuirliche endliche Function von aw mit unendlich 
vielen Maximis und Minimis in eine trigonometrische Reihe entwickelt, die an 
den kritischen Stellen nicht mit ihr iibereinstimmt, die namlich dort unend- 
lich wird. 

Riemann sagt im § 7 seiner Abhandlung:**) ,,Ueber die Darstellbarkeit 
einer Function durch eine trigonometrische Reihe“, dass die bisherigen Arbeiten 
iiber diesen Gegenstand den Zweck hatten, die Fourier’sche Reihe fiir die in 
der Natur vorkommenden Fille zu beweisen. Und in der That, indem die 
Methode von Dirichlet nicht einmal voraussetzt, dass die Function f(a) dif- 
ferentiirt werden kann, hat man hier Functionen von einer Allgemeinheit be- 
trachtet, die fiir diesen Zweck erschépfend schien. Es mag dahingestellt 
bleiben, ob in der Natur die discontinuirlichen Functionen wirklich vorkommen, 
oder ob die mathematische Theorie der Physik sie nur einfiihrt, indem sie 
Annahmen macht, welche dem wirklichen Sachverhalt angenihert zu entsprechen 
scheinen, und mathematische Aufgaben stellt, welche sie den wirklich vorkom- 
menden Problemen assimilirt. Untersucht man z. B. den Warmezustand eines 
Korpers, dessen Begrenzung fortdauernd in einer gegebenen Temperatur erhal- 
ten wird,.so lasst die mathematische Theorie zu, dass die anfingliche Erwar- 
mung eines Punktes auf der Oberflache selbst sich von der eines beliebig 
nahen nicht auf der Oberfliche liegenden um eine endliche Grésse unterscheide, 
nimmt also eine voéllige Discontinuitat an. 

Wahrend sich in Folge einer Bemerkung von Dirichlet am Schlusse 
seiner im vierten Bande des Crelle’schen Journals befindlichen Arbeit die 
Aussicht erdffnete, Dirichlet’s Resultate auch auf allgemeinere Functionen 
iibertragen zu kénnen, so schien andererseits die Anwendung der Fourier’~ 
schen Reihen auf’s ausserste beschrankt werden zu miissen, nachdem in neuerer 
Zeit der Begriff der Convergenz in gleichem Grade aufgetreten war. (M. vergl. 
§ 13 im II. Kapitel.) Man wusste nicht einmal, ob eine periodische, vollig 
continuirliche Function f(a) mit einer endlichen Anzahl Maxima und Minima 
immer eine Fourier’sche Reihe giebt,’ welche in gleichem Grade convergirt, 
wahrend eine endlich bleibende Function, bei der nicht f(t) = f(—7), oder 
die nicht iiberall continuirlich ist, eine Fourier’sche Reihe liefert, die sicher 
nicht in gleichem Grade convergirt. Bedeutet yw(a) eine zwischen zwei Gren- 
zen a und # continuirliche Function, so durfte man daher selbst in einfachen 
Fallen, welche ,,in der Natur vorkommen“, nicht schliessen, es sei 


B 
J 1) Wo) de 
od f'@ dx -+ = Ie cosna + by sinna) w(a) da; 


a 
damit fallt aber ein wesentlicher Theil des Werthes fort, den die Entwicke- 
Jung einer Function in eine trigonometrische Reihe hat. 


*) Untersuchungen iiber die Convergenz und Divergenz der Fourier’schen 
Darstellungsformeln. Abh. der baier. Akad. II. Cl. XII. Bd. Il. Abtheil. 1876. _ 

**) Werke S, 213. Die Abhandlung wurde als Habilitationsschrift im Jahre 
1854 bei der Gottinger philosophischen Facultét eingereicht, und ist erst nach Rie- 
mann’s Tode erschienen. 
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In einer Arbeit: .,Ueber trigonometrische Reihen*) habe ich die Giiltig- 
keit dieses Satzes hei Functionen f(a) der eben erwihnten Art festgestellt, 
indem ich nachwies, was offenbar hierzu hinreichend ist: 

Die Fourier’sche Reihe fiir eine jede endliche Function, die 
nur eine endliche Anzahl Maxima und Minima und _ Unter- 
brechungen der as ah besitzt, convergirt im allgemeinen in 
gleichem Grade, nimlich mit Ausnahme der Unstetigkeitspunkte und in- 
sofern nicht f(7t) = fii): der Punkte zt. 

Der friiher tibliche Beweis dafiir, dass eine Function héchstens auf eine 
Art in eine trigonometrische Reihe, d. h. in eine Reihe von der Form 

> dt, cosnax + b, sinnx 
entwickelt werden koénne, war durch die erwaihnten Umstinde hinfallig ge- 
worden; der Satz selbst ist aber jetzt dureh neue Methoden bewiesen. Die 
Feststelluug zweier Punkte war hierzu erforderlich: Erstens ist nachzuweisen, 
dass Null nur dann durch eine immer convergente trigonometrische Reihe dar- 
gestellt werden kann, wenn alle @ und 6 Null sind. Zweitens ergiebt sich 
als Vervollstindigung der Satz, dass diese Coefficienten selbst dann noch Null 
sind, wenn man auch fiir eine endliche Anzahl Werthe von a auf,die Con- 
vergenz der Reihe oder darauf verzichtet, dass die Summe der Reihe Null sei. 

Der erste von diesen beiden Sitzen war in meiner vorerwihnten Arbeit 
nur unter der Voraussetzung bewiesen, dass die trigonometrische Reihe der 
Bestimmung unterworfen wird, wenigstens ,,im allgemeinen“ in gleichem Grade 
zu convergiren; erst Tlerr Cantor (in flalle) hat ihn im 72'*" Bande von 
Borchardvs Journal ganz allgemein bewiesen**). Den zweiten Satz leitete ich 
in der Arbeit des 71'€? Bandes aus dem ersten durch eine Methode ab, die er- 
laubte, ihn in allen Fallen auszusprechen, in welchen der erste gilt, nimlich 
indem ich den zweiten von zwei Lehrsiitzen (s. unten) anwandte, welche 
Riemann im § 8 seiner Abhandlung (Werke, S. 213) aufgestellt und bewiesen 


chat, wodurch er zum ersten Male nach Dirichlet’s Arbeiten, die Unter- 


suchungen tiber trigonometrische Reihen in neue Bahnen lenkte. flerr Cantor 
griindete darauf seinen allgemeinen Beweis des ersten Satzes auf den ersten 
Lehrsatz von Riemann an der erwiahnten Stelle. 
Setzt man 
C, = a, cosnax + 6, sinnax 
und soll die trigonometrische Reihe 


Coe, ob Cae raee 


fiir alle Werthe von a die Null ee macht fr ferner 


10,074 Fle) = C,+ Sb +. 


so folgt aus dem ersten Lehrsatze von icment ae | dass der Diffe- 


renzenquotient 
F(x + a) —2F(x) + F(x — «) 


aad 


ore 


? 


“) Borchardt, Journal f. M. Bd. 71, S. 353—365. 
**) §. 180-—188: Ueber einen die trigonometrischen Reihen betreffenden Lehr- 
satz, und S. 139~--142: Beweis, dass eine fiir jeden reellen Werth etc. M. vergl. auch 


im 73. Bande 8. 294—296 seine Arbeit: Notiz zu dem Aufsatze etc. Bd. 72, 8. 139 
dieses Journals, 
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mit a@ zu Null convergirt. Der zweite Satz von Riemann besagt, dass der 


Quotient 
F@ + a) —2F(@) + F(a — «) 
a 

mit c zu Null convergirt, auch wenn die vorliegende Reihe C,+-C, +-:-: 
nicht die Null darstellt. Mit Hiilfe eines Satzes, den Herr Cantor aufgestellt 
und Herr Schwarz (Géttingen) bewiesen hat, nach welchem eine Function, 
wenn sie den hier geltenden Stetigkeitsbedingungen unterworfen ist, und wenn 
ihr zweiter Differenzenquotient fiir jedes a Null wird, vom ersten Grade sein 
muss, schliesst Herr Cantor aus dem ersten Lehrsatz von Riemann, dass 
auch in dem von ihm behandelten allgemeinen Falle F(w) eine Function ersten 
Grades sei. Hieraus folgt sogleich die Einheit der Entwickelung von Null in 
dem Falle des oben angegebenen ersten von den beiden Siitzen. 

Die Theorie der trigonometrischen Reihen wird hier nur so weit behan- 
delt, als die Methoden zur Beleuchtung ihnlicher Untersuchungen fiir die Kugel- 
functionen~ dienen, und die gewonnenen Resultate uns von Wichtigkeit sind. 
Daher gehe ich nicht niher auf den reichen Inhalt der bisher nicht erwiihnten 
Arbeiten*) ein, welche wir unter den deutschen Mathematikern den Herren 
du Bois-Reymond und Cantor, unter den italienischen den Herren Ascoli 
und Dini verdanken, wihrend ihre Methoden in der folgenden Darstellung be- 
nutzt werden. Nur ein positives Resultat soll noch hervorgehoben werden, 
welches die Herren Ascoli und du Bois-Reymond gewonnen haben, in- 
dem sie den Beweis lieferten, dass eine Function, wenn sie eine Integration 
und die Entwickelung in eine trigonometrische Reihe zulasst, nur in eine 
Fourier’sche Reihe entwickelt werden kann, dass also dann die Coefficienten 
durch (4, @) gegeben werden. line Grenze der Freiheit, welche man einer 
Function lassen kann, ohne dass sie aufhért, die Entwickelung in eine trigono- 
metrische Reihe zu gestatten, hat sich, trotz der Bemiihungen hervorragender 
Gelehrten nicht ergeben, was durch die grosse Allgemeinheit des Functions- 
begriffs erklarlich ist. 

(b). Im Folgenden handeln wir, nach Anleitung des § @, von der 
Summirung der Fourier’schen Reihe und tiber die Art ihrer Convergenz. 

Setzt man in die Reihe (4) fiir @ und b ihre Ausdriicke unter (4, @) 
ein, wodurch sofort alle Functionen f ausgeschlossen werden, die keine In- 
tegration zulassen, so verwandelt sich 


Sn = 4a,-+4, cosa +--+ -+ a, cosna 
-+-b, sina +--+ -+ 6b, sin na 
in den Ausdruck 


Tee aaa 


sind(6—a@) 


*) Die Arbeiten, welche ich benutzte, findet man: Von Herrn du Bois-Rey- 
mond in Borchardt’s Journal, Bd. 74, 76 u. 79, den Abh. d. bayerschen Akad. 
y. 1874 u. 1876, und den Gittinger Nachrichten yon 1873; von Herrn Cantor in 
Borchardt’s Journal Bd. 72 u. 73 und den Annalen yon Clebsch und Neumann 
Bd. 4.u. 5; von Herrn Ascoli in den Annalen aus 1873 und den Annali di Mate- 
matica T. VI; von Herrn Dini erschien die Abhandlung Sopra la serie di Fourier. 
Pisa 1872. 
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Dieser geht durch die Substitution @—a = 2a tiber in 
1 (74a) sin (2n-++-1)a@ 
= a Oe 
(2) te. ce tse re ue f(x+2a) Tae ct 
—3(t +2) 


Man sucht die Summe s der unendlichen Reihe (4), d. h. die Grenze s, der sich 
s, nahert, und fragt, ob s, sich dem gs in gleichem Grade nahert, was auch 
x sei. Wird ¢ = f(x), so stellt die unendliche Reihe f(z) dar. Wir leiten 
nun folgende Sitze ab. 

1. Satz. Bezeichnet f(w) eine endliche integrabele Function, 
welche zwischen —z und zw nicht unendlich oft vom Wachsen 
in’s Abnehmen iibergeht und nicht unendlich viele Unstetig- 
keiten besitzt, so ist die Grenze s von s, fir m = 


s = Hfe+0) + fe—0)]}, 
wenn —w<a< 7, und ferner 


s = 4[f(—0) + f(—2+9)], 
wenn 7 =-+7. 


2. Satz. Unter den gleichen Bedingungen kann man n so 
gross nehmen, dass s—s, kleiner bleibt als jede gegebene feste 
Grosse, wihrend @ die Werthe zwischen —zv und zw durchlauft, 
die Grenzen -+-7¢ eingeschlossen. Dadurch, dass man m noch grésser nimmt, 
kann man die Differenz s—s, noch kleiner machen. 

Diese Sitze werden unten bewiesen. Man zieht aus ihnen die Folgerungen: 

1. Folgerung. So lange f continuirlich zwischen —z und 7¢_ bleibt, 
ist die Reihe = f(x), und zwar in gleichem Grade, convergent. Ist f in ein- 
zelnen Punkten discontinuirlich, so gilt im allgemeinen, d.h. mit Ausschluss 
der Umgebung dieser Punkte dasselbe. Die Punkte 2 = +7 verhalten sich 
wie Punkte der ersten oder zweiten Art, je nachdem f(zz) gleich oder nicht 
gleich ist f(— 70). 

2. Folgerung. Besitzt f(a) in der Umgebung einzelner Punkte x,, &,,.. 
unendlich viele Maxima oder Minima, so bleibt noch immer der erste und 
zweite Satz bestehen, wenn man beliebig kleine endliche Strecken ausschliesst, 
mit denen man jene Punkte umgiebt, und a keinen solchen Werth ertheilt, 
der in diese Réiume fallen wiirde.  Gleiches gilt, wenn f(a) in einzelnen 
Punkten @,, x,,... unendlich, aber nur in der Art wird, dass 


(c—a,)" f(z),  (@—-@,)"f(@,), --- 

fiir 2 = @,, x,,... endlich bleiben, und die y feste positive Zahlen unter 1 sind. 

Auch diese Folgerung, die man in Bezug auf die Maxima und Minima 
mit einer noch weiter gehenden, Strecken statt der Punkte betreffenden ver - 
tauschen kénnte, bedarf keines eigenthiimlichen Beweises, sondern ergiebt sich 
unmittelbar aus den Elementen der Integralrechnung. Bezeichnet man durch g 
eine endliche Function mit einer endlichen Anzahl Maxima und Minima, die 
mit f tiberall ausser in der Umgebung der Punkte x,, x,,... tibereinstimmt, 
so gelten nimlich die beiden Satze, wenn man f mit m vertauscht. Das In- 
tegral (2) wird aber, wenn man f—@ fiir f setzt, beliebig klein, indem die 
Function unter dem Integrale f(a#-+2a) — g(#-+2qa) sich nur in sehr kleinen 
Intervallen von 0 unterscheidet, nimlich fiir solche Werthe von a, fiir welche 
x-+ 2a in die Umgebung kritischer Punkte fillt. Nach der Voraussetzung, 
dass 2 kein kritischer Punkt sei, wird in der Umgebung von a = 0 die 
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Differenz f(a--2a) — g(a-+-or) sicher Null, also 
sin(2n-- 1 1 
Cine 
sin a@ sina 


iiberall endlich, wo jene Differenz nicht Null ist. Hieraus folgt unmittelbar, 
dass das Integral (2) nach Vertauschuug von f mit f—@g fiir jedes  beliebig 
klein, also die Grenze von s, beliebig nahe dem im ersten Satze angegebenen 
Werthe sei. Nach dieser Bemerkung wird es auch im Folgenden tiber- 
fliissig sein, derartige Ausnahmen, die in Punkten eintreten, zu 
erortern. 

(c.) Um den Beweis der beiden Sitze zu liefern, untersuchen wir die 
Ausdriicke 


h rh 
A yf w(a) sinner doz ee y w(a) cos na dee, 
0 0 
in welchen wy eine Function von @ bezeichnet, welche, wie oben f(@-+2a), 
einen Parameter 2 enthalten mége; in denen h eine feste reelle endliche Zahl, 
und ebenso m eine reelle ganze oder gebrochene Zahl_bezeichnet. 
Wahrend des Beweises denken wir uns hf und m positiv. 

Zuerst sei we) endlich, und fiir keinen Werth des Parameters a 
grésser als die feste Zahl y. Diese Annahme ist hier wesentlich; nur zur 
Bequemlichkeit wird vorliufig angenommen, dass y(or) in den Grenzen 0 und h 
fiir @ das positive Zeichen hat und nicht zunimmt, so dass w(0) =y. 


7 
Man setze ferner —— — 0. 
2n 


Man zerlege A in eine Summe von Integralen zwischen den Grenzen 0 
und §, 6 und 3d, allgemein (2m—1)d und (2m--1)0d, schliesslich (2u-+-1)d 
bis h, wo w eine solche ganze Zahl hezeichnet, dass (2u-+ 1)0 =h<(Qu+3)o. 
Das letzte Integral ist, absolut genommen, < 2y0, das erste <yd. Jedes der 
iibrigen hat die Form 


(2m 4-1)d ; 2md (2m+1)0 
if wo) sinna do = + 4 


(2m—1)0 2m—1)d 2md 
Sind 0, und 0, positive Gréssen, welche 0 nicht tiberschreiten, so werden 
die beiden Integrale auf der Rechten resp. gleich 


1 1 
ae -w(2md — d,)-cosmr, i w(2mod + 0,) . cosmzz, 
das Integral auf der linken also absolut 
1 
Skea [yy 2m—1)d — w(2m-+1)d]. 
Hieraus folgt 


>(2u+1)0 : 1 4 y 
if ap(er) sinner dor < i [wO) — wh)| << ae 
m) 
und fiigt man noch das erste und letzte Integral hinzu 


A<t.(14 ae 


oder 
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nA<y.é 
wo é eine endliche, von der Beschaffenheit unserer Function yw unabhangige 


3 ; 
Zahl (nimlich 1-- se) hezeichnet. 


Indem man das Resultat auf diese Art ausspricht, bleibt es noch giiltig, 
wenn man wy von den oben unwesentlich genannten Beschrinkungen befreit; 
dies geschieht nach dem Muster von Dirichlet’s Arbeit tiber die trigono- 
metrischen Reihen im I. Bande von Dove’s Repertorium § 5, S. 167—168. 

Zuniichst bleibt das Resultat bestehen fiir den Fall, dass yw (a) eine Con- 
stante y ist; ferner wenn wa) auch negativ wird. Ist dann noch immer y 
der grésste Zahlwerth von w(a), so wird y--w(a) positiv sein, und slatt 
wa) in A eingesetzt, das Resultat geben 


nf(y + w(@))snnade < ye, 


wo ¢é eine endliche Grésse bezeichnet. Hieraus ergiebt sich derselbe Satz, 
wenn auch w sein Zeichen wechselt. Vertauscht man w mit —wW, so erhalt 
man das gleiche Resultat fiir eime immer wachsende Function. Da ferner 
offenbar auch fiir ein Integral 


Sf w@sinne dee (0<n<h) 


A 

dasselbe gilt, und wenn a zwischen 0 und h mehrfach (p mal) vom Ab- 
nehmen zum Wachsen iibergeht und umgekehrt, man A in eine Reihe von 
p-+4 derartigen Integralen zerlegen kann, so dass in jedem wy nur wichst 
oder nur abnimmt (resp. constant bleibt), so wird jetzt nA << (p+1)y-e. 
Setzt man wieder »A << y.€, so ist jetzt unter ¢ wie friiher eme endliche 
Grdsse zu verstehen; jetzt ist sie aber nicht véllig unabhingig von yw, sondern 
enthalt einen Factor (p-+-1), welcher anzeigt, wieviel grésste und kleinste 
Werthe w besitzt. Diese Zahl ist nach der Annahme endlich und da abnliche 
Betrachtungen fiir B das gleiche Resultat geben, so hat man den 


3. Satz. Ist wa) endlich und fiir jeden Werth des Parameters 
«x kleiner als y, besitzt ferner w(a) von a = 0 bis a =h eine end- 
liche Anzahl Maxima und Minima, so bleiben die Integrale 


n "W(a)sin node, nf w(aeosnada 
0 0 
unter ey, wo y den absolut gréssten Werth von w(a@) und «€ eine 
endliche Zahl bezeichnet, die sich nicht mit dem Parameter & 
aindert. 


(d) Zweitens mige w an einer Stelle, und zwar fir a= 0 
unendlich werden, doch nur so, dass a” Wa) endlich bleibt, wenn y eine 
positive Zahl bezeichnet, die 4 nicht tibersteigt. Ferner soll w nur Maxima 
und Minima in endlicher Anzahl enthalten. 

Man fiihre fiir yw eine immer endliche Function @ ein, indem man setzt 


w@=ag(@) O<r=1), 


wo g den Parameter @ enthalten wird, und hezeichne nunmehr den gréssten 
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Zahlwerth, den (a) von @ = 0 bis a =A fiir alle w@ annehmen kann, durch 
y- Es wird vorausgesetzt, dass es ein bestimmtes y giebt. 


Man zerlege nun A in die Summe zweier Integrale (+ < h) 


/ w(a)sinn ada -{" oe 


Auf das zweite Integral der rechten Seite, in aa wa) endlich bleibt, 
lasst sich der 3. Satz anwenden. Dort ist aber statt y, He grossten Werth 
von wa), zu setzen der grésste Werth von a—”@p(a@) d. h. y mal der —yter 
Potenz des kleinsten Werthes von a, d. h. 


ie 


Hieraus geht hervor, dass 


ni-v 


A—f" w(a)sinnade < a" 
0 


Multiplicirt man noch mit »!—”, so entsteht 


B sin ne be sin na éy 
1-y = wel 
)gs: 0 [/ g(a) eo da ie g(a) - da| —es 


wo é und y feste, und nicht von m, 0 oder dem Parameter & ing 
abhingige Grossen sind. 

Fiir m nehme man nun keine feste, sondern eine mit m zugleich eae 
liche Zahl (m braucht ebensowenig wie m eine ganze Zahl zu sein), die mit 


n, “aber schwicher als dieses in’s Unendliche wiichst, so nimlich dass — un- 
n 


endlich klein wird. Dies geschieht z. B. wenn man m= Yn setzt. Alsdann 
sinkt die rechte Seite unter jeden Grad der Kleinheit herab, und zwar in gleichem 
Grade fiir jeden Parameter x; d.h. es lasst sich m so gross nehmen, dass der 
Ausdruck auf der Linken fiir jedes a und dasselbe m unter einer beliebig ge- 
gebenen Grosse bleibt. : 

Hier gewinnt man also das Resultat, dass die Grenze von 


ni f(a) 
0 
sich nicht indert, wenn man h mit einer kleinern, sogar einer 


ne 


m : é 
solchen oberen Grenze — vertauscht, die mit wachsendem 7 zu 
n 


Null convergirt. 

(e) Um die Gleichung (3) bequemer anwenden zu kénnen, transformirt 
man sie nach dem sogenannten zweiten Mittelwerthsatze (von den Herren du 
Bois-Reymond und Weierstrass). Nach unserer Voraussetzung, dass g(a) 
‘nicht unendlich viele Maxima und Minima besitzt, muss qm von @ = 0, we- 
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, m : 
nigstens bis zu einem sehr kleinen Werthe &) dasselbe Zeichen behalten 
n 


und entweder nur wachsen oder nur abnehmen. [Dasselbe tritt auch em, wenn 
unendlich viele Maxima und Minima vorhanden sind, aber an einer andern Stelle 
als @ = 0]. Dann hat man nach dem erwahnten Satze: 


™ m 


Sf 9) OE =o f SID” Ape 
+[o@)-s40] (4 


wenn & eine weder 0 noch — iiberschreitende Grosse bezeichnet. Setzt 
2 n 


man diesen Werth in (3) ein, so entsteht (vy < 1) 


One mf 90) re da — wo "ay (ne) 


—[9G)-9 0] J Gay dee < $5 


Wir gehen nun zu den Grenzen iiber. Das zweite und dritte Integral 
auf der linken Seite bleiben endlich; fiihrt man 2a@ als Verinderliche ein, so 
verwandeln dieselben sich in die ganz bekannten Formen 


™ sin 7a See sin 8 ag 


von denen die erste fiir m = oo, also m = oo, gleich ist 


0 


7 
2.sindya. Ty 


Da ferner g(@)—9(+ 0) zu Null herabsinkt, so findet man den Satz, 


welcher im Handbuche mehrfach Anwendung findet: 


4. Satz. Ueberschreitet die von a=0O bis a=A fiir jeden 
Werth des Parameters @ endliche Function g(a) nicht einen an- 
gebbaren Werth y und hat sie zwischen @a=0O und @=h nur 
eine endliche Anzahl Maxima und Minima; ist ferner O0<y<1, 
so kann man n so ays nehmen, dass a 


ee) “g(a Vag 


Sinn | 


(+0), 


und zwar fir if w in gleichem Grade, unter jeden Grad der Klein- 
heit herabsinkt. 
Dieselbe Methode zeigt auch, dass 


7 
20 y.sin EV 
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yh 
no fg (a) ta sg) 
0 


21 y.cos4y 7 


dieselbe Eigenschaft besitzt, wenn 0 <<» < 1. 


(f) Hieraus erkennt man unmittelbar, wie stark die Coefficienten a, und 
b, in einer Fourier’ schen Reihe, welche die Function (a) darstellt, zu Null 
convergiren. Bleibt @(a@) endlich, so bleiben ma, und nb,, wie gross auch 
m sei, im Endlichen. Wird g(a) fiir o& = a so unendlich, dass (a—a)” g(a) 
fiir 2 = a endlich bleibt, so bleibt noch a,n!—” fiir n = 00 endlich. Dies 
ist sogar noch der Fall, wenn auch gc) in einzelnen Punkten, in welchen 
es nicht unendlich wird, unendlich viele Maxima und Minima besitzt. 

Hier wenden wir das Vorhergehende nur zum Beweise der beiden Satze 
1. und 2. an, indem wir im 4. Satze »y = 1 setzen. Dadurch findet man, 
dass, wenn k eine positive Zahl bezeichnet, 


5). [g(a Ee da — & fo(-+0) + g(—9) 


a 


mit wachsendem # in gleichem Grade zu Null convergirt; wenn k = 0, ist 
ferner 


sin 


na oF 
e da —— = g(+ 0). 


(5,0) 3. ee We 


Null fiir 2 = oo. 
Es sei nun —z<a<y7; man setze 


h=in—2) k= into) 
07 
g(a) = —“— f(e+2a) 
und 2n-+-14 fiir #. Dadurch wird 


g(+0) + 9(—9) = f(x+0) + fta—0), 
so dass der 4'€ Satz sich in den ersten und zweiten verwandelt. 

Der Fall 2 = +z bleibt noch iibrig, der eine Modification des Ver- 
fahrens deshalb erfordern wiirde, weil eine von den Gréssen h, k gleich a 
ist, sina daher zweimal unter dem Integrale, fiir a@ = 0 und @ = 7, ver- 
schwindet. Aus dem fertigen allgemeinen Resultate ergiebt sich aber das 
Resultat in diesem Falle sofort, wenn man f(x) periodisch fortsetzt, so dass 
z.B. in den Punkten —77—0, —2+0 die Ordinaten sind f(7—0), f(—7+0), 
und darauf @ von einem andern Anfangspunkt zihlt. 

Man kann aber auch das obige Verfahren fiir den speciellen Fall passend 
modificiren. Behandeln wir einen von den beiden Fallen, z. B. 2 = — vz. 
In diesem ist 


sin(2n-+ 1)a He 
sina 


TESn = {" K—m-+20) 


2 hae 
0 an 
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Nachdem man im letzten Integral 77— a fiir @ eingefiihrt hat, entsteht 


sin(2n-+-1)a oe 
sin @& 


Tt < 
Dy 
ns, =f [K—a)+f(—n+0)) 
0 
Diesen Ausdruck assimilirt man (5, @), indem man setzt 


pe) = [f(—a) + f(—2+a)], 


und erhalt dadurch das verlangte Resultat. 


a 


Sin a 


Zweites Kapitel. 
Entwickelung nach Kugelfunctionen. 


§ 13. Die Darstellung des vollstindigen Integrales von (8) bildet 
den Gegenstand des dritten Kapitels, waihrend hier von der Ent- 
wickelung nach Kugelfunctionen gehandelt wird, wobei wir 


uns zur Abkiirzung des Zeichens X” fiir P“(s) bedienen werden 
(M. vergl. S.11). Die Entwickelungen von Functionen werden hier 
unter der Voraussetzung vorgenommen, dass diese Functionen sich 
wirklich von « = —1 bis e=1 durch Reihen darstellen lassen, 
die nach Kugelfunctionen geordnet sind. Die Berechtigung dieser 
Voraussetzung ist in einigen Fallen klar, wird allgemein aber erst 
im 5. Kapitel des zweiten Theiles § 119 untersucht, so dass die 
Methoden dieses Kapitels bis dahin nur als heuristische zu be- 
trachten sind; der Nachweis der Berechtigung lasst sich tibrigens 
fiir continuirliche und zugleich differentiirbare Functionen ohne er- 
hebliche Schwierigkeit fiihren. 

Der Methode liegt noch eine zweite Voraussetzung zu Grunde, auf deren 
Nothwendigkeit man erst in Folge emer Arbeit von Herrn Seidel in den 
Denkschriften der Miinchener Akademie fiir 1848 aufmerksam geworden ist. 
Die Reihen miissen nicht nur convergiren, sondern sie miissen auch in 
gleichem Grade convergiren. 

Um zunichst die Bedeutung dieses Ausdrucks zu erkliren, die in diesem 
Augenblick noch nicht hinreichend bekannt ist, kniipfe ich bei der bekannten Er- 
klirung der Convergenz an, indem ich mich der Ktirze halber auf Reihen mit 
reellen Gliedern beschranke. 

I. Definition. Die umendliche Reihe g,, g,, g,,... heisst nur und 


immer convergent, wenn der Stellenzeiger m so gross genommen werden 
kann, dass die endliche Summe 
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Jn afr Jn41 + i - Qn+r> 
immer, d. h. welche positive ganze Zahl man auch fiir » setzen mége, kleiner 
als jede vorgegebene Zahf ¢ ist und auch kleiner bleibt, wenn 2 noch grisser 
genommen wird. 

Enthalten die Glieder g, der convergenten Reihe einen Parameter a, so 
wird bei festgehaltenem ¢, nach der Definition der Convergenz, zwar fiir jedes 
einzelne @ ein m existiren; es folgt aber hieraus noch nicht, dass ein’ und 
dasselbe 2 das Gleiche fiir die unendliche Mannigfaltigkeit von Werthen 2 leiste, 
welche in den Grenzen der Convergenz liegen. Auf diesen Umstand bezieht 
sich die 


Il. Definition. Eine von = a bis x = b convergente Reihe g,, g,, ete. 
heissL in gleichem Grade convergent, wenn, hei festgehaltenem e, die- 
selbe Stellenzahl x die Bedingung der ersten Definition gleichzeitig fiir 
jedes @ innerhalb der Grenzen a@ und b erfiillt. 

Zum Beweise eines Satzes von fundamentaler Wichtigkeit (s.u. (¢)) iiber 
die Integration von convergenten Reihen erinnere ich an die Principien der 
Infinitesimalrechnung. 

a) Werden die Glieder s,, s,, s, etc. emer Reihe von Zahlen nach emem 
solchen Gesetze gebildet, dass s,—s,+, fiir jedes ganze positive y, mit wach- 
sendem 2 unter jeden Grad der Kleinheit herabsinkt, so driickt man dies Ver- 
halten dadurch aus, dass man sagt, es habe s, fiir m = o© eine Grenze. Nach 
der Definition des Begriffls Zahl ist diese Grenze eme und zwar durch das 
Bildungsgesetz vollig bestimmte Zahl s, ausserdem von solcher Beschaffenheit, 
dass s—s, mit wachsendem 2 unter jeden beliebigen Grad der Kleimheit herab- 
sinkt. Umgekehrt, wenn eine solche Grisse s existirt, dass s—s, unter jeden 
Grad der Klemheit herabsinkt, so wird offenbar s,—S,4, mit wachsendem 2 
beliebig klem. 

Anmerkung. Im Abschnitte A. meiner Abhandlung tiber die Elemente 
der Functionenlehre, im 74. Bande von Borchardt’s Journal, habe ich mich 
bemiiht, méglichst vollstindig die Voraussetzungen zusammenzustellen, welche 
dem Obigen zu Grunde liegen. Die Definition der irrationalen Zahl fasste ich 
im § 2 in formaler Beziehung so, wie sie mir als Basis fiir eine pricise Dar- 
stellung besonders geeignet schien. In sachlicher Beziehung liegt allen brauch- 
baren Definitionen der irrationalen Zahl derselbe Gedanke zu Grunde, eme Ab- 
straction von der geometrischen Vorstellung, man mége diese, nach Euklidischem 
Sprachgebrauch, als eine Forderung oder einen Grundsatz einfiihren. Man 
nimmt nimlich an, dass eine Reihe von disparaten Punkten auf emer Geraden, 
deren Entfernungen von einem Punkte s,, s,, etc. ein Gesetz wie das oben an- 
gegebene befolgen, sich einem und nur einem Punkte, der durch das Gesetz 
vollig bestimmt ist, unbestimmt nihern, d. h. so, dass seime Entfernung yom 
ne’ Punkte mit wachsendem m unter jede angebbare Grdsse herabsinkt. 

8) Bezeiclhnen die g wiederum Glieder einer convergenten Reihe, und 
setzl man 


s, 9, 
5, = 9, ano; 
S; => 9, aU = 40; 


so sind s,, s,, etc. Glieder einer Zahlenreihe, von der Beschaffenheit, dass 


2? 
Heine, Theorie der Kugelfunctionen. 2%. Aufl. 5 
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Sntyv—Sn = YJn+1 + Jn+2 =f seks -+- Gn+y 
mit wachsendem 2 unter jeden Grad der Kleinheit herabsinkt, — nach der 
I. Definition tiber Convergenz von Reihen. 
vy) Die Grenze s, welcher die s, sich nach (a) nihern, heisst Summe 
der unendlichen Reihe der g, und man driickt dies aus, indem man symbo- 
lisch sett 
D 
5 = 9; il og = In: 
r= 
0) Lehrsatz. Convergirt die Reihe der Glieder g, welche 
einen Parameter z enthalten, von x =a bis x = 6 in gleichem 
Grade (Il. Def.) und ist s ihre Summe, so ist § auch ihre Summe 
in gleichem Grade, d.h. so wird auch s—s, fiir ein hinreichend grosses 
und jedes noch gréssere », gleichmissig fiir alle # im den Grenzen 
a und 6b, unter jede gegebene Grésse ¢ herabsinken. 
Beweis. Da die Reihe in gleichem Grade convergirt, so kann man 2 
so gross nehmen (Def. IL.), dass, gleichmiassig fiir jedes a, 


Sntx— Sn = Jn+i ae Jn4+2 -++ one +- Jn+y << Zé 

fiir jedes vy, und noch < Je bleibt, wenn m noch grosser genommen wird. 
Ein solehes » halte man nun fest. Da ferner s die Summe der convergenten 
Reihe ist, so existirt ein Werth », so dass s —S,4,<4e ist, und fiir em 
griésseres vy bleibt (selbstverstindlich auch, wenn man ein grdsseres 2 fest- 
gehalten hiitte). Hierbei ist es vollstindig gleichgiiltig, ob dasselbe y» dieses 
fiir jedes a leistet, oder ob fiir verschiedene 2 auch verschiedene » zu nehmen 
sind, in jedem Falle wird 


S—Sn4y = (S—Sn) + Sa—Snyy)< He. 
Da m so gross genommen war, dass s,—S,4+,< ye fiir alle y, so bleibt nur 
iibrig, dass fiir jedes @ ist s-—s,<e. 
é) Es sei nun s die Summe der zwischen endlichen Grenzen 2 = @ und 
x = b in gleichem Grade convergenten Reihe 9i> Jo» ete. Dann ist 


b n= b 
ue St == S Gnda, 


n=! 
a a 


oder in Worten ausgedriickt, das Integral einer gegebenen unendlichen 
in gleichem Grade convergirenden Reihe ist gleich der Summe 
einer Reihe, deren einzelne Glieder die Integrale der gegebe- 
nen sind. 
Da nimlich bei hinlinglich grossem 2, wenn eine Zahl ¢ gegeben ist, 
é 


Cait. ee 
b—a 


wird, so hat man 


b b b 
i (s—s,) dx = ye sdx =f Sd S68. 
a a a 


Da fiir jedes feste. m die Gleichung hesteht 


fsude =/9, da + fo. da +--+: +9 da, 


so ist der Satz durch die obige Ungleichheit bewiesen. 
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Stellt f(x) eine von a =a bis 2 = b continuirliche Function vor, so 
hat man, indem die Reihe mit dem n'™ Gliede f(a)g, zugleich mit der Reihe, 
deren 2'°S Glied g, ist, in gleichem Grade convergirt, auch die Gleichung 


b N=N 6 
. n=1 
a L 
1. Anmerkung. Auf Reihen mit imaginiren Gliedern lisst sich dies 
leicht tibertragen, indem man statt der Glieder die Moduln betrachtet. Ferner 
gilt der Satz unter (¢) offenbar noch, wenn die Reihe in der Umgebung ein- 
zelner Punkte aufhdrt, in gleichem Grade zu convergiren. 


2. Anmerkung. Eine Reihe, die nach Potenzen der Veranderlichen «x 
geordnet ist, convergirt sicher von 2 = 0 bis zu der Grenze der Convergenz, 
die Umgebung der Grenze ausgeschlossen, in gleichem Grade. Beweis. Es sei 
das m'® Glied der Reihe a, 2”, und die Grenze der Convergenz a = 1. Beden- 
tet 7 irgend eine beliebig kleine positive feste Grosse, so zeige ich, dass diese 
Reihe bis 2 = 1—7 in gleichem Grade convergirt. Da namlich a, = 0 fiir 
m == 0©, so kann man m so gross nehmen, dass a@,, Wenn € eine beliebig 
kleine gegebene Zahl bezeichnet, kleimer als ¢7 ist, und fiir gréssere m noch 
kleiner bleibt. Dann wird fiir jedes », wenn man unter & seinen Zahlwerth 
versteht, 

n n-+ ) ae én x” 
Cy. a2" On p10" reef ing pe” ay (ar pant foe party) < SIE 
Da x hochstens gleich 1—7 wird, so bleibt die Summe der Glieder auf der 
Linken, nach der friiheren Bezeichnung gy -- gu41 +--+: + Gn4 7, unter e(4 — ays 
also unter é&. 


§ 14. Lasst eine Function f(x) sich von « = —1 bisa = 1 
in eine nach Kugelfunctionen geordnete Reihe 


(OD) sink fi a Xp Deed Xt. 
entwickeln, in welcher die a von « unabhingige Coeffi- 
cienten bezeichnen, so kann man die a als bestimmte In- 
tegrale durch die Gleichung 


Dn i 1 
(orgy en re fs f@X® de 
aah 


ausdriicken. 
Um dies zu beweisen zeigt man zunichst dass 


(OUD. = [ex dx =) (m <n) 


ii 
SE 2 
OQ... f XXds = sr 


wenn m und » positive ganze Zahlen oder Null sind. 


Die Gleichung (9, 6), und noch dazu in allgemeinerer Gestalt, 
5 # 
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hat Laplace bewiesen*), gerade in dieser Gestalt aber **) Le- 
gendre und zwar zuerst nur fiir gerade, spiter fiir beliebige In- 
dices m und n. 

Der Beweis wird leicht durch die Formel (3) gefiihrt, nach 
welcher 


: 1 n(g? —1)™ dn pe Be 1) 
Qe X™ xX" de aa ju i d (w 1) (« ae dx. 
=| 


Qu+TmITIn . da” da” 


Sind m und » verschieden, so mége n die gréssere von den beiden 
Zahlen bezeichnen. Da (#’*—1)" weniger als ~ mal nach « differen- 
tiirt an den Grenzen 2 = -+ 1 verschwindet, so verwandelt eine 
mmalige Integration durch Theile das vorstehende Integral in 
1 2m 2 m n—mM (mp2 _-_ 1 \n 
ie wer cme 
= 


da. 


Das erste Glied unter dem Integrale ist der 2m'e Differential- 
quotient einer Function 2m'" Grades nach a, also eine Constante, 
und x—m wenigstens 1; daher lasst die Integration sich ausfiihren 
und das Integral wird Null. Nur wenn m =~» verschwindet das 
Integral nicht, sondern ist gleich 

112n f A—a’yde. 
ail 
Das Integral liisst sich durch die Substitution 


lta 1l—a : 
_ —s ey —— ») Zz 
a ae or ae 1—%, dxr=2d 
noch in 
1 
gent f° sr(1—s)'ds = r+. IInIIn 
/ TQn+1) 
verwandeln, so dass man hat 
ss IT2n 2°+1 Tn IT (n 2 
yp XX dr == en 2 = -——_: 
A 2° Tn Tn IT2n-+1 2n +1 


Von grossem Interesse sind die Methoden, durch welche man 
friiher die Gleichungen (9, 6) und (9, c) fand. 

Laplace bedient sich einer, seitdem bei Entwickelungen nach 
solchen Functionen, welche Differentialgleichungen geniigen, hiufig 
angewandten Methode. Durch Multiplication der Gleichung (8) des 
$12 in der Form (a) d. h. der Gleichung 


*) Memoiren der Pariser Akademie yom Jahre 1782, S, 163. 
**) Memoiren von 1784, S. 378, und von 1789, S. 384, 
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ax | 


n d 
—n(n+1).X° = ds [a—« Ne 7 


mit X” und Integration nach # erhilt man 


n(n $A) [X"X" de = fx" Ee —2') ed da. 


Integrirt man rechts durch Theile, so verwandelt sich die rechte 


Seite in 
ee dX" aX” 
2 Xn ce =< = 2 } 
G2,) (oi we) a dx. 


Das letzte Integral rg nach einer Se Integration dureh 


Theile in 
au , d ADC 
(1—#*) x" es [xe —[G-2") - Jae 
iiber und der piaedoin ea dem Integrale verwandelt sich in 
Folge der Differentialgleichung, welcher X” geniigt, in —m(m-+1)X”. 
Stellt man die einzelnen Gleichungen zusammen, so erhalt man 
schliesslich 


(a) ... [n(n+1)— mim-AD\f XX" de = (1-2 a) x" 


Integrirte man zwischen den Grenzen —1 und 1, so ist ae 
die rechte Seite Null, so dass man erhialt, es sei 


1 
ie xX" XxX" dx = O 
=i} 


so lange m und x verschieden sind. 

Dasselbe erhalt Legendre und ermittelt zugleich den Werth 
des Integrals, wenn m=, an der zweiten von den oben citirten 
Stellen, indem er das Integral 


l 
(b) DROr.©; ip :. ae = 9 2 
V1—2or a+ 9?r? j1- oe ae 


Se 2 


dX” xu dX dX” ee 


berechnet, und findet es sei gleich 
ra 2 . 
“log "= 2(14 yt+at-) 
Dies Integral eines Rober von zwei erzeugenden Functionen 


der Kugelfunctionen ist aber gleich der Doppelsumme von m= 0 
und n=O bis m = co und n = c 


X(0 may fx X" de. 
—l 
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Dies mit dem Obigen verglichen, zeigt, dass die Summe unabhingig 
von g ist; es fallen also zunichst die Integrale fort, in denen m 
und 2 es sind, und der Werth desjenigen in dem m=n 
wird 5 oe 

Ist einmal (9, 6) bekannt, so findet man kiirzer (9, c), indem 
man in dem Integrale (6) setzt 9 = 1, so dass nur die Integration 
auszufiihren bleibt 


ye dx log ae 
ie 1—2ra+r? an 


§ 15. Die Bestimmung der Coefficienten a in (9) er- 
folgt in ganz dhnlicher Art wie bei der Entwickelung von Functionen 
in trigonometrische Reihen. Um einen Coefficienten a” durch f(@) 
auszudriicken, multiplicire man (9) mit X” und integrire nach « 
von —1 bis 1. Nach (9, b) fallt dadurch der Coefficient eines jeden 
Gliedes a,, fort, in dem nicht m =n, und man erhalt 


Li} f(e)X" de = a, [XX de, 


1 


die gesuchte Gleichun @,.@). 
Hieraus ersicht man, dass simmtliche Coefficienten Null sind, 
wenn f(x) = 0, d. h. wenn die Reihe 
a, X°+a,X!'+---, 
fiir alle Werthe von « = —1 bis x =1, Null darstellt, und hieraus 
erhailt man den 
Satz. Die Entwickelung einer von x = —1 bis x= 1 gege- 
benen Function nach Kugelfunctionen ist nur auf eine Art mdglich. 
Denn ware f(#) in die beiden Reihen von Kugelfunctionen 
f(a) — a° X°+ a’ X'+ al X" Boe 
“= b°X°+ BX'+ bX" +... 
entwickelt, so wiirde man haben 
Oe Ce bee (a!— b') X!-+- (al!— bi) XP o.. 
d. h. 
a°—b° = 0, a'—b! = 0, a''—bp" — 0, 
Ks mag daran erinnert werden, dass diese Resultate nur dann zu- 
verlissig gelten, wenn die im § 13 erwihnten Voraussetzungen er- 
fiillt sind. Im andern Falle hat man durch eine besondere Unter- 
suchung festzustellen, ob wirklich 
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¢ 1 
ey). flayX" de, 
as) 


die Summe von # =0 an bis zu einem Werthe » genommen, mit 
wachsendem der Grenze f(@) zustrebe, ebenso auch die Einheit 
der Entwickelung festzustellen. 


§ 16. Alle endlichen Reihen, die nach ganzen auf- 
steigenden Potenzen einer Verinderlichen wv geordnet 
sind, lassen sich in Reihen von Kugelfunctionen umsetzen. 

Um dies nachzuweisen, zeigen wir wie man # in eine Reihe 
von Kugelfunctionen verwandelt, wenn » eine ganze positive 
Zahl bezeichnet. Zunichst ist klar, dass dies immer geschehen 
kénne; denn nach (2) lasst # sich durch eine lineare Verbindung 
von X™, a", 2-4, ete. ausdriicken; w*-? wieder durch X@-%, 
a-*, a®, ete. bis endlich bei geradem n, wx’ durch X" und X°, 
bei ungeradem x, x durch X’ ausgedriickt wird. Man darf also 
setzen 

a = GX 4 g—) XC-I 4 go-H X94 
wenn die Reihe, je nachdem m gerade oder ungerade ist, mit X° 
oder X’ abbricht. 

Aus den Gleichungen (9) und (9, a) folgt unmittelbar, dass 
a?) = 0 wenn vy >~n und ausserdem wenn n-+ y ungerade ist. Um 
es in den iibrigen Fallen zu bestimmen, wenn also vy =~» und zu- 
gleich x+y gerade ist, zieht man aus (9, a) 

a”) = (2y +f ox” da. 
0 
Um die Integration auszufiihren, ersetzt man X” durch seinen Werth 
aus (3), wodurch entsteht 


241) (1 d’(a’—1) 
(vv) — @rt+)) mS i 
¢ 2” Hy era wlan 


Nach einer »maligen Integration durch Theile verwandelt sich 


dies in 
¢ 1 
a = ay -t-3 Le a a"-7(1— x’) da. 


Qv “Ty TIn—y J 


Das letzte Integral geht, wenn man 2 =» setzt, in ein Euler’sches 
iiber; man erhalt also schliesslich folgenden Werth von a, wo es 
nicht Null ist: 
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-l 
bo 


n(n —1)(n— 2 n—v-+t2) 
G0)... a) ape site: ( es aa 
und hieraus die Gleichung 
LD. Bae 
See 3.5...On41) 


5 3 2n bi oaee! 
(10,0)... ah my Lent x"+ a a : 


4 Opt (ee xr zal 
welche von Legendre‘jherriihrt *), der a zuerst fiir gerade n, 
und spater ftir alle ganzen n ableitete. 

Schon Legendre bemerkt.an der erwihnten Stelle, dass die 
rechte Seite von (10) noch 


(Qy +f aX de 
0 

darstellt, wenn auch x eine beliebige Zahl bezeichnet. Allerdings 
muss vorausgesetzt werden, dass n+1 positiv ist, wenn » eine ge- 
rade, oder wenigstens x-+-2 positiv, wenn v eine ungerade Zahl 
bezeichnet. Zwar setzt die obige Herleitung auch voraus, dass 
n=v sei; das Resultat laisst sich aber ohne Miithe auf den allge- 
meinen Fall iibertragen. Man darf jedoch nicht tibersehen, dass dieser 
Ausdruck nicht allgemein den Coefficienten a in der Entwickelung 
von «” nach Kugelfunctionen giebt, sondern nur dann, wenn x eine 
ganze Zahl und » ihr gleichartig, d.h. wenn n+» gerade ist. Im 
allgemeinen stellt es den Entwickelungscoefficienten a einer solehen 
Function der Veranderlichen 2 vor, welche von «=0 bis x= 1 gleich 
x" ist, aber auf der negativen Seite, von «=O bis x =—1, gleich 
Null. Als solcher tritt der vorhergehende Ausdruck gelegentlich 
in einer Arbeit von Dirichlet auf**). 

Legendre findet (10), oder vielmehr er findet den Werth des 
Integrals 


ii OX de 
0 
fiir beliebige Werthe von x durch folgendes Verfahren: Er weist 


*) Memoiren von 1784, S. 373 und Exercices T. II, S. 252. 

**) Ueber einen neuen Ausdruck zur Bestimmung der Dichtigkeit einer unend- 
lich diinnen Kugelschale, wenn der Werth des Potentials derselben in jedem Punkte ihrer 
Oberflache gegeben ist, No, 5; in den Abhandlungen der Akademie der Wissen- 
schaften, 1850, und in der franzésischen Uebersetzung Liouville, Journal de Math. 
22. Bd., 1857. 


§ 16, 10. Entwickelung nach Kugelfunctionen. 73 


auerst nach, dass dieses Integral immer verschwindet, wenn fiir x 
ganze positive Werthe gesetzt werden, die n-+» zu einer geraden 
Zahl machen und kleiner als » sind. Dann ist es nimlich die Halfte 
des Integrales von —1 bis 1, also proportional dem Coefficienten 
von X” in der Entwickelung von a” nach Kugelfunctionen. Da 
aber in dieser keine Kugelfunctionen von einem hdhern als dem 
n'en Grade vorkommen, so ist der Coefficient, somit auch das In- 
tegral, Null. 
Hierauf setzt er X’ in die Form 
aa’ + Bx’? yav—-4 4... 

wo die a, 6, vy, ete. gewisse Zahleoefficienten bezeichnen, deren 
Werth man iibrigens aus (2) entnehmen kénnte. Fiir ganz be- 
liebige Werthe von n, diejenigen selbstverinderlich ausgenommen, 
bei denen n+ 1 resp. »+ 2 noch nicht positiv ist, erhilt man daher 


ew tern Se oe Ret B y 
fox d= a + asso ae FUSE) sega 
Die rechte Seite, auf gleiche Benennung gebracht, giebt einen 
Bruch, dessen Zihler und Nenner ganze Functionen von » sind, 
und zwar ist ersterer, je nachdem » eine gerade oder eine ungerade 
Zahl bezeichnet, vom Grade 4y oder }(v—1). Ferner verschwindet 
er fiir n = v-—2, »—4, ete., schliesslich resp. fiir n = 0 oder n = 1. 
Das Integral wird durch diese Betrachtung resp. gleich gefunden 
34 n(n—2)(n—A4)...(n—v + 2) 
(n+ 9-+1)(n+ v—1)...(m+]1) 
ish (n— 1)(n— 3)...(n—v 4+ 2) 
(w+ v+1)(1+y—1)...(n+2) 
wo x eine Constante nach x bezeichnet, die (selbstverstindlich) 
nichts anders ist, als der Werth, den vorstehende gebrochene 
Functionen von 2, noch mit » multiplicirt, fiir » = co annehmen. 
Andererseits hat man aber, wenn x = oo gesetzt wird, 
n [owX' de Se es Soke oP a 
0 
also gleich X” fiir c=1, d.h. 1. Somit ist » =.1; zieht man 
noch die beiden Formeln in eine zusammen, so wird erhalten 
n(n —1)(n — 2)...(n— » + 2) 
(nty+1m+r—1)...4a—»+3) 


(» gerade) 


(vy ungerade) 


1 
ve XM dx = 


0 
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fiir alle ganzen oder gebrochenen n, welche die Integration auf der 
linken Seite gestatten, d. h. x-+-1 resp. n-+-2 positiv machen. 

Auf eine ganz verschiedene Art leitet Herr Cayley*) die 
Gleichung (10, a) ab, und giebt auch die unten folgende (10, 6) an. 
Indem er némlich setzt 


2a 1 2 
Sa Fae RA I ad 
entwickelt er 
ager a 


Vi—2exr+a® V1—fe 
in eine nach Potenzen von @ aufsteigende Reihe, d. h. in die Reihe 
Ia Ae teas See 
=~ 3.4...Qn) wen 
, andererseits kann er dasselbe offenbar gleich setzen 


ae 
yaya Vi-F) 


Entwickelt man auch den ganzen Factor von X” in eine nach 
Potenzen von # aufsteigende Reihe, A oni in 


(2n +1) ey bgt yetnee (8 , Geen Ue 


(Qn-+3) 2.4.(2n +5) 
(2n-+7)(2n-+ 9)(2n-+11) (BY? | 
a 2.4.6.Qn+) =, ++] 


und setzt schliesslich die Ausdriicke einander gleich, welche in der 
ersten und zweiten Entwickelung mit denselben Potenzen von £ 
multiplicirt sind, so entsteht die Gleichung (10, a). 


Die vorstehende Hiilfsformel ist keine andere, als die Entwickelung 
von e—"? nach absteigenden Potenzen von cosi#, wie man sofort bemerkt, 
wenn man 


pale. 

iiotone! i+yi—é 
cosiO ” 8 

setzt, indem 2 und @ reelle positive Gréssen bezeichnen. Man findet diese 
Formel aus Lagrange’s Umkehrungsformel, nach welcher die Gleichung 


wenn @ eine en 5. bezeichnet, ee 


g(a) = 92) + |S tg @@l + *- SHto@ Ino + « 


= 00 


*) The Cambridge and Dublin mathematical Journal, Cambridge 1848, Vol. LI. 
8. 120—121. 
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~l 


on 


Man mache nun 


fle) = — hi arly g(a) =(«e——)a 


und beriicksichtige, dass von den beiden Wurzeln der Gleichung 
h 
o_o 
ce 


diejenige gleich @ zu setzen ist, welche fiir h = 0 sich in a verwandelt, 
d. h. dass man hat 


ve ey ee 


Man findet dann durch Eimsetzen der speciellen Werthe in die allgemeine 
Gleichung 


1 d 
SY SS —Y we y—2\_. —y—1 __ pp —v—3 
a (x x ) ae (aw x ) 
1 ad’ 
—y—2 _ mm —v—4y) _ 
1.2 da’ Co u ) é 
oder endlich 
SS Sa —V Gs —y—2 j v(v-+3) —yv—4 v(v+4)(v-+5) —v—6 cots 
Ui ee eee Maer aoe ee ee 


einen Ausdruck, der mit dem obigen iibereinstimmt, wenn man fiir a, @ und » 
die ihnen hier zukommenden Werthe 


1—_ 8? 2 
ah il ee B ; y= 5 ys n+y 
B 6 
setazt. Wenn man endlich noch die Grésse 0 statt @ einfiihrt (s, 0.), so ent- 
steht die Gleichung 


Cte A 2eosi0)—” i (v+1) (2cosi0)-”-* 


v y 1 y+1 
(v+2)(v+3) (2cosi)-*—* 
s 1.2 y+2 
(v+3)(y+4)(v+5) Qcosif)-”— 
r 1.2.3 aa eTOF 


Wenn fiir » eine negative ganze Zahl auf der Rechten gesetzt wird, so 
hat man statt der vorstehenden die verwandte Gleichung 


Zcosyp _— (2cosp)” = (w—1) (cosg)’* 


v v 1 y—1 
4 (v—2) (v—3) (2cosq)’—* 
ib aoe y—2 


Nachdem durch die Gleichung (10, a) «” in eine nach Kugel- 
functionen geordnete Reihe entwickelt worden ist, lasst sich die 
am Anfange dieses Paragraphen gestellte Aufgabe leicht erledigen. 

Es soll die Function f(x), welche in die Potenzreihe 
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f@) =—co4=4e-- C0" ove : 
entwickelt vorliegt, in eine nach Kugelfunctionen geordnete Reihe 
umgestaltet werden. Setzt man 

f(a) el BX? bX BM XN a a 

und fiihrt fiir die Potenzen von « die Reihen von Kugelfunctionen 

ein, so ergiebt sich naémlich 

: -s 1.2.3... (m+ I+ 2) | 
(LONG) a2. Tb) = Tas Oe iy (os j= ¥.Qn +3) Cn +2 
ear + 1)(n + 2)(m + 3)(n+ 4) oh 
2.4.(2n+3)2n +5) barr ) 
Anmerkung. Die Methode zur Bestimmung der Coefficienten a 
beruht wesentlich darauf, dass nach (9, 6) ist 


fe dx = 0 


Bes) 
wenn m und » verschieden sind; hiermit gleichbedeutend ist die 
Eigenschaft, dass 


sf “am X) dza=0O (m<n). 
= 
Denn durch Summation von Gliedern der letzteren Art, die 
man mit geeigneten Constanten multiplicirt hat, kann man das vor- 
hergehende Integral, und umgekebrt aus Integralen der ersteren Art 


Li | iM} i 
/ x" de, of Peo ae fost Xtde, .. hy os Xo oes 


mit Hiilfe von (10, a) jedes Integral der zweiten bilden. 

Aus meiner Arbeit ,Mittheilung tiber Kettenbriiche‘, die bereits 
§ 7, S. 22 erwahnt wurde, geht hervor, wie man statt der X andere 
ganze Functionen von beliebig vielen verschiedenen Arten (die an 
dieser Stelle gleichfalls X heissen mégen) auffinden kann, die sich 
aus dhnlichen Griinden zu Reihenentwickelungen eignen. 

Es sei f(z) eine zwischen «=a und «= 6 gegebene reelle 
endliche Function. Wird der n'* Na&herungsnenner eines Ketten- 
bruchs fiir das Integral 


dureh X” bezeichnet, so versehwinden die beiden Arten von Inte- 
gralen 


Sf. 
= 
=-l1 
—_— 
_~ 
— 


Entwickelung nach Kugelfunctionen. 


~1 
-1 


2 (m) ~-(n) b 
ys xX ((@) da, fo XN) ae 


e 
a a 


sobald m<m, woraus sich erklirt, dass die X, welehe im $7 mit 
der Bezeichnung M(x) aufgefiithrt wurden, die dort angefiihrte Rolle 
bei der Berechnung der Integrale dureh Anniherung spielen. Das 
Verschwinden solcher Integrale ist eine bestimmende Eigenschaft 
jener Funetionen X. 

poist fir f@jy=— ee == = 1 b= I 


und der Nenner X” gerade die Kugelfunction n'" Grades. Ein 
zweites Beispiel giebt die Annahme 
fa) = y1 —2’, Gas SUN, Nii I 
die Nenner des Kettenbruechs von 
ats dz a 
——— <= — a 
(G=- oer 8 gt 


—1 


sind dann die ganzen Functionen X, welche 


af xr) yO dx 
yi-a 


== 


zu Null machen. Ohne den Kettenbruch wirklich zu bilden kann 
man in diesem Falle die X finden; setzt man nimlich in dem 
Integral 


SJ cosme cosng dg = 0 


0 

cos =a, so wird cosnm eine ganze Function n'°? Grades von a, 
die X” heisse. Dann wird, nach der bekannten, Seite 75 aufge- 
fiihrten Formel, X" durch die Gleichung gegeben 
2 xO Cig Cet an C2 amet (Set) (Saat) (Qay* ~ 
n n it n—1 172 n—2 

Bei Entwickelungen nach allen solechen X” kann man also die 
Coefficienten nach denselben Regeln bestimmen wie bei Reihen von 
Kugelfunectionen. Das Allgemeine hieriiber und die Beweise findet 
man in dem 2. Zusatze zum 5. Kapitel. 

$17. Ein Beispiel von der Art, wie die Ausdriicke (10) an- 
gvewandt werden kénnen um eine Potenzreihe nach Kugelfunctionen 
zu entwickeln, bietet die Function 


soe 
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a 1 £ x 
y—-a sy y” Bee 


dar. Aus (10, b) ergiebt sich die Gleichung 


(i)... +=" 3S" Gat) P@ 0, 


venta 


wenn man setzt 
: A ITn DE a 
COA rar perprcar© e 
@ANDOL2) 4 54 @HNOTDOLNOFD yo sy... 

2.(2n-+ 3) 2.4.(2n + 3)(2n 4-5) 

Auf die Gleichung (11), welche ich in meiner Theorie der An- 
ziehung eines Ellipsoides*) mitgetheilt habe, sei schon hier hin- 
gewiesen, da sie nicht nur bei den Anwendungen der Kugelfunc- 
tionen auf die im Titel jener Abhandlung angegebene physikalische 
Untersuchung auftritt, sondern auch neue Gesichtspunkte fiir die 
Theorie der Kugelfunctionen gegeben hat, und vielfache Anwen- 
dungen findet. So hat sie Herr Carl Neumann zum Ausgangs- 
punkte fiir seine Abhandlung**) ,Ueber die Entwickelung einer 
Funetion mit imaginirem Argument nach den Kugelfunctionen erster 
und zweiter Art‘ genommen (m. vergl. unten § 45), hat auch ein 
Analogon fiir dieselbe in seiner Theorie ***) der Bessel’schen 
Functionen“ aufgestellt; Untersuchungen Anderer folgten darauf 
nach ahnlicher Richtung. 

Die Potenzreihe, von der man bei der Ableitung ausging, con- 
vergirt nur und immer, wenn #M2<-#y. Diese Bedingung ist 
also fiir die Herleitung erforderlich, aber fiir das Resultat, fiir das 
Bestehen von (11), weder die nothwendige noch die hinreichende. 
Das letztere ist sofort einleuchtend, da Q°(y) offenbar gleich 
zlog(y+1)— 4zlog(y—1) ist, also fiir y = -+1 unendlich wird, wih- 
rend y—a sich in +1—a@ verwandelt. Ich habe gefunden und in 
der ersten Auflage dieses Handbuchs nachgewiesen +), dass die 
Gleichung (11) fiir solehe Werthe von @ und y bestehe, 
fiir welche 


*) Crelle, Journal f. Math. Bd. 42, 1851. 
**) Halle bei H. W. Schmidt, 1862. 
**) Leipzig, Teubner, 1867. 
+) Dieser Beweis ist durch Herrn Thomé vyereinfacht worden im 66. Bande 
von Borechardt’s Journal in der Abhandlung: Ueber die Reihen, welche nach 
Kugelfunctionen fortschreiten 8, 337—843, 
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M(a—Vv¥e—1) > My—Vy—). 
Kinen einfachen Beweis findet man hier im § 45. 

Diese Bedingung konnte Herr Neumann, wie aus § 10, S. 40 
hervorgeht, geometrisch so ausdriicken, dass die Gleich. (11) be- 
steht, wenn die Ellipse mit den Brennpunkten +1, welche sich 
durch den Punkt 2 legen lisst, von der confocalen Ellipse ein- 
geschlossen wird, welche durch y geht. Wahrend also, bei fest- 
gehaltenem y, die geometrische Reihe fiir (y—a)— convergirt, so 
lange @ in einem Kreise liegt, der um den Anfangspunkt mit dem 
Radius -“y beschrieben ist, also durch den Punkt y hindurehgeht, 
ist die Reihe (11), in welche dieselbe Function entwickelt wird, 
von einer ganz andern Natur, da sie convergirt, so lange sich » 
innerhalb der oben niiher bezeichneten Ellipse befindet. 

Die Functionen Q”(«) sind ebensowohl wie die P” Producte 
einer Potenz von # in eine hypergeometrische Reihe, indem (8. 12) 


IIn nr "eb n (f 1T) 77 1 i 
Memos a Pt ae) 
SOD a Gn 4 oe naap( Mtl n+2 1 


Von den Eigenschaften solcher unendlichen hypergeometrischen Reihen, 
iiber welche in dem Zusatz zu diesem Kapitel gehandelt wird, mégen 
hier die folgenden in Erinnerung gebracht werden, die meist in der Sectio 
tertia der betreffenden Abhandlung von Gauss (Disquisitiones gen. etc.) ab- 
veleitet sind: 

i 1) Von einer gewissen Stelle an wechseln die Glieder der Reihe F(a, 8. y, 1) 
ihr Zeichen nicht, und wachsen immerfort oder nehmen immerfort ab. 

2) Sie wachsen in’s Unendliche, wenn a@-+-6—y— 1 positiv ist. 

3) Sie convergiren zu einer endlichen von Null verschiedenen Grenze, 
wenn a+@—y—1 = 0. 

4) Sie convergiren zu Null, wenn a-+@—y—1 negativ ist. 

5) Die unendliche Folge von den Gliedern der Reihe, d.h. von 
a8 att) &(8-+1) 
ae 1.2.y(y+1)  ’ 
hat nur und immer eine endliche Summe, wenn a-+ 6—y negativ ist. 

6) Man kann an dieser Stelle ferner mit Gauss beweisen, dass (4—a) S 
fiir a = 1 verschwindel, wenn S eine solche Potenzreihe 

S=c,+¢,¢+¢,x°+-- 
hezeichnet, deren Glieder c, mit wachsendem » zu Null convergiren, die also 
jedenfalls selbst convergirt, so lange w<1. Es ist nimlich (1 —a@)S, so 
lange w<1, die sicherlich convergente Reihe 
eC) +2,(¢, =) ai x*(C,— c,) Eth 


Der Werth dieser Reihe fiir @ = 1 ist (nach einem Satze, den Abel im ersten 


1, 
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Bande des Crelle’schen Journals, in der Abhandlung tiber die binomische 
Reihe aufgestellt und bewiesen, den Dirichlet im 27'" Bande des Liou- 
ville’schen Journals*) sehr einfach bewiesen hat), gleich der Summe der ein- 
zelnen Glieder, nachdem man aw in denselben gleich 1 gesetzt hat, voraus- 
gesetzt, dass die Reihe derselben noch convergirt. Dies geschieht in dem vor- 
liegenden Falle, da die Summe der ersten Glieder vom 0'*” bis zum 2'*" 
A) +(¢,— 6, 1:(@,—6;) a ars (Cu—Cn—1) = On 

mit wachsendem m2 zu Null abnimmt. 

7) Sind ferner die c reell und positiv, und ist ¢,41<<¢, fiir jedes 2, 
so convergirt die Reihe 

C, +ce,a+¢,0° +. 

noch fiir alle Werthe von a, fiir welche M(x) es ile iine lie wy = il lhevnn 
sie divergent sein. 

Beweis. Der Modulus der Summe zweier complexen Zahlen 


u = r(cosa-+tsina), © = (cosB + isin) 
d. h. die Quadratwurzel aus 
: r+ 2re cos(a—B) + 
ist als Seite emes ebenen Dreiecks kleiner als die Summe der heiden anderen 
r und g, ndmlich der Moduln von w und von v. Daher ist der Modulus der 
Summe der ersten m Glieder in (1—a@)S kleiner als 


MC, + MC, — 6) + MO —&) + + + M(Cn— Ens) 
<6 “(65 SS EQeE Ce, Seesale act (Cn—1 a Cn)s 

d.h. <<2¢,—ce,. Die Summe der Moduln dieser positiven Grissen, bleibt 
also fiir jedes 2 immer unter einer endlichen Grésse; daher haben die Moduln 
und daher auch die Glieder selbst eine Summe. Da nun (1—2@)S einen 
Werth besitzt, so hat auch § einen solchen, wenn nicht a gleich 4 wird. 

Die hypergeometrische Reihe, welche Q”(@) darstellt, wird fiir 
x =1 unendlich, bleibt aber fiir jedes andere x, dessen Modulus 
gleich 1 ist, endlich, wihrend (1—2)Q"(a) fiir 2 = 1 verschwindet. 
Im Zusammenhang mit der Entwickelung, welche (11) giebt, kom- 
men freilich solehe Werthe von y, deren Modulus <1 ist, nicht vor, 
da M(y—Vy?— 1) fiir dieselben gleich 1 wiire (Man vergl. S. 40 
unter No. 2), also nicht kleiner sein kénnte als .”/(# — y'x*—1), wie 
doch zum Bestehen der Entwickelung verlangt wird. Darum ge- 
niigt es, vorliéufig die Reihe (12) nur so lange Q zu nennen, 
wie My>1. 

Man bemerkt, dass die Reihe fiir P"(w) sich durch Vertauschung 
von » mit —(n-+ 1) in Q"(x) verwandelt, wihrend die Differential- 
gleich. (8) fiir P dureh dieselbe Vertauschung ungedndert bleibt. 


*) IL. Série, T. VII, 1862, S. 253. 
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Dies deutet darauf hin, dass auch Q(x) ein particuldres Inte- 
gral von (8) sein wird, welches aber von P verschieden sein 
muss, weil die Reihe Q(a) fiir = 1 unendlich wird, oder auch 
weil sie fiir 2 = oo verschwindet, wihrend P” im Endlichen end- 
lich bleibt, im Unendlichen sogar unendlich wird, sobald »>0. 
Um diese Beziehung zwischen P und Q nachzuweisen, setze man 


Dann erhilt man successive 
ee ee i Ke) = (2), 
Ov Ov 
ha) eet Sey ga ieee ba 7 eo 
(a)? = — Gy) 5 + 2yo-1 


und hieraus die Gleichung 


ce) an OV 508) 
Entwickelt man v nach a1) in eine Reihe und benutzt (8), so 
ergiebt sich 


Zen+ Pr @[ 5 (a-1) 1 norw) =o; 


da Null sich nur auf eine Art a, Kugelfunctionen P"(a) ent- 
wickeln lisst, so muss der Factor von (2n+ 1)P"(a) fiir sich ver- 
schwinden, so dass in der That Q"(x) derselben Differentialgleichung 
(8) wie P(x) geniigt. 

Die hier eingefiihrte Function Q(@) habe ich, wegen ihrer Ver- 
wandtschaft mit den P, Kugelfunction zweiter Art genannt. 
Hier ist sie durch (12), und nur fiir den Fall, dass /(@)>1 de- 
finirt; im folgenden Kapitel wird ihre Definition verallgemeinert, 
so dass sie fiir alle Werthe der Veriinderlichen x eine Bedeutung 
behiailt. 

Wie P” ein nfacher Differentialquotient einer einfachen Function 


ist, so lasst sich Q” als einn+1faches Integral einer sol- 
chen darstellen; wahrend nach (3) 
P 1 d(@*—1) 
EC a 2” TIn VEE 
so hat man hier offenbar nach der Definition (12) 
dant 


(13) Bice CP WC me an J (x? (1? 
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io) 


wenn das Symbol dat! die n+ 1fache Integration andeutet, welche 


jedes Mal von « bis co ausgefiihrt wird. (M. vergl. § 32.) 

Die Formel (44) ist nur ein specieller Fall der allgemeinen, welche im 
Il. Bande bei der Behandlung einer Aufgabe iiber das Rotationsellipsoid ab- 
geleitet. wird: 


1 1 
=< : “= 2n-+-1) P"(cos 0) P"(cos0,) Q"(0), 
Vo —cos(0+6,) Vo—cos(—8G,) FEE ET 
aus der fiir 0, = oe folgt 
1 1.3...(2n—1) 2n 2n 
SSS A), An 1 P cos 0 
amg ~ AO Say OF) POD OO) 


§18. Ein zweites Beispiel fiir die Anwendung der For- 
meln (10) liefert die Entwickelung einer Exponentialgrésse, deren 
Exponenten man mit Riicksicht auf spitere Untersuchungen in die 
Form bringt iscosm, es mége 2 eine reelle oder imaginire Grésse 
vorstellen. Zuniichst ist 


ia 13 C08 izcosm)? 
e708? = 7 Ne as ee ees 
entwickelt man nach Kugelfunetionen von cosg, macht also in (10, 6) 
ee 
A Dt 


so erhalt man 
(14)... ef 8? = Sin + 4) i" Wn(z) P” (cosq@), 


wenn gesetzt ist 


n° 


(14, a)... 3U,n(s) = BeBe rorueiy cs 2.(2n+38) 


z* 
T 24 Qn + 3)Qn 45) rep 
Zur Vergleichung stelle ich neben diese Reihe die Entwicke- 
lung derselben Exponentialgrésse in eine trigonometrische Reihe 


(14, b) 6.0. e9 = Js) +2 Si"J,(seosng, 
z2 


(14, Cc) S00 di) == 2. si oe (ites 2.Qn+ (Qn + 2) 2) 


x r 
sie sy We: /m> vO) 3) 
2.4.(2n + 2)Qn-+4) 
so dass w und J wiederum hypergeometrische Reihen werden. 


Will man die Reihe an dieser Stelle ableiten, so kann man iihnlich ver- 
fahren wie bei der Ableitung der vorigen, nimlich die Exponentialgrésse nach 
Potenzen von %cos@ entwickeln, die Potenzen yon cos@ in Cosinus der Viel- 
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fachen von g umsetzen, und die Glieder sammeln, welche in den Cosinus 
eines bestimmten Vielfachen cosmq multiplicirt sind. Man gelangt zu dem- 
selben Resultate, wenn man sich des Satzes bedient, nach welchem die Coef- 
icienten trigonometrischer Reihen durch bestimmte Integrale ausgedriickt wer- 
Jen. Nach demselben ist 


, 1 ae 
sR s) bf eS? cosng dep. 
0 


Dann entwickelt man die Exponentialgrésse nach Potenzen von iz cos, und 
benutzt um die Integrale 


qt 
- cos” p cosng dg, 
0 
die dort auftreten, wo sie nicht Null sind, zu berechnen, die bekannte Formel: 
Tt 
2 na II(a-+ b) 
gern f coseté s iD do = , 

svt” pp cos(a—b) @ dp Ta IIb 


0 
in der a@ und 6 irgend welche reelle positive Gréssen bezeichnen. 

Diese Function J,(z) heisst Cylinderfunction, und spielt 
eine Ahnliche Rolle bei den Untersuchungen iiber das Potential 
eines Cylinders wie die Kugelfunction bei der Kugel. Ueber 
dieselbe wird an einer anderen Stelle gehandelt, wo sie als Grenze 
der Kugelfunction auftritt (§ 59, Gl. 43, 5). Man nennt sie auch 
wohl Bessel’sche Function, aber nicht ganz mit Recht, da sie be- 
reits von Fourier in seiner Warmetheorie eingefiihrt und unter- 
sucht ist. Die Functionen, welche ich hier vorliufig mit w be- 
zeichnet habe, die aber, wie man im III. Theil bemerken wird, 
keines besonderen Functionszeichens in einer allgemeinen Theorie 
bediirfen, ti@ten bei der Betrachtung des von der Zeit abhingigen 
Wiirmezustandes in einer Kugel auf und sind von Poisson unter- 
sucht worden, der fiir sie das Resultat*) fand, es lasse sich wy, (s) 
in die Form 

: Wn(S) = 2-"(Z sinz— Z'cosz) 
bringen, wenn Z und Z! zwei dort angegebene ganze Functionen 
bezeichnen. 


Herr Bauer**) zeigte, dass Z’ und Z, abgesehen von einem numerischen 
Factor, Niherungsziihler und Nenner des Kettenbruchs fiir tangz sind; er zeigt 
ferner, dass die Entwickelungscoefficienten b™ bei Entwickelungen nach Kugel- 
functionen noch fiir einige andere Functionen, welche einfache hypergeometrische 
Reihen sind, sich in eine ihnliche Form Zy(z)— Z'n(%) zerlegen lassen, wo 


*) Poisson, Théorie mathématique de la chaleur, Paris, 1835, No. 82, S. 161. 
**) Borchardt, Journal f. Math. Bd. 56: Von den Coefficienten der Reihen 
von Kugelfunctionen einer Variablen, S. 118. 


g* 
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Z und Z!' ganze Functionen, und zugleich (wesentlich) die Naherungszihler und 
Nenner des Kettenbruchs fiir den Quotienten y:7 werden. Die Ausdriicke fiir 
die Z und Z! kommen bei ihm noch nicht vor. Eine bessere Kinsicht, noch 
weitere jiihnliche Resultate und auch die Ausdriicke fiir die Z und Z 
selbst, erhilt man mit Hiilfe der allgemeinen Untersuchungen, welche sich 
in meiner’ Abhandlung*) ,,Ueber die Zahler und Nenner der Naherungs- 
werthe von Kettenbriichen* finden, nach denen solche Darstellungen nicht 
wesentlich mit einer Entwickelung nach Kugelfunctionen zusammenhangen. Es 
lisst sich vielmehr allgemein F(a-+-n, B-+n, y-+2n, 5) durch die Form 
Z F(a, B, y,%)—Z' Fa, 6+ 1, y—1,2) darstellen, in welcher Z:Z! ein 
Naherungsbruch des Kettenbruchs fiir F(a, 8 +1, y+ 1,%%): F(a, B, y, 4) ist, 
und zwar lassen sich die beiden ganzen Functionen Z und Z! ziemlich einfach 
darstellen. Man vergl. hiertiber den Zusatz zum 5. Kapitel. 


Wenn man eine Function 
f(@) =c,+¢,2+4+ 6,04: 
nach Kugelfunctionen X entwickelt, die selbst eine hypergeome- 
trische Reihe ist 
{[(@w) = F(@, B, ”) ka), 
so wird der Coefficient von X® durch eine hypergeometrische 
Reihe héherer Ordnung ausgedriickt, nimlich durch 
reese (a +n-1) (Bint) " [14 (o+n)(o+n+1)\(G+n)(B+n+1) A? 
1.3...2n-1).(y+n-1) 2.(2n+3).(y+n)\(y+n+1) 
(a+-n)...(a+n-+ 3)(64-n)...(8@+n-+ 3) Ro]. 
2.4.(2n-+ 3)Qn-+ 5).(y-+-n)...(y+n-+ 3) 
Dieser Ausdruck zieht sich ausser in den dureh die Gleichungen 
(14) erledigten Fallen, fiir jedes », noch weiter zusammen, wenn 
fiir a, 6, y geeignete specielle Werthe gesetzt werden; ausserdem 
vereinfacht sich zuweilen ein Coefficient b™ ganz besonders da- 
durch, dass sein Index m eine Beziehung zu einem der Elemente 
a, 6, y besitzt. Ein Beispiel liefert die bekannte Gleichung 
MP Gas ee ee 
APOE os aa Cs a OC i hay 
welche Legendre an verschiedenen Stellen, zuerst in den Schriften 
der Savans étrangers T. X, S. 426, iibersichtlicher in den Memoiren 
der Pariser Akademie von 1784, S. 377 bewiesen hat. 
Setzt man, um diese Gleichung abzuleiten, 
fl) = (1 +-ka*)-”, 
so wird fiir ein ungerades 7 offenbar 6” = 0, wiihrend man nach einer ge- 
ringen Modification des oben angegebenen Verfahrens findet 


*) Borchardt, Journal f. Math. Bd. 57, § 3, Formel (14). 
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Sea ee ye v(v-+-1).. OES 


fan ne Dra 4, n-+v, 2n+ 3, —A). 
Fir vy = n-- 3 vereinfacht sich der neh Ausdruck zu 
4n+1  (—k) 


Qn-+41 (A+ kytt 


Dies ist also der Coefficient von X°” in der Entwickelung von 


f(a) = A+ katt, 


andrerseils wird er aber gleich 
2n 
Qntpf f(a) Xda. 
1 


Durch Gleichsetzung dieser beiden Ausdriicke findet man sofort die Gleichung 
von Legendre. 

Endlich stelle ich noch die Entwickelung nach Kugelfunctionen fiir einige 
Ausdriicke zusammen, die ich zum Theil der Abrandiing des Herrn Bauer 
entnehme,; ohne die Beweise hinzuzufiigen, die keine Schuseripkorer darbieten ; 
man erhilt die Ausdriicke durch Anwendung von (10, b) oder. derjenigen Hilts 
miltel, welche nachher angegeben werden. 


Qua) = BX TS TE XH A CaF NH pet 
ee = x*psqyxr + 0(2%) x4. 
= aresing | a= S Xt (AUX sore Sh Xe+ 
SVise = 4X'—5 AG xX ie 
2 AS ea) x'— 


Die beiden ersten Gleichungen sind dieselben wie (10, a), nur nach Functionen 
mit aufsteigendem Index m geordnet, wihrend der Index in (10, @) abstieg, 
Wenn fiir 2m resp. 2u-+-1 eine gebrochene Zahl vy gesetzt wird, so sind diese 
Reihen, gemiiss der Ableitung durch Legendre’s Methode, und nach der vor- 
geschickten Bemerkung auf S$. 72 noch anwendbar, stellen aber die Linke nur 
fiir positive @ vor; von den rechten Seiten bleibt die erste offenbar unver- 
andert durch Vertauschung von 2 mit —a, wihrend die zweite ihr Zeichen, 
aber nicht ihren Werth dndert. 

§. 19. Wir kniipfen bei den Untersuchungen im § 16 an. 
Wiihrend dort an die Spitze die Aufgabe gestellt wurde, eine auf- 
steigende Potenzreihe nach Kugelfunctionen zu entwickeln, so han- 
delt es sich hier darum, eine trigonometrische Reihe nach 
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Kugelfunctionen zu entwickeln. Diese Aufgabe reducirt sich 
auf die beiden, erstens sinn0@ und zweitens cosn@ nach Kugel- 
funectionen von cos@ = zu entwickeln, wenn m eine ganze Zahl 
bezeichnet. Dies geschieht durch die Gleich. (15, a) und (15, d). 
Zunachst werde ich die Entwickelung nach der Methode vornehmen, 
die ich urspriinglich benutzte und die in der ersten Auflage ange- 
geben wird; sie ist zwar weitliufig, bedarf aber nur elementarer 
Hiilfsmittel. Ich lasse dann eine zweite Methode folgen, die kiirzer 
ist, und noch anwendbar bleibt, wenn auch x eine gebrochene Zahl 
bedeutet. Die Formeln, welche sich auf ein solches » beziehen, 
wiirde man allerdings aus den fiir ein ganzes » geltenden sofort 
ableiten kénnen, da cosnax in solehem Falle sich in eine bekannte 
einfache, nach Cosinus der ganzen Vielfachen von x fortschrei- 
tenden Reihe entwickeln lisst. Direct, ohne diesen erheblichen 
Umweg, hat zuerst Herr Most *) die Formeln, welche sich auf ein 
gebrochenes m bezichen, durch ein (drittes) Verfahren abgeleitet, 
welches unten, im letzten Theil des § 20, angegeben wird. 

Erste Methode. 

1) Die Entwickelung von sinn@ nach Kugelfunctionen. 
Setzt man 

sinn@ = Sa™X”", 
so wird nach (9, a) 
CO mee) f “P” (cos 0)sin n Osin 0 dd. 
0 


Das Integral auf der rechten Seite lisst sich in die Differenz von 
zwei einfacheren zerlegen, und man findet 


4a” Ly fie: n/a 
Qrila =f P'(cos@)cos(n—1)0d0— pay Aes (cos@)cos(n+1)0 dé. 
0 0 


In dieser Form erkennt man die Bedeutung der beiden Glieder auf 
der Rechten; es ist némlich 


ey se (cos 0) cos m6 dé 
1) 


der halbe, fiir m=O der ganze Coefficient in der Entwickelung 


von P’(cos@) nach Cosinus der Vielfachen von 0, und kann daher 
sofort der Gleich. (a) des $5 entnommen werden. Man hat nim- 
lich: Es ist 


*) Borchardt, Journal f. Math. Bd. 70, 
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By vere TI(s — 3) (m+ s— 3) 
CLO) AL3 sf P”*” (cos 0) cosm6d0 = —-_2 = 
mod TI1(s) 11(m +-s) : 
wenn s eine nicht negative ganze Zahl bezeichnet, dagegen 
“P” (cos 0)cosm6 dd = 0, 


0 

wenn die Summe der beiden nicht negativen ganzen Zahlen m und 
y ungerade, oder » griésser als m ist. 

Hieraus ergiebt sich 

Aged) __2.4,..(2n — 2) 
(Qn+4s—1)ma 1.3...Qn— 3) 
a eS 3)  (@n—1)(2n + 1)...@n + 2s — 38) 
7.4.6. Qn42H)Qn+4)...Qn-2s) ? 

so dass man see die Gleichung erhalt 

= 1300-3 sinn@ = (2n —1)P”* (cos) 

+-(2n +3) ao iS OP 080) 
} -. ((n— ed + 1)’—n prs 

+Ont DGS aa OO + 

2) Die oan von cosné. Um dieselbe zu finden, 
kann man sich nicht der Formel (f) des § 5 in derselben Art be- 
dienen, wie so eben der Formel (a), da die erstere noch nicht be- 
wiesen ist. Man setze jetzt P” gleich einer trigonometrischen Reihe, 
welche nur Sinus der Vielfachen von 6 enthalt, némlich 

P” (cos 0) = ¢, sind +c, sin26 +---; 

fir 06 = 0 und 6 = 7@ stellt die rechte Seite bekanntlich nicht mehr 
die linke vor, sondern hat den Werth Null. Es handelt sich zu- 
nichst um die Ermittelung von 


Cn = rae P’(cos6)sinm6d0. 


Dieses Integral ede} fiir alle ganzen m von m=1 bis 
m=v; denn sinm@ ist gleich dem Produkte von 2sina in 
cos(m—1)6 + cos(m— 3)0+--+, 

wenn die Reihe mit cos1.0 oder cos26 +4 schliesst. Letztere ist 
eine ganze Function von cos@ = « héchstens vom Grade »—1; 
also verschwindet c,,, wenn die ganze Zahl m nicht grésser als » 
ist. (M. vergl. § 16, S. 71.) 

Um die c genau zu bestimmen, geht man davon aus, dass nach 
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§ 5, a die Function P die Form hat 

P” (cos 0) = %, cosv0 + x, c08(v—2)0-++--, 
wo die x bekannte numerische Coefficienten bezeichnen. Maultipli- 
cirt man auf beiden Seiten mit sinmOd0 und integrirt von 0 bis 


Cn, auf der rechten Seite identisch Null, 


wenn nicht m-+-v eine ungerade Zahl wird. Ist aber m+  un- 
gerade, so hat man 


1 
zon = % m atmo) +" Gee +» — (eee) 


und die Reihe schliesst, je nachdem » ea oder gerade ist 
(m gerade oder ungerade) resp. mit 
1 1 
m+itm—1  (m! m’ 
Diese Reihe lasst sich durch eine Formel von Pfaff*) summiren, 
die sich auf solehe hypergeometrische Reihen bezieht, welche zwei 
Elemente mehr besitzen, als die Reihe von Gauss. Einfacher fihrt 
aber folgendes Verfahren zu einer Summation der Reihe: Nach der 
vorstehenden Gleichung ist, immer m+» ungerade vorausgesetzt, 


7, so entsteht links 


A : : ; 
> em eine rationale Function von m, deren Nenner aus dem Pro- 


ducte der Factoren m-+-v, m—v; m+v--2, m—v+2; ete. besteht. 
Aus der vorhergehenden Betrachtung aber folgt, dass der Zahler 
verschwindet, bei geradem vy fiir m= +1, +3, ete., +(@—1), bei 
ungeradem » fiir m= +2, +4, ete, +(v—1), und fiir m= 0; — 
ausserdem aber fiir keinen Werth von m, da der Zahler einen ge- 
ringeren Grad hat als der Nenner. Bezeichnet u eine Constante 
nach m, so ist also 


“alas +1)(m— v+3)...(m+» == )s 

(m— v)(m — v-+ 2)...(m + v) 
Die Constante w bestimmt sich dadurch, dass, wie aus dem Aus- 
druck von ec durch die Reihe hervorgeht, mzc,, sich fiir m = 20 in 
4(k,4-k,-+ +++) verwandelt. Dies ist aber 4P"(1) = 4, wiihrend es 
andererseits wm giebt. Man hat also das Resultat: Bezeichnen 
mund »v ganze positive Zahlen, so wird 


C Mb 


*) Nova acta Petropol. T. XI, 1797. Supplément & Vhistoire, S. 51. 
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(inwhyee if "P” (cos) sinm0d0 
9) 


__ (m—v +1)(m— v + 3B)...(m + »—1) 7 
ae (m— v)(m—v-+2)...(m +r) ~ 4 
wenn m>v und zugleich m+v ungerade ist. In den an- 
deren Fallen ist das Integral Null. 
Unmittelbar durch diese Gleichung finde ich die Entwicke- 
lung von P nach Sinus der Vielfachen von 0, welche schon 
im § 5, f angefiihrt wurde 


Cny 


ne UE As — 
atoms. 7p (e080) = 5 — ten (sin(n eI 
AG fat ae. 3 ees (a+ 1)(m +2) 3 
7 1. Qn +3) sin (v + 3)6 +- 1.2.2n43)2n-45 By ee sayt 


Fiir » = 0 erhalt man hieraus die bekannte Entwickelung von 
1 in eine Sinusreihe. 
Um nach diesen Vorbereitungen die gesuchte Entwickelung fiir 
cosnO@ zu finden, setzt man 
cosn 0 = b°P*(cos@) + b'P'(cos 6) +--+, 
wa” =f "P” cos nO sinOd0 = % (Cxy1— eu») 
Ist +» ee so giebt die rechte Seite 
a ee A een ey Pe) 
Bee Ia Die 
und damit die gesuchte Formel 


| ad S), 
cl Eee CHED cosnd = 2n 4 1)P"(cos0) 


OAS, 
Soran = = GL) a 
Cine ee =a 
Ec oth LD) SS eet SOR ea 
ee!) eg =a | 


Durch die Formeln ie a) und (15, d) ist die Aufgabe dieses 
Paragraphen nach 8. 86 gelést. 

Zweite Methode. 

In den Formeln, durch welche sinm@ und cosm@ nach den 


Potenzen von sin@ entwickelt wird, setze man > — @ fiir 6 und 


ad 
darauf cos? = x, so erhialt man die Ausdriicke, welche den weiterén 
Entwickelungen zu Grunde gelegt werden 
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© m m? (m? — 2° 
(i) nenrs cosm( -- 0)= 1— i) x” +- ees ) xt — 
: 7 ma  m(m>— 1? 
sinm( FO) =") or e 
m (m* — 1*) (m? --- 3") 
Teel oe ee 
Diese Gleichungen gelten fiir positive x; dass die erste fiir 
negative x dasselbe, die zweite das entgegengesetzte giebt, wie fiir 
positive w, ist klar; m kann eine beliebige reelle Grosse 
sein. Ich werde nur jede von den beiden Reihen fiir sich in 
Kugelfunectionen umsetzen, und nicht cosm@ oder sinm@ selbst, die 
man aus einer einfachen Combination der beiden Reihen, namlich 
durch die Gleichungen 


mit . mm 
cosm6@ = (a).cos ora + (6).sin 9 
nv7t m7 


sinm 0 = (a).sin—=— —(b).cos 


) 
erhalt; fiir ein ganzzahliges m a (a) und (6) geradezu die zu 
entwickelnden Functionen +- sinm@é und + cosmé. 

In das n'* Glied von (a) setze man fiir x” die ihm gleiche 
Reihe von Kugelfunctionen, am bequemsten, indem man sich der 
Form des § 18, S. 85 bedient. Dadurch entsteht als Factor von 
X’” eine Summe 

m®(m? — 2° nm —(2n—2)* 
rt DE 9 fe 2 +1)? 
welche nach m, aber erst von n= v an bis m = co zu nehmen ist. 
Riickt man das erste, naémlich das n =» entsprechende Glied vor 
die Summe, so bleibt unter dem Summenzeichen genau eine hyper- 
geometrische Reihe 
Fw-+im, »v—im, 2v+4+ 3, 1), 
deren Summe nach Gauss gleich ist 
ITs TI(2 +4) 
(y+ 41—m) + $1-+m) 


Reducirt man nach den bekannten Formeln fiir die IZ, so er- 


hilt man als Factor von X°” den Ausdruck 
int m*(m* — as .(m? — (2v — 2)*) 
a? a (m* —1°)(m* — 8*)...(m? = Qr F1Y)? 


also Rien fiir beliebige reelle m die Gleichung 
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m HES 


gi P(cosd) 
m? 2 
hi p28 sien mae ) 4 
iB 9 (im? —3*)(m? — 5*) tm (cos0) + oe 
die offenbar auch noch in dem speciellen Falle anwendbar bleibt, 
wenn m eine ungerade ganze Zahl wird. (cos@ ist positiv!) 
Dasselbe Verfahren, auf die Gleichung (6) angewandt, giebt 


. met 
n= 
G5, fp)... 0 ae nae Ts Mom His pP'(cos0): 
es an Syn : 
Ht aoa i. ) p> (cos6) + aay 


§ 20. Ausser den im Vorhergehenden angegebenen Mitteln, 
welche dazu dienen, ganz allgemeine Potenzreihen oder trigono- 
metrische Reihen in Reihen von Kugelfunctionen umzugestalten, 
kann man sich in speciellen Fallen zuweilen fiir ihnliche Um- 
formungen der Hiilfsmittel bedienen, welche in diesem 
Paragraphen zusammmengestellt werden. 

1) Wenn die Entwickelung einer Function f(x) nach Kugel- 
functionen gegeben ist, so kennt man auch die von wxf(a); ist 
namlich 

f(@) =a, X°+ a, X'+a,X" ++, 
so wird 
oe) = ax! +- (a, “: Sa Xt (Ga + jot gta X= : 
Beweis. Aus der Gleichung (1) S. 11 folgt 
log T = — } log(i —2aax + a”*) 
und hieraus durch Differentiation nach a 


d — 200+ a") +(a—#2)T= 0. 

Vertauscht man 7 mit der ihm gleichen Reihe von Kugel- 
functionen, so findet man hieraus die einfache und wichtige 
Gleichung 

CLO = iy en a Dak WX 10 
Neer Xs 

Diese Recursionsformel, welche gestattet X” fiir jeden In- 
dex m aus je zwei mriercctondent schliesslich aus X° = 1 und 
X'= ea wu berechnen, kommt im wesentlichen schon bei Gauss 


92? I. Theil. Zweites Kapitel. § 20; 16. 


vor *); ich entnehme sie einer Arbeit des Herm Bonnet **) und 
erwihne noch, dass derselbe darauf aufmerksam macht, dass aus 


ihr durch Sturm’s Methode die Realitaét der Wurzeln von X” = 0 
folge (die schon im § 7 bewiesen ist). Die Bedingungen, welche 
eine leichte Anwendung dieser Methode gestatten, sind ndmlich 
erfiillt, da die Function X" immer vom n'" Grade, X° eine Constante 
ist, und ferner nach (16), wenn X” verschwindet, die Nachbarn 


x"*' und Xx” entgegengesetzte Vorzeichen besitzen. 

2) Aus der Entwickelung von f(@) ergiebt sich die 
‘von f’(x) durch eine von Herrn Christoffel ***) gefundene Formel. 
Mit Herrn Bauer +) leitet man sie leicht ab, wenn man erwagt, 
dass X” nach x differentiirt nur die »—1', n—3"*, etc. Potenz 
von « enthalt, man also setzen kann 

dx" 
dx 


n--1 sn—3 
= An—1 XG —- an—-3 Xi -+ see 


Da allgemein 


2a, = (Qv+ vf 9 Eres ae 


wo v jede der Zahlen n—1, n-- 3, ete. vorstellt, und nach einer 
Integration durch Theile erhalten wird 


Yih = (2y -+- De 3h ye - de) 


das letzte Integral aber verschwindet (weil der Grad »—1 ge- 
ringer ist als 1), so entsteht die Gleichung 


*) Methodus nova integralium valores per approx. inveniendi no, 19. 

**) Liouville, Journal de Math. T. XVII, These de Mécanique S. 267. Gauss 
hat in seiner Abhandlung nirgend erwihnt, dass die Functionen, auf welche er ge- 
fiihrt wird, die Kugelfunctionen (erster Art), jene Laplace’schen Functionen seien. 
Sie treten bei ihm tiberall als Nenner der Nanerungswerthe eines Kettenbruchs auf, 
und erst Jacobi macht im 2. Bd. des Crelle’schen Journals 8.226 auf den Zu- 
sammenhang aufmerksam. In derselben Arbeit von Gauss kommen auch die 
Functionen, welche ich Kugelfunctionen zweiter Art nannte, vor, und zwar spielen 
sie eine Rolle als Reste bei dem Kettenbruche fiir log (w+ 1) —log(«—1); als par- 
ticulare Losungen der Differentialgleich. (8) habe ich sie in meiner Inauguraldisser- 
tation und dann im 26. Bande des Crelle’schen Journals § 2 neben die P gestellt. 

*“*) De motu permanenti electricitatis in corporibus homogeneis. Dissertatio 
inauguralis. Berolini, 1856, p. 53, 

+) Borchardt, Journal f.-Math. Bd, 56, 8, 102 
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d € r— ai n—5 
= Qn — WX" On—5)K" 4 On XP 4..., 
welche mit 3.X’ oder mit 1. X° schliesst. 
3) Aus (16, a) folgt unmittelbar 
ax”?! Ap eae 
an — (9 zn 
(1.65.5) cay . da ae (Qn+1)X 


und durch Integration schliesslich 
t 
(16, c) icine (2n 4 yf Xda has Nee yn 


Man kann diesen Gleichungen noch eine Reihe ihnlicher hin- 
zufiigen, z. B. 


CGO) ec « 


Xe OX ets OX. 


(16d)... Qn+1)e— =n + (n 41). 


Ein Beispiel fiir die Art, wie diese Formeln zu verwerthen 
sind, wenn die Function, welche in eine Reihe von Kugel- 
functionen entwickelt werden soll, durch eine Diffe- 
rentialgleichung definirt ist, liefert die 

Dritte Methode. 

Indem ich hier im wesentlichen Herrn Most folge, gebe ich 
aus seiner Arbeit nur das, was hierher gehdrt. 

Jede lineare Verbindung von cosm@ und sinmd, also jeder 
Ausdruck 3 von der Form 

6 = acosmO + bsinmO, 
in dem a und b irgend welche gegebenen Constanten bezeichnen, 
wird der Gleichung geniigen 
dz + m’sd@’ = 0, 
Diese verwandelt sich durch die Substitution cos@ =a in 
(1 —- @)d’s —adzdx + m’s da” = 0. 
Entwickelt man zs in die Reihe 
2=¢,X°+e¢,X'+¢,X"4--=Se,X’, 
setzt dieselbe in die obige Differentialgleichung ein, und reducirt 
durch die Gleichung (8), nach welcher 
2% rV 7V 
(2) — sae — i EO ea pe: 


so entsteht 


Sc,[ad X” + (m?— v(v +1) Xda] = 0. 
Durch (16, d) und (16, b) verwandelt sich das Vorstehende in 
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d (m? — v”) xX" (= @+ Does 
Bote) 
dx <% 2v-+-1 a 
folglich erhilt man fiir die Coefficienten c die Relation 
2v-+5 m*>— y?* , 
ve + 


O12 Oye me (ago) 
Es bleibt nur noch c, und ¢, zu bestimmen, aus denen durch die 
vorhergehende Formel die iibrigen Coefficienten recurrirend gefunden 
werden. Da nach (9, a) 


ose rf (acosm + bsin m6) sin 0d6, 
0 


eS 
¢, = 


ty) 


i (acosmO + bsinm6)cos sin 6 dO, 


so erhailt man 


mC ° 
cos — 
z (ae gen + bsin =) 
Ce ae ae Os r a 
. 1—m’ 2 2 
. mre 
ea 2 mt mmr 
hod ° 
Cc =~ *_(azin — beos =) 
5 4—m’ 2 7 a 


und durch Substitution dieser Ausdriicke in die Reihe fiir s wiederum 
die Gleich. (15, e) und (15, f). 

Die Anwendung dieser Methode gestaltet sich ebenso 
einfach, wenn eine Function z nach Kugelfunctionen 
entwickelt werden soll, welche der Differentialgleichung 
genigt 

(1— 2”) d’s+(a + bx)dzdx + czda’® = 0, 
immer noch vorausgesetzt, dass die Entwickelung méglich sei. 

§ 21. Ganz aihnliche Resultate wie die, welche wir fiir die 
Kugelfunction der ersten Art fanden, ergeben sich auch fiir die 
Functionen der zweiten Art Q. 

1) Reihen, welche nach Potenzen von y absteigen, 
entwickelt man nach denQ. Differentiirt man die Gleichung (11) 
nmal nach «, so ergiebt sich 

goa = FQ+N0O ZX. 

Setzt man 2 = 0, so wird der auf der rechten Seite befindliche 
Differentialquotient von X Null, so oft y<n, und ebenso, wenn 
n-+y ungerade ist. In den anderen Fallen findet man ihn aus 
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dem mit 2" multiplicirten Gliede von X” in der Reihe, welche nach 
aufsteigenden Potenzen von v geordnet ist, im § 4, S. 12, gleich 


(il jy 2 13D ie 
2.4.6...(v— 2) 


Hierdurch erhilt man 


‘ NM carl on(2a 1 Qn Dd42 
QI)... Sar 5g (Cn +O") en oeAt Vorry) 


+ (Qn -+9)- (ant ae +3) ae so), 


und darauf das allgemeine, der Gleich. (10, b) entsprechende Re- 
sultat: 
Eine Function 


fz) = Sapa += 
nach Kugelfunctionen bNer oe faa giebt 
f(x) = b, Q"(@) + b, Q'(@) +, OU )Eiar=: ? 
wenn gesetzt wird 
| _-1.3.5..Q2-+1) 7 n(n — 1) 
Gina.) b= y & : 


Cn— 


ee 2.(2n—1)” 
n(n —1)(n-—2)(n—3 
a ae Onn ay e4— ~+): 
Als Beispiel fiir die Anwendung dieser Formel kann das im 
§ 17 gegebene, die Entwickelung von (y—2)~', benutzt werden, 
indem man «@ mit y vertauscht und dann c, gleich 2” setzt. 
2) Fiir die Q hat man eine Recursionsformel die (16) ent- 
spricht. Aus (11) zieht man 


sr = S(2n+1)xP"(z) 0" (y) 
und indem man (16) anwendet 
= S[(v+1)P" @)+ nP"@1O'Y). 
Die linke Seite ist 
=—4__1=—14y SQn+1)P"(w) 0"°(y). 


—2x 
Vergleicht a diese Reihe mit der vorhergehenden, ordnet darauf 
nach P(x), und setzt die Ausdriicke gleich, welche mit einer Kugel- 
function P’(a) von demselben Grade multiplicirt sind, so erhalt man 
(17, 6)... (@+1)0""'(y)—Cn+ yO") +20" "y) = 0 
Y—-yVMti=9. 
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Hieran kniipfte Herr Carl Neumann, der wihrend seiner friiheren 
Lehrthitigkeit in Halle mich bei der Ausarbeitung des Handbuchs 
auch durch viele andere schitzbare Mittheilungen unterstiitzte, 
folgende einfache Ableitung einer merkwiirdigen, von Gauss ge- 
fundenen Gleichung: 
Die Formel (16) lehrt, dass P"(a) recurrirend aus P’ und P° ver- 
mittelst einer linearen Gleichung von der Form 
P"(@) = AP'(x)+ BP) 
gefunden wird, wo A und B gewisse ganze Functionen von a be- 
zeichnen. Vergleicht man (16) mit (17, 6), so ist klar, dass man 
fiir dasselbe A und B haben miisse 
Q"(@) = AQ'(z) + BQ"). 
Setzt man fiir P’ und Q' ihre Werthe 
Pla ae Pp O70" — I, 
so wird 
P"(@) = (Ax -+ B)P® = Ax+B 
O"@) = (Aw +B)0"—A 
Den Werth von Q° haben wir bereits aus der Definition (12) gleich 
tlog@+1)— 4dlog@—1) gefunden. Ferner ist A eine ganze 
Function von a, offenbar vom Grade n—1. Die vorstehenden Be- 
trachtungen haben uns also den Satz verschafft: Es ist 


(17,6)... O'@)=1P"@).log= — _ 7 


wo Z" eine ganze Function n—1'" erties von « bezeichnet. 
Die Kugelfunction zweiter Art enthilt also keine héhere Transcen- 
dente als einen Logarithmus. 

Die Beziehung, welche in (17, c) enthalten ist, und die noch 
mehrfach auftreten wird, ist jene vorerwihnte, die bei Gauss in 
der Schrift Methodus nova integr. val. per approx. inven. vorkommt. 

Kine besonders einfache Gestalt hat Herr Christoffel fiir Z 
gegeben; er findet nimlich ‘ie vergl. She 


aah pn—1 P's = ss n—5 


wenn dic Reihe bis P° oder P! seieten toh wird. 
3) Man hat offenbar die Gleichung 


aie 


’ 
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und setzt man fiir den zu differentiirenden Ausdruck die ihm gleiche 
Reihe, die folgende: 


— S(2n4 1)P"(@)——— as o = F2n+1 0") — OP" aio 
Die rechte Seite wird duet (16, a) 
= 3 (2n+1)0"y)(n—1)P" (a) + (2n—5)P” (a) + +) 


Fasst man die Factoren von P"(@) in ein Glied ausammen, $0 wird 
schliesslich erhalten 


a7, d... — FO — ent no@+entnor@ 
+(2Qn+11)0"P(y) +. 


Man kann noch die beiden Gleichungen hinzufiigen 
(17, e)...  d(Q""(y)—Q" "@)) = 2n-+1)0"Y)dy. 
DD. Cnt [Ody = OM O'@) 


Anmerkung. Nach lem Q(x) lasst sich eme Function von x 
nur auf eine Art entwickeln. Nach den allgemeinen Prinzipien hat 
man dazu nur nachzuweisen, dass die Reihe 

b,O'(x) 4-b, Ow) + 0,0") + 
nur dann Null fiir alle Werthe «, von einem gegebenen x an bis 
x= oo darstellen kann, wenn alle 6 Null sind. Dies ist klar, da 
die Reihe mit x, 2’, x’, ete. multiplicirt Null sein muss, wahrend 
2.0%(x), 2*.Q'(@), v*.Q*@), ete. fiir « = oo endlich und von Null 
verschieden bleiben. 
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Die hypergeometrischen Reihen. (M. vergl. 5. 79.) 


I. Die Einftithrung. 
(a) Unter den linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung 
”" (Pele. = 
p(x) y"+x(@)y'+ 9(@)y = 0 
in welchen w, x, H gegebene ganze Functionen von a bezeichnen, spielen die- 
jenigen eine bedeutende Relles in welchen yz einen hoheren Grad besitzt als 
y, x als D. Die ganze Classe derer, in welchen yw noch ausserdem vom 
zweiten Grade ist, lisst sich durch die Reihe integriren, welche seit Gauss 


é 


Heine, Theorie der Kugelfunctionen, 2. Auf. ( 
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die hypergeometrische heisst. ae der Bezeichnung von Gauss isl sie 


2. Tp Ws 
Die Gréssen a, 6, y, x heissen ee ane 
Neben diese stelle ich die verallgemeinerte hypergeometrische 


Reihe 
1 1g) 
pla, By, 9,6) =1+ aa ee 3 © 


wt ae ee Na) ee 
(1— g)(— 9") (1— gr) A— gr?) 
deren Eigenschaften hier gleichzeitig untersucht werden sollen, wobei ich meine 
friiheren im 32. und 34. Bde des Crelle’schen Journals erschienenen Arbeiten 
mi Grunde lege, und die Methode beibehalte, durch welche die Resultate ge- 
funden wurden. Schon wegen der grossen Ausdehnung, welche einige Formeln 
bei dieser Bezeichnung erhalten, ist es zweckméassig zu setzen 
qq? =a, Ges == 0: Of =G. qe == 1h 
und die oi in der Form 
EUR) We Date OE 
cence (1A—9)(1—q")(1— 0) (1— ge) | 
durch pla, B,C, G5 oe zu bezeichnen, so dass man hat 
p[a, b, c, g, x] = p(qloga, qlogb, qloge, q, log x), 
wenn gq den Modulus in einem Logarithmensystem mit der Grundzahl gq und 
log den natiirlichen Logarithmus bezeichnet. Ferner werden im Folgenden 
nicht immer sdmmtliche Elemente a, 8, y, — oder a, b, c, x und q mu F 
oder q hinzugesetzt; wo keine Zweideutigkeit dadurch entsteht, kann man 
einige von ihnen fortlassen. 

Die Analogie zwischen den beiden hypergeometrischen Reihen tritt am 
besten hervor, wenn man sich fiir g der ersten Form hedient. Fiir q = 1 
gehen die Coefficienten der Potenzen von g= in die entsprechenden Glieder der 
Reihe F iiber, oder vollstindiger, wenn man setzt 


i 
g=1+ fee 


so geht die Reihe p(a, B, y, q, §) fiir Ss oo, wodurch zugleich g = 1 wird, 
in F(a, B, y, q,%) tiber. Kin wesentlicher Uaterechted, der im Folgen- 
den mehrfach hervortritt, besteht darin, dass § in der allgemeinen Reite 
eine iihnliche Rolle spielt, wie @, 8, y, wihrend diese Eigenschaft bei der 
Reihe von Gauss verloren geht. Die doppelte Poriatictet! der elliptischen 
Functionen, die sich vencnittclat solcher Reihen @ darstellen lassen, beruht auf 
dem erwahnten Umstande. 

Wenn es sich nicht gerade um den Grenzfall handelt, so wird immer 


Ag Kleiner als 1 genommen. Dies ist keine Beschrinkung, indem man hat 


: 3 1 : 
plo, P79. §) = pa, 8, ae jetta ©) 


oder, was dasselbe ist 


see, 
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Ae St ea 

Ya, 0,.¢. 0,2) = [ —— |. 
‘al OO re, ps 
Unter dieser Voraussetzung convergiren F(x) und g(a), sobald f(a an- 
gebbar unter ft bleibt, divergiren wenn .f/x > 1. 

Endlich sind diese Reihen nur und immer, wenn @ oder @ eine negative 
ganze Zahl ist. 

Kine einfache Rechnung verschafft die bekannte Gleichung 

(1)... y.dF(a,8,y, 2) =a 8.F(e+1, 6+1,7+1, 2)de. 
Setzt man, im Eimklang mit der iiblichen Bezeichnung 

ge Bg E+1)— ple, fy 4 §) = 49 (a Bg §), 
so erhilt man eine der obigen ahnliche Gleichung 
(1,a)... (c—1)4g(a, 6.7.4, §) =(1—a)(1—b)ag(at+1,6+1.y+1,9, 8). 
Nach dieser Festsetzung bedeutet Ag (a, ON 6,9; £) die Differenz 
p(a, b, ¢, g, 92)— y(a, b, ¢, q, x). 

Ich stelle nun einige Reihen von Gauss fiir specielle Werthe der Elemente 

mit den entsprechenden der Funcuion q zusammen: 


+1 
Ho i 1,2) =(t— 2) == A e+ ae ee 


“ 1—q* . Ae Gey tage") |. 
pet tgs) = 14 gee coin ) gb 

inet qed a) aga) 
ieee ieee 


— 


xF(A,1,2,£2) = —log(i—ae) = ae oe 
x © xe oe 
el (1.9. 9,8)' = a ol Beno 
{2 Coa 
wF(1,3,3,@°) = glog ; | . ef fes 
x age x a ae. 
ori eT i) gh Be aS = | 
yey 2) 3956) eas "aoa 1 a 


Wiihrend die ersten Formeln sich auf die binomische Reihe heziehen, be- 
treffen die letzten logarithmische Reihen. Man bemerkt, dass die letzte durch 
Vertauschung von @ mil V ge oder dem ifachen dieses Werthes im eine com- 
plexe Zahl iibergeht, deren imaginire Theile resp. sind 


kK . 2h x kh . 
sinam 5 ; sin coam 
y as 276 Tt 


Von Interesse sind die Reihen, in welchen die Elemente das Unendliche 
enthalten, wie dies bei der Exponentialreihe der Fall ist. Setzt man g gleich 


dem reell Unendlichen, so hat man 
2 


x 
Coie i. zo}: F(a: Sigs j- — — | 
(1.9.t,097'); F(g.9,y,e9~°) Ly tee 
Die letzte Reihe giebt fiir y= 4, oder y = 3 trigonometrische Functionen 


fee 
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nimlich resp. : 

: sin 2a 7a . 
cos(2tya ——— 4= y~—1), 

Giva), SS, ) 

fiir y= 4 aber die Cylinderfunctionen (S. 83) und allgemein, wenn y die 
Halfte einer ganzen Zahl ist, die im HI. Theile vorkommenden Cylinderfunctionen 
hoherer Ordnung. 

Bei den Reihen g tritt das Unendliche in noch mannigfaltigerer Art auf. 
Man hat, der ersten Reihe entsprechend 


a = el eee 
Bes aah aa rail 
: x qx” 
rn(1,—9,1,q, = —— ae xs 
g(1.—9.1,q,5+9) (=7 Saeed 


n(n—1) 
wenn der Ziihler des m'®" Gliedes g 7 a” wird. Der zweiten von den Reihen 
F entsprechen 


a 


MOHD =I EBS HPN aa) 


Pi --9,) 0,44; §-+29) = se ae 


ef) 
qx" st 
(=o 7e- 7G 
wo das n® Glied den Zihler g"@-D a" hat. Ferner gehért hierher 
g(—9 1.9.99 $+ 4 +9) = 1—G'a*+ gia'— grat +- 
eine Reihe aus der man die Jacobi’sche Function @ bilden kann. 
Beachtet man, dass g* = —1, wenn «@ gleich iz¢q gesetzt wird, so er- 
hilt man 


>) 2a 2x 2 
pl, img, 1+ing, gq, §) = ce 
See 1: 
eine Reihe, die nach Jacobi’s Fundamenta nova theor. f. ell. § 39, Gl. 25 
auf 4am fihrt. 
Dies mag geniigen, um den Charakter der Ausdriicke zu zeigen, auf welche 
man beim Uebergange von den Functionen F zu g kommt. 


Il, Differential- und Differenzen-Gleichungen. 

(b) Euler behandelt in den Instit. calc. integr. Vol. II. Sect. I. Gap. VII. 
das Problema 122: Formulam generalem aequationum differentio-differentialium, 
quas commode per series resolvere licet, exhibere etc. und gelangt auf die 
Gleichung 

v"(a-+ bv") d’y + v(e+ ev") dydv+(f+ go"): )¥dv’ ==0. 
Setzt man ©” = uw, so nimmt diese die Form an 
2 


d*y ty 
jy Det) CTH fo ee OTe yt (aa — buy = 9. 


Wenn ein Integral tae Gleichung sich me eime nach Potenzen von a 
aufsteigende Reihe 


(a, 
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a 
i Se ae 


n= 
entwickeln lisst, so wird ¢, der Exponent der niedrigsten Potenz von u, durch 
die Gleichung bestimmt 
a é+-a,e+a, = 0. 
Soll, wie bei einer hypergeometrischen Reihe, ¢ zu Null werden, so muss 
a, Null sein. Indem man noch b,w = —a,a@ macht, und fiir a,, a,, 6 
b,, b, Buchstaben a, 8, y einfiihrt, geht die Differentialgleichung in 


(2)... Gd—«a)d’y +[y—1—(e+ Px] dydé— abryd& = 0 
iiber, wo € = loga. Integrirt man diese nach der bekannten Methode durch 
Reihen, die nach Potenzen von a aufsteigen, so erhilt man eine Lésung 

y = F(a, B, 7, 2). 
Die von Euler im 122. Probleme behandelte Gleichung giebt also 
als Lésung eine hypergeometrische Reihe sobald a, = 0. 

Dieser Untersuchung setzen wir eme andere an die Seite, welche sich auf 

die Differenzengleichung 


Ci bu) dy + (4,— bu) dy + (a,— b,u)y aa 
bezieht, worm die Differenzen nicht nach w, sondern nach logw genommen 
werden, wie oben die Differentiation nicht nach a, sondern nach loga = & 
ausgefiihrt wurde. Wenn man die Gréssen y,, y,, ete. bildet, deren Diffe- 
renzen die 4 geben, so hat man also logw um die Constante zu vermehren, 
also w in qu, q’u, etc. zu verwandeln. 
Setzt. man _ hier 


hee Or. 


y= Seu", 
ne 
und denkt sich w ausgedriickt durch uw = q’, so dass 
du=—G—gu,  4w =—(1- gw, 
dy =—£o,(i—get)ue™, Py = Se,(i— get") ue”, 

so wird € durch die Gleichung bestimmt 

2 

aj a=—9*) — a, (1—q‘) +4, = 0. 

Soll die Reihe fiir y, wie im Falle der Function F, mit einer Constanten, der 
ote» Potenz von u, beginnen, also é gleich Null sein, so muss auch hier 
a, Null gesetzt werden. Fir w, die @ und 6 fiihre man eine Verdnder- 


liche a und Constante a, 8, y ein; dann geht die Differenzenglei- 

chung in 

re gr ag 7 f— li — gh —(9" +g? — 29° al ty 
—(1i—q*)(1i— gay = 0 

iiber oder, nach der zweiten Bezeichnungsarlt, in 

(2, b) ... (e—abqax) Fy + [e—q + (a+ b— 2ab)qr| dy 
—(1—a)(i—b)qry = 0. 
Eine Losung dieser Gleichungen ist 


y=9lab,c4, #]. 


ll. Die verwandten Reihen. 


(c) Functiones contiguae nennt Gauss diejenigen Reihen von der 
Form F(a, 8, y, v), in welchen die Werthe eines der drei ersten Elemente 
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um eine Einheit verschieden, die Werthe der drei tibrigen hingegen gleich sind. 
In seiner Anzeige der Disquis. gener. c. ser. inf. ete. (G6tt. gel. Anz. Febr. 10) 
sagt Gauss (Werke, Bd. Ill, S. 199): ,,[m Deutschen konnte man sie elwa 
verwandte Reihen nennen*; ich habe mir deshalb erlaubt, mich dieser Be- 
zeichnung neben der lateinischen zu bedienen. Zwischen der Function selbst 
F und irgend zwei verwandten F, und F, besteht je eine homogene lineare 
Gleichung 


aF-+-4,F,+ 4,F, = 0, 


worin die @ ganze Functionen von a hdchstens vom ersten Grade vorstellen, 


2 


= 15 von derartigen Gleichungen vorhanden sind, die 


so dass im ganzen 


7 


Gauss angegeben hat. Sie sind von fundamentaler Bedeutung und gestatlen 
u. a. jede Function % = F(a+m,6-+n,y+p, ©), wenn m, n, p ganze 
Zahlen sind, linear durch F und eine verwandte F, vermittelst einer Gleichung 
6 = A.F+A PF, 

darzustellen, wenn A und A, rationale Functionen von aw sind, die sich, wie 
aus der Existenz solcher recurrirenden Gleichungen von selbst folgt, auf die 
Zihler und Nenner gewisser Kettenbriiche beziehen. (M. vergl. das fiinfte 
Kapitel und den Zusatz A zu demselben.) 

Man leitet die von Gauss aufgestellten Gleichungen ab, ‘wenn man von 
den drei Gleichungen 


(8)... = Sa( Met 1)—-F)=ARG+1)—P=(—(Fy—1) FP) 


dloga 
ausgeht. Zur Abkiirzung bezeichne ich hier, gemiiss der Festsetzung auf S. 98, 
eine hypergeometrische Reihe, welche sich von F(a@, 8,7, ©) um ein oder 
einige Elemente unterscheidet, so, dass ich nur die verschiedenen Elemente dem 
Buchstaben F hinzufiige, also z. B. F(y—1) statt F(a, 8, y—1, x) setze. 
Aus den obigen Gleichungen entsteht durch eine neue Differentiation das 
System (3, @): 


d°F 
(dloga)” 


a|(a@-+- 1) F(a-+-2) ~ (2a-+-1) F(@+1) + eF(a)| 


BU(B+1) FB +2) — (28+ 1) F(B+1)+ BF) 
= (7 — 1) —2) Fy —2)— (2-3) Fy —1) + y¥—4) FQ). 
Aus (3) erhalt man, wenn man das vermittelnde Glied dF fortlisst, als 
die ersten drei Gleichungen zwischen verwandten Functionen das 
folgende System [a] 


(@—a)F+ aF(a+1)—8F(6+1) = 0 
Pa het Fee aF(o-+1)—(y—1)F(y—1) = 0 
(y—B—1) F> BEG -+4)—(y—1) Fy—4) = 0. 
Setzt man den Ausdruck fiir dF und d’F aus (3) und (3, @) in die Diffe- 
rentialgl. (2) ein, so erhalt man, je nachdem man zugleich die ersten Glieder 
von (3) und (3, @) oder zugleich ihre zweilen oder zugleich ihre dritten an- 
wendet zum zweiten Male drei Gleichungen, das System [}] 


Hypergeometrische Reihen. 103 


(8 — @)a + 2a—y|F= a(1 —a#) F(a 4-1) — (y—a) F(a —1) 
, le—B)a+ 26—y|F = 8 —a)F(6 +1) —(y—8) F(@—1) 
yl2y—a—B—1)@-+1—y|F = (y—a)(y—f) @F(y +4) 
—7(y 1) (1 @) Fy — 4). 
Die tbrigen neun Gleichungen findet man unmittelbar durch Elimination aus 
diesen sechs. 

Jede von ihnen giebt eine lineare Differenzengleichung zweiler 
Ordnung, entweder eine vollstindige oder eine partielle, indem wir diesen Aus- 
druck analog dem bei den Differentialgleichungen angewandten gebrauchen. 
Wir setzen, wenn w (a, @, etc.) irgend eine Function von @, f, etc. bezeichnet, 


a (e +1, 8, etc.) —ap(a, B, etc.) = 4 w, ANY AW, 
a pee a 


B 
es mdgen a@ und # gleich oder verschieden sein. Zur Bequemlichkeit fiir den 
Druck werden wir zuweilen die unabhaingige Verinderliche neben die Gleichung 
statt unter die 7 stellen, wobei wir diese Veriinderliche in Parenthesen {} 
einschliessen. Die erste Gleichung [a] wiirde also eine partielle Differenzen- 
gleichung erster Ordnung 


adF—BAF=0 


a w} 
geben, wiihrend [6] vollstandige reiten Ordnung liefert. Der hauptsichliche 
Theil dieser Resultate lasst sich folgendermaassen zusammenfassen : 

Die Function F(a,f, y,2) geniigt in Bezug auf @ der Diffe- 
rentialgleichung (2), in Bezug auf a@, @, y volistindigen Differenzen- 
gleichungen zweiter Ordnung. 

Z. B. ist die, welche sich auf die unabhingige Verinderliche @ bezieht 

0=(a41)(1--2)4°F + (y—(a +8 +1)0) 4F— por. 

(d) Eine Gleichartigkeit bei der verallgemeinerten Reihe gm in Bezug auf 
das Verhalten aller vier Elemente a, 6, c, x erkennt man aus dem System 


—-- \__ ib t 
(3, 6) ... Ap =-—* 9-9 (a +1) = (g—4(6 +4) 


= 4— (—9(y—-1)) = 9(E+1)—¢. 


indem man hier, dhnlich wie bei F in (3) hinter das Functionszeichen q nur 
die Elemente setzt, welche sich von a, @, y, g, § unterscheiden. 

Unter den verwandten Functionen von @ wird man nicht wie bei F 
nur die 6 verstehen, bei denen eines der drei ersten Elemente um +1 zu- 
genommen hat, sondern auch solche, bei denen § um +4 wichst, also 8. 
Indem man auch hier zwischen q und je zwei verwandten Functionen Glei- 
chungen von der Form 


ap + 4,9, + 4,9, =0 
findet, existiren von solchen Relationen 28. Zunachst erhalt man statt wie 
friiher 3 jetzt 6 im Systeme [a] 


(b—a)p = b(i—a)p(a +1) + a1—b) (6 +1) 

(c—aq)p = c(1i— a) p(a+1) + a(g—ec) p(y—t) 

(c—bq)p = c(i—b) p(6 +1) + b(g—e) p(y —1) 
p= (1—a)p(a+1) + a9( 41) 
g= a ee aX, 
qg = (q—c)p(y—1) + c@(S +1). 
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Die ersten drei Gleichungen verwandeln sich, nach Division durch 1—q, fiir 
q = 1 sofort in die drei des Systemes [a@| im § ce, wahrend die letzten drei 
ihre analogen unter den fritheren 15 nicht besitzen. 

Um die iibrigen Relationen aufzusuchen nimmt man von 


Ag = —* (y—g(a+1)) 18 


die Differenz nach &€ und erhiilt 
a” ' 
i A’p = (1—a) q¢—(1—2aq+ Qp(a+1) + (1 —ag) p(a+2), {8}. 
Setzt_ man diesen Werth in (2, a) ein, so entsteht zunichst eine Gleichung 
zwischen gp, gp(a-+1), p(a+2); ein ahnliches Verfahren schafft noch eine 
Gleichung zwischen @, g(@-+-1), p(8+2) und eine dritte zwischen p, p(y+1), 
¢(y+2), also drei Gleichungen, welche dem Systeme [6] im § © ent- 
sprechen, und vollstindige Differenzengleichungen mit der Veranderlichen resp. 
a, 8, y sind, zu denen (2, @) selbst als vierte vollstindige mit der Verainder- 
lichen & gleichberechtigt hinzutritt. 
Diese drei Gleichungen bilden folgendes System [b| 


[(1-+- q—a)c— aq + ax(a—b)|g = (1—a)(c— aba) g(a +1) 
+ q(e— a) p(a—1) 
[(1-- q—b)e— bq + ba(b—a)|p = (1—b)(c— aba) g(8-+1) 
+ q(e— b)p(B—1) 
(ce — 1)[e(q—c) -+ «(ac -+ be— ab — abq)| » = (a—c)(b—c)rg(y+1) 
—(q—c)(1—c)(c— abr) p(y —1). 
Ich fiige noch die fehlenden 9 Gleichungen hinzu, die mit den drei 
ersten und den drei letzten simmtliche Beziehungen zwischen gq und zwei 


solehen verwandten Functionen liefern, bei denen einer der Buchstaben a, b, ¢, 
aber nicht @ geindert wird. Diese bilden das System [c| 


(abg+ abe—acq—be) p = b(a —1)(c— abe) g(a-+-1)-++ aq(b—e)p(B—1), 
(ce —1)[(A— a)e’— (b—c)xa*|g = ax(a—c)(b—c)g(y +1) 
c(1—a)(1—e)(c— aber) p(a+1), 
(abq-+ abe—beq— ac) g = a(b—1)(c—abza:) p (8-+-1) 4-bg(a—e)g(a—1), 
(a— b)(cq— aba) gp = (c—b)aqg(S—1) + (a—c)byg(a—1), 
(c—1)(cq—abx) yp = axr(b—c) gly +1)—ceq(1— ce) g(a—1), 
[e*(q— a) a*(c—bq)x|p= (c—a)eqg(a—1)-+ a(g—c)(c— abx)@(y—1), 
(ce —1)[(1—b) ce’ —(a—c) ab’ |g = bx (a —c)(b—c) p(y +1) 
—ce(i—b)(1—c)(c— aba) (8 +1), 
(c —1)(cqg—abax) p = ba(a— c) p(y +1) —cq(1— ce) p(B —1), 
|c*(q—b) + b*(c—aq)x| p =(c— b)cqp(B—1)-+-b(q—c)(c—abx)g(y—1). 
Die noch iibrigen 10 Gleichungen erhalt man durch Elimination aus den  bis- 
herigen 18, und aus der 19. Gleichung, welche entsteht, wenn man die 
Differenzengleich, (2, @) m eine Gleichung zwischen @, p(qr), p(q’ax) um- 
setzt, woraus diese 19'® hervorgeht 


qii— x) p = [c+ q—(a+ b)qr]g (§+1)— (e— abqx) p(E+2). 
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Volistandige Differenzengleichungen, denen gm geniigt, sind, ausser der 
Gleichung (2, @), noch drei andere, die hier nicht von Bedeutung werden. 
Ich setze von ihnen diejenige hierher, welche sich auf o bezieht: 

eae ee ag ed) eed) 
+ aga (b—2abq + aq ay + b’q’a(1— b)y. 
Die zweite entsteht hieraus durch Vertauschung von @ mit 8; die dritte, 
welche sich auf die unabhingige Verdnderliche y hezielt, ist ziemlich complicirt. 


WV. Umformung der verallgemeinerten Reihen. 
(e) Aus (4, a) folgt, wenn 6 = y= 1 gesetzt wird, fiir die specielle 
Reihe gm = g(a, 1, 1, q, €) die Gleichung 
(i— a)xy(a+1) = p—g(§+1). 


Verbindet man hiermit einen Theil des Systems (3, @), namlich 


ihe= 
gE+1)—9 =“ (g— gla +1) 


so gtebt die Elimination von g(a nee 


=", 
Q = ——— — p(§ +1). 


Da gp fiir § = oo gleich 4 Bre so ear man durch wiederholte Anwendung 
dieser Formel, vorausgesetzt dass €& und a --& positiv sind, die bekannte 
Gleichung 

ee ee ee 
(A)... a, 415 9,5) = = 3 
. #\ ws (1—a)(1— qa)(1—q'ar).. 
1—a (1— a)(1— aq) 2 
iad. eda) 

Von dieser Formel sind zwei specielle Falle besonders hervorzuheben; he- 
deutet g wiederum das posiliv Unendliche, so erhalt man aus ihr 


1 x 
A, see iS 8 ’ = aia 2 == I 
cant (9 fe a =a) dette) atta 
x 
= deca 
(A) Pgh Ag E49) = —2\d—ge) 1 9'a) 0. = 1 
qa" 
r (4—q)(4—q’) i 
n(n—1) 


wenn hei der zweiten Reihe der Factor von a” im Zahler gleich qg ? ist. 
Hieraus folgt die allgemeinere Gleichung 


(4,c)... plo, 1, 1,9q,8) (8, 1,1,¢,0+8) = pl(a+ 6, 1,1, 9, §). 
(f) Mit Hiilfe von (4) ergiebt sich eine Umformung der urspriinglichen 
Reihe, welche wiederum deutlich zeigt, dass das letzte Element hier nicht die 
besondere Rolle spielt, welche ihm bei der Gauss’schen Reihe vor den drei 
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ersten zukommt. Zur Abkiirzung Jasse man bei der Bezeichnung das vierte 
Element, gq, fort. ‘ 
Da man nach (4) hat 
(14— be)(1— beq)... 
Ply, 4, 1, 8) 7 ; b ? 
(1— b)(1— bq)... 


so wird 
1—a 
P11) PARES) = 941 1B +a oy LL Brt) 
Ga) (a9) 2 G 
zaS cea vee OY dade 
se (eee: x p(y 8+ 2)+ 


Ordnet man die rechte Seite nach autsteigenden Potenzen, nicht von @ sondern 
von b, so verwandelt sie sich in 


1—e (1—c)(1—eq) ,, 
1 ws i) 505 
Bee etee : Cr DIS Rak) ij | 
ia, 1—c ee b°q 2 
+ 4aoe|14 es fe! Saad a | 
(t{—a)(1—aq) , i—ece, ,, @—c)d—c@q) ,, 
ae ee bgt] 


GaSjaG SG G— 9g) 4 — 


Die ne der in jeder einzelnen Verticalreihe stehenden Glieder Bike 


(ce) icq 
ep(or4,1,8)+- fae Pt, 1,€+41)-4 = eer Dy "g(a1,4,§4+2)+-- 
Dies entspricht dem Fe der Gauss ’schen Reihe ee ein bestimmtes Integral. 
Indem ich schliesslich g(a, 1,4, €) herausziehe und die Gleich. (4) benutze, 
finde ich folgende allgemeine Formel: 


6)... 911A p@eb+y, 5) =o, 11,6) 9% & a+ § 8). 
Abgesehen von dem ersten Factor auf jeder Seite, der nach (4) ein sehr ein- 
faches Produkt ist, wird also eme Reihe @ in eine andere derselben Art um- 
geformt, bei der das friihere letzte Element § nur im zweiten und dritten 
Element vorkommt, wahrend das friihere zweite die letzte Stelle eimnimmt. 
Die erwahnte Umformung in Produkte giebt 

~(1— arg") (1 —bq") 
5, Sachs i) fs) = — p, 
(5, a) g(a, 8. 7,5) = py—B Ss a+§ B). We Sade 
(g) Einige Beispiele fiir die Anwendung dieser Formeln mégen hier folgen: 
Erstens fiir a = 1, a == 8-41 oder a= q, c= bg erhalt man 


oh 
Go590)i Gece. a Trae ren. 
t b b° 


i sal baleaahls 1— q’x ane 


eme Gleichung, die man sofort verificiren Kann, indem man links nach Potenzen 
von 6 entwickelt. 

Multiplicirt man sie mit Ya, verlauscht q mit q’, & mit q, endlich w 
mit ge” und setzt die imaginiren Theile auf beiden Seiten gleich, so entsteht 
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3 


ud a sind ---++ = sin | 


(iq sine + yee!) 


1-—2qcos2a + q? 
eee Eee | 
1—2q* cos2xu-+ q° 
d.i. Jacobi’s Formel in den Fundamenta § 39, S. 102. 
Zweitens setze man in (5, @) 


aE SP eee 
- 4 E441 
ferner fiir g und & resp. q” und g +- oa Dann erhalt man 
= 2 
1{—q'e+q*a°— q?a* 1—g?"?)\1 — gt ta ie -— ae 
quyqu— gar = II Ma — gin ta) ae 
g 


ob 
(GE Ch iam fay" 
Drittens setze man § = y—a@—Q und findet 
OR Cn EM i agate 


ge A= gag) 
e—By—e—B,y—8. BE) Gg FG gi | 


n= 
In der Function @ auf der Rechten ist das erste Element gleich dem dritten, 
so dass beide zugleich mit 4 vertauscht werden kénnen; benutzt man (4), so 
entsteht, unter der Voraussetzung, dass y—a— positiv sei, die 
Gleichung 

i — gy—aetn Sei | a P+n 

6)... 9@8ng7-a-p) =f 
ff = gr NA — gr) 


durch welche ich die verallgemeinerte hypergeometrische Reihe vermiltelst eines 
unendlichen Produktes summire, ein Resultat, welches, wie im niaichsten Ab- 
schnitt weiter ausgefiihrt wird, dem von Gauss gefundenen entspricht, nach 
welchem F(a, By; 1) bei positivem y—a-— durch ein unendliches Produkt 
summirt werden kann. 

Dasselbe Resultat kann man auch aus der fiinften Gleich. im System [c] 
des § d ableiten, ndem man a@-+-1 fiir @ und dann € = y--a— setzt. 

Dadurch findet man fiir dieses & 

bc)» = (6-0) g(a +4.7 +1). 
Beriicksichtigt man, dass m(a-+g, 8,7 + 9, §) fiir g= co nichts anderes als 
CLG 1, LA; §) ist, dass dieses sich nach (4) durch ein unendliches Produkt 
ausdriicken lasst, so giebt die unendlich oft wiederholte Anwendung der obigen 
Formel die Gleichung (6). 

Bei dem Beweise der Convergenz dieser unendlichen Produkte zu verweilen 
wiirde tiberfliissig sein, da zu einem solchen die gewohnlichen Regeln fiir eine 
derartige Untersuchung ohne irgend eine Schwierigkeit angewandt werden 
konnen. 


V. Summation der hypergeometrischen Reihen fiir besondere 
Werthe des letzten Elements. 
(h) Gauss hat in der Sectio tertia seiner Abhandlung ganz allgemein die 
Convergenz einer unendlichen Reihe von Gliedern 
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91> Joo ClC., Gn» ele. 
untersucht, welche so beschaffen sind, dass das Verhaltniss zweier - aufeinander- 
folgenden durch 


Gn+1 n/ ++ An’ —1 4 Bni? + On!-3 + .. 
gn M+ ant +- bn + on?-3 
ausgedriickt. wird, wenn 4, A, a, B, 6b, etc. von nm unabhingige Grossen bhe- 
zeichnen, die dort reell gedacht sinds In dem Falle der hypergeometrischen 
Reihe geht das Verhiiltniss fiir 2 = 1 in 
Gryi _ (m@+aln+ A) 
gn (n+1)(n+ 7) 


liber, so dass 


A=e+ 8, B=of, a=y+1, b=y 

wihrend C, c, etc. Null sind. Gauss zeigt (m. vergl. oben § 17, S. 79 die 
Siitze, welche dort speciell fiir die hypergeometrische Reihe angegeben wurden): 

1) Von einem gewissen Werthe von 2 an haben sémmtliche Glieder g 
gleiche Zeichen und nehmen immerfort zu oder immerfort ab, je nachdem die 
erste der Differenzen A —a, B—b, C—c, etc., die nicht verschwindet, das 
positive oder negative Zeichen besitzt. 

2) Ist A—a positiv, so wachsen die g in’s Unendliche, ist A —a@ ne- 
galiv, so werden sie unendlich klein. 

3) Wenn A— a= 0, so streben sie einer endlichen von Null verschie- 
denen Grenze zu. 

A) Die Reihe g,, g,, g3, etc. hat eme Summe nur und immer, wenn 
A—a-+1 negativ ist. 

5) Ist zwar A—a negativ aber A— a-+1 nicht negativ, so con- 
vergirt noch 

(1—2)(9, +9,.0+ 9,2°+---) 

fir a= 1, und zwar wird es zu Null. 

6) Man kann hinzufiigen, was ich bereits im § 17 unter No. 7 bewiesen 
habe, dass im 5. Falle die Reihe 


I+ Pee+ Qe 
noch convergirt, wenn .//~ = 1 aber ax nicht +1 ist. 

Hieraus folgt, dass F(a, 8, y, 2) immer und nur wenn y—e@— f posiliv 
ist fiir @ = 4 convergirt, und dass die Function fiir a= 1 die Summe der 
einzelnen Glieder zur Summe hat. In Betreff der Reihe g ist aber ohne Hinzu- 
fiigung eines irgendwie eingehenden Beweises klar, dass g(a, By, q §) fiir 
as y—a—f convergirt immer und nur wenn y 25 ae positivist. 

Den Ausdruck von F(a, 6, y,4) selbst findet Gauss aus der dritten 
Gleichung des Systems [b] im § c, indem er dort a= 1 setzt, woraus sich 
fiir ei positives y—a—£ ergiebt 


F(@, By 7, 1,) = LOGY). F(a, By +4 1,). 


Beriicksichtigt, man, dass F(a, 8, 00, 1) = 1, so erhilt’ man 


i (y—a@ r+ n)(y — (> -- n) 
6, PUR Re Lim ; 
(6, a) (as B74) = him TT +ny(y+n) 
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(7) Indem man die Function 


tL 7 3G)-05.000 

— wv 

eon ie) ee (w@+1)(@4+2)...(~@ +n) i 
einfithrt, die mit /(v-+-4) iibereinstimmt so lange w+1 reell und posiliv 
bleibt, lisst sich das Produkt (6, a) fiir m = c© durch Funeticaen JT aus- 

driicken, und Gauss erhiilt schliesslich die wichtige Formel 

(See F(a,8,y,1) = NO) UGG fel) 

(yy —a —1)M(y — 8 —1) 

Den sehr bekannten Beweis von Gauss fiir die Existenz der Grenzen JT 
iibergehe ich der Kiirze wegen und bemerke, dass ich auch bei den ent- 
sprechenden Satzen, die fiir die Reihen g gelten, keinen Beweis gehen werde, 
aber dort wegen der Kinfachheit desselben. 


Um zu einem ahnlichen Ausdruck fiir die Summe der verallgemeinerten 
Reihe zu gelangen setzen wir 


(9)... O(% & = (A— gF +2) — 9&7) (4 — 9545)... = O[g, x], 
O@, 0) 
9, a)... 2,8 = ——— = 2[¢, z}, 
oder kiirzer, wo keine Zweideutigkeit entsteht, resp. O(§) und Q(&) statt 


Oc §) und Q(q, 8). 
Die 2 entsprechen véllig den TZ und man hat z. B. fiir eime ganze Zahl & 
2@ ) = A—ga—9@"?) ..d—9): 
ferner 22(q, 0) = 1 und allgemein 
2g, 8) = A— 9°) 2q §—4). 

Die Summationsformel (6) geht dann tiber in 

> 2-1) 2Y—a~8 1) 

Si a) ss: ORG QT as Ae a 

(8, a) PPG (oe ig 1) O (eo fh 1) 
OG est) 0 Cag dae) e 


0(y —1)0(y—a—B—1) 
VI. Die Functionen O und Q. 


(k) Die folgende Zusammenstellung der Q2 mit den JZ lisst die bekannten 
Higenschaften der Euler’schen Integrale in eimem neuen Lichte erscheimen : 
1) Die JT sind Bestandtheile der Sinus oder Cosinus in der Art, dass 


I(x) 1(— x) = zal 


sin 270 


die Q sind in ihnlicher Art Bestandtheile der Jacobi’schen Funetionen 
© oder H. 

2) Der Satz von Legendre 

n—1 


(2m) 2? I(nx) = wert Te TT ee — —) T(«— =e 1(«— n—1 ) 


n 


giebt die Function JZ des mfachen Arguments na aus denen des einfachen @, 
und liefert daher die Multiplikation fiir die trigonometrischen Punctionen. Fir 
die Q(q, &) findet man im § m zwei entsprechende Siitze, deren Zusammen- 
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stellung einen Ausdruck fiir O (g,&) und damit die Multiplikation der O giebt. 
Aus diesem fliessen die Formeln von Jacobi fiir die Multiplikation der 0. 

3) Die Differentialquotienten von log {2 oder log O nach dem Argumente & 
fiihren auf die der Gaussischen Function % analogen. Wie aus den ¥ eine 
Cotangente, so wird aus jenen Functionen Jacobi’s Z oder sinam erzeugt. 
Die Logarithmen der O selbst geben einfache Reihe, durch welche sich u. a. 
log@ ausdriicken liisst, so dass die elliptischen Integrale dritter Gat- 
tung darauf fiihren. 

Wir erinnern daran, dass £2, O und auch ihre Reciproken 1: Q2 und 
1:0 nach den drei Gleichungen (4) einfache Reihen gy sind, z. B. die ersten 


heiden 
Q(q §) = o(-§ 1,1,q §+1) 
O(g, §) = g(—9, 1,1, +9 +4). 

(4) Um das im § & unter 1 Angegebene weiter auszuftihren, bemerken 
wir, dass man nach (9) hat, wenn wir die Norm einer Zahl mit dem vor- 
gesetzten -f” bezeichnen 
AO (q, y + 2q xi) = (1A—2q”t!cos2a + g?”+?) (1 — 27+? cos 2x + y?¥+4), 
Man hat also fiir bekannte, in der Theorie der elliptischen Functionen vor- 
kommende Gréssen Ausdriieke durch O, nimlich 


2 2 us I 0 0 
(10) 2. (2G, —ph=— r =o agra 


entsprechend der Gleich. JI(— +) = yz, ferner 


(10, a)... o( PE) — 01g 0). 0(q?, qai— 4), 


2 
(1.0;,7b) 2.8, H( ae) _ 2sina ¥qO(q?, 0).£0(q’, qui). 


Auch eimige weniger bekannte Ausdriicke fiir die © giebt Gleich. (8, a), 
nimlich zuniichst 


; , ; , ye O(a or) 
(3 + Ct — O02; BC i" 3) — (1 WZ mi Na 

p Gv, 7 — FX, 5g ( q) OU. 1) 
o(q v2, — , =f ee 


Setzt man fiir die rechten Seiten ihre Werthe aus den drei Gleichungen (10), 
so erhalt man 


es ee sina [. Gy 
re) ey BE aloe ete 
raed Ba -[- t Nata cos 2 g's Pi 
2 {x 2h! K ; 2, = 
a : =! [: bi : 4 we 


WL 2x)(1—2q° cos 2a + q*) , 
(1—q)(1—q*) (1—q*) (1) pid 


Diesen Formeln kann man noch ihnliche hinzutiigen. 
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(m) Der zweite im $k erwihnte Punkt betrifft die Vergleichung eines 
Satzes von Legendre mit den Siitzen iiber die Multiplikation der @. 


Setzt man in den Ausdruck 1—gSt! fiir &§ die Werthe § = —, 


y n—i |. F ses ; : 
= ——, ete. SS ——., fiir q ferner g” und multiplicirt alle diese Binome 
n n 


mit emander, so entsteht 
(1— q+) (1— q”=+?) he ( jek qrete-ly, 


Ore 


Daher wird 
rs 1 Ps amt! 

O(gr, 8)0(q", &——-)...0(g, &—"—— ) = O(g, nf), 
indem die linke Seite das Produkt aller Factoren 1—g’+* von a@ =1 bis 
a= 00, dh. O(g, né) giebt. 

Die zweite Uebertragung folgt aus der Gleichung 
(4— a”) = (1— x) (1— 0 @)...(1— 0” “' 2), 
wenn g eine primitive '® Wurzel der Eimheit bezeichnet. Daher wird 
O(q", &) = (1— gq” ax") (1— gq?" av”) (1— g°” a"). os 
das Produkt von m Produkten, von denen das erste ist 
(i—qav)(1—q’a)... = O(g, &). 


Man erhilt dadurch 


O(a", §) = O(g, 90( 4g. E+ —-2aqi)...0(g. E+ "—*-20qi). 


Verbindet man diese Formel mit der oben abgeleiteten, so entsteht als Glei- 
chung fiir die Multiplikation der O 


n—1 . 
(Hey ee 0 gr ieb) e710 (gpg EEE), 


u=V0m=0 nv 
Nach 10, a und b erhilt man hieraus die hekannten Formeln von Jacobi 
fiir © und H des mfachen Arguments. 
(m) Um auch in der dritten Richtung die O zu untersuchen, geht man 
von der Gleichung aus 
; > fh 2 - 
log O(q, §) = log(i— qa) + log(1— qa) +++; 
man fiihrt dann eine Function @ ein, indem man setzt 
(12) ... dlog Q(q, §) = —dlogO(q, §) = logq O(q, §)dé. 


Dadureh erhiilt man 


2 3 
: x qx qx 
2 een ae = ai Te 
(12, a) Gavia a tmp tea 
eine Formel, welche man auch nach (5, b) mit 
2a e 3.3 
x qa q°x 
Wah ek. Ogee) = cai ae 
( ) (q §) i—gq | i—q bdo | 
vertauschen kann, Es sei daran erinnert, dass Gauss die transcendente 
Seeing ile ; 
Function aed mit : bezeichnet und im Bd. If, 8S, 204 seiner Werke 


sagt, dass sie ,gleichfalls eme besondere Benennung verdiente*. 
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Wenn man hier & = a+ q2é setzt, so erhilt man durch die Verbindung 
der beiden aus (42, b) entstehenden Formeln 
ita grat? 
peste ge 


4 an hae 
a— gai) — 5 O(g. 0+ gai) = 4 — sins a sin2z-+ +. 


(a)... 4 D(g,.a—qai) + 4 O(q,a+ qat) = 


(8)... 


Man bemerkt, dass diese Ausdriicke fiir specielle Werthe von a@ in der Theorie 
der elliptischen Functionen eine hedeutende Rolle spielen. So hat man_ fiir 
a = 4, wenn man q mit q° vertauscht, und mit Jacobi setzt 


2Khs a q°sin4z d *sin 6% 
mu )= =4 gq i eee gq’ SF aes t, 
die naa 
; 2 iK , ( 2Kx 
O(q*, —$ + qxi)— O(, —3 — qi) = = —) 


entsprechend der Formel von Gauss 
(—2)— #~—1) = scotangs 7. ; 
Anmerk. Bemerkenswerth ist, dass Ausdriicke, welche in der Theorie der 
elliptischen Functionen auftreten, hiufig auf die Sinusreihe (@), nie auf die Reihe 
(ot) fiihren, die eimen anderen Charakter zu besitzen scheint. Ein Beispiel giebt 
die Zahlentheorie. Die Siatze tiber die Anzahl der Darstellungen einer un- 
geraden Zahl durch die Form a*-+ y? oder a°-+-2y? driickt man nach Di- 
richlet durch die Gleichungen aus 
val q? ; q’ 
seein = 3-1)? A Sera ty 
ag i—g Vv 
wenn iiber alle geraden Zahlen y incl. 0 und iiber alle positiven ungeraden 
Uv sumer wird. De Reihen auf den rechten Seiten entstehen aus () fiir 
z= 4 vesp. 3 == 47 und die Transformation der Ausdriicke auf der Rechten 
und ee vernclaltt direkt den Beweis ihrer Gleichheit (ef. Oe, Jf. 
Math. Bd. 39, S. 127). Anders verhilt es sich mit der Form a?— 2y* ‘der 
positiven Determinante 2, fiir welche der entsprechende Satz lautet 
: vu—l1 qu 
Vyer—2yy — V/( 8 
= v = = ( 1) 1— qr > 
wenn links fiir a@ alle positiven ungeraden, fiir y alle positiven Zahlen ge- 
setzt werden, ftir welche 3y = 2a. Die rechte Seite entsteht aus (@) fiir 
3= 47. Diese Gleichung direct zu beweisen, war mir bisher unméglich 
selbst wenn ich die Unelecuher 3y = 2a eliminirte, indem ich sie in zwei 
ihnliche Sitze theilte, von denen der erste sich auf die Darstellung von Zahlen 
der Form 82-4, der andere auf die Form: 8-+- 7 bezieht. Der erste lautet 


@—-1)—3) 


ee 
Sq pazgetortyy = (1) © ge tS. 
Die rechte Seite ist augenscheinlich nichts anders, als die iiber alle positiven 
m und 2 genommene Summe von Gliedern 
gee b)(Sn-- 1) Gers 3)(8n4+3)_ genes) Gat 5) 4 gon £7)(8n + mie 
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(0) Die Function @(&) lisst sich auf verschiedene Art durch Produkte 
von Reihen darstellen, die nach Potenzen von a geordnet sind, so z. B., nach 
der Definition (12), von der Reihe, in welche man 1 : O(&) nach (4, a) im § e 
verwandeln kann und der fiir dO(&): dz. 

Die Functionen logO selbst, aus denen die @ durch Differentiation her- 
vorgehen, sind offenbar die Bestandtheile von log@. Man hat nach der De- 
finition (9) der O 


_ 492 qe qex* 


und hieraus nach (10, a), wenn nach ” von 1 bis oo cs wird, 


ey mn 
log o( a = log 0(q’, 0) 23 qa gay 8m % 


Das Integral dritter Gattung in Jacobi’s Bezeichnung ist 


O(s—a) | 
IT (2, a) = z= Z(a)+ 4log ——_— 
( ) ( ame: co) O(s ia) 

Anmerk. Da nach (10, a) der wesentliche Theil der Functionen @ dem 
cosZ7¢ ebenso wie Z dem cotang%7e entspricht, so wiirde dem Theile des 
Integrales dritter Gattung, welcher logarithmisch unendlich wird, der Aus- 
druck log cos (4— a) w#—logcos(%-++ a) zu vergleichen sein. Diesen kann 
man auch auf folgende Art in ein bestimmtes Integral umsetzen: 

Da nach Gleich. 79 bei Gauss 


oi —2£ © 
Beta) (ayy aa folly 
f How Vy 
dieses aber, nach der Definition von #, gleich ist dem Differentialquotienten 
nach @ von 


log IT(-—-4 +- x) IT(— 4 —a) = log —logcosan, 
so giebt eine Integration nach w@ von a bis z, die beide unter 4 liegen 
OTS fs cos as eal is ee 
“COS RTE log y (4—y)Vy 
Substituirt man hier ree =u, so erhilt man das Integral 


COS 570 5 ee du 


... log—— = ; 
te) - coment 


) sin di a” 
welches den geforderten Ausdruck giebt, wenn z und & durch z—a@ und 5+-a 
ersetzt werden. 

In der Formel (a) mussten 2 und 4% reell genommen werden, wihrend 
der Logarithmus auf der Rechten noch fiir imaginiére a und z durch ein dhn- 
liches Integral ausgedriickt werden kann. Eine allgemeine Methode derartige 
Formeln zu fide beruht aut der Gleichung von Dirichlet 


= 18) cos nb dB = 1 Sf(2nz), 
0 
die besteht, wenn auf beiden Seiten nach 2 von 0 bis o© summirt und _ fiir 
n= 0 die Hilfte genommen wird. Hieraus folgt, dass die Summe nach n, 
ebenso in Bezug auf 0 und iiber alle geraden m genommen, gleich wird 


Heine, Theorie der Kugelfunctionen. 2. Auf. 8 
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76 [3/(0) + fst) + f(2m) + +1, 
iiber alle ungeraden ” genommen gleich 
476 $f(0) — fle) + f(2m) —-1- 
Dieses wende man auf 


ett _— ean ee re: i b) fs on a (e —2Qnare__ e—2nb =) 


log ——— 
Ebr ent 2n7m 


an, wenn @ und 6 positiv reell sind, indem man setzt 


Cae eau 


fe) = 


x 

wodureh die rechte Seite der vorigen Gleichung gerade 
7 S f(2n7) 

wird, so dass man erhiilt 


ett _— e-an oe P 5—bB__ ep —af 
loge Ses 2 je a eosn8 dB 


bm —bit 
e é =(t 
n= fi 


fiir 2 — 0 die Halfte genommen. 
Das Integral auf der Rechten ist gleich 


2 figs vie coshba — cosax 
—— cosnb d —_,_ — dz 


0 
und nach Umkehrung der Jntegrationsordnung 


a 
ne 


cos ba — cosax 
(cosbe— cosa) 


x 
0 


so dass die Ausfiihrung der Summation giebt 
et — ean vis ete cosba—cosaxr 


(8) ..- log eum, ae ae 
() 


dx 


ei? — ete x 
Ein drittes hierher gehérendes Integral findet man von 
s s = — iad oe y 
a cian = BLO) — flee) + fn) 
ausgehend, worin gesetzt wurde 


fle) = = 


Nach unserem Satze ist die rechte Seite 


a —ap__ —bB 
= oo MRE Ae cosnG dB, 
0 8 


die Summe iiber alle ungeraden » genommen. Die Zusammenstellung giebt 
ebt 1 e-bn . { cosax—cosba dex 
(7) es) LOR —— = 2 — _—. 
ei? — ete 
0 


© pam + e-“ x 
(p) Das Theorem fiir die Multiplikation von @(§), namlich den Ausdruck 


ool 


a) ta e br 


wv 
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von @(q,&) durch eine Summe von Functionen @(q,C), in welchen die 
Differenz C—€& nur eine Summe ganzer Vielfachen von 1:2 und von 27¢qi:n 
ist, ergiebt sich unmittelbar aus der Formel (41) durch Nehmen des Loga- 
rithmus und darauf folgende Differentiation. 

Fiir die Functionen & gewinnt Gauss im § 33 in den zwei Formeln 
(74) und (75) seiner Disquisitiones gen. circa ser. inf. das Resultat ,,%z ge- 
neraliter pro quovis valore rationali ipsius 3%, positivo seu negativo per 
, atque logarithmos determinari posse, quod theorema sane maxime est me- 
morabile*, was er auch in der schon erwihnten Anzeige dieser Schrift S. 204 
hervorhebt. Die entsprechenden Formeln fiir die @ iibergehe ich hier, da sie 
zwar eine dussere Aehnlichkeit mit den von Gauss erwiahnten besitzen, aber 
keine Reduction auf einfachere Functionen geben. 


Vil. Die Integration einer Differenzengleichung. 


(q) Ein Verfahren, welches Herr Kummer im 15. Bd. des Crelle’schen 
Journals angewandt hat um Beziehungen zwischen partikuliren Integralen der 
Differentialgleich. (2) fiir die Gaussische Reihe zu entdecken, lisst sich auch 
auf die Differenzengleich. (2, a) anwenden. Durch dasselbe ergab sich u. a. 
eine Gleichung, welche der wichtigen Euler’schen Transformations- 
formel 

F(a, 8, y, x) = (1—a)r-*—-P F(y— a, y— B, y, 2) 


entspricht, namlich 


(13)... g(o,8.7,9.8) = plat b—y.1,1,8) p(y—a.y—Biy.gS+a+B—y). 
Der erste Factor auf der Rechten ist jene emfache Function g, welche nach 
(4) ein unendliches Produkt giebt, und nach der Zusammenstellung auf S. 99 
als Uebertragung der binomischen Reihe zu betrachten war. 

Die Resultate, welche sich bei dieser Behandlung im 34. Bde. des 
Crelle’schen Journals ergaben, sind spater von Herrn Thomae nach den 
Prinzipien abgeleitet und erweitert worden, nach welchen. Riemann die Reihe 
von Gauss behandelt hat. Indem ich hier hei dem urspriinglichen Verfahren 
bleibe, verweise ich auf die Arbeiten des Herrn Thomae tiber diesen Gegen- 
stand im 70. Bd. von Borchardt’s Journal und im 4. Bd. 2. Serie der Annali 
di Matematica pura ed applicata. 

(r) Wir behandeln die Differenzengleichung 

(2,6)... Myt+g4ythy=90, 1g 
worin gesetzt ist 
c—q+(a-+ b—2ab) gx 
hyena ag = =-—h= qe. 
c—abqax c—ab qu 
Angenommen wird, dass die a, f, y, oder a, b, © allgemein bleiben, d. h. 
dass keine algebraische Gleichung zwischen ihnen bestehe, oder dass wenigstens 
das Bestehen gewisser Gleichungen unter ihnen ausgeschlossen sei. 

Wir versuchen das Integral y in ein Produkt y=v.w zu zer- 
legen, in welchem wv das Integral einer Differenzengleichung wird, der 
g(a’, By, q'; &') geniigt, wenn a’, f’, y', g' Constante und € eine von € 
abhiingige Veriinderliche bezéichnen. Es zeigt sich, dass ew dadurch als Function 
von & und &' von selbst bestimmt ist. 

Macht man 


8% 
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wo =wt4w, w,=w,+4w,, 


1 
so wird, nach welchem Buchstaben man auch die Differenzen nimmt, 


Ay =w, 40 +v4w 
By = w, Dv04+ 24w, 40+ 0d. 
Setzt man dies in (2, b) ein, so findet man 
(8)... w,4?v+ (240, + gw,) 40+ (aw + g4w+hw)v =0, {&. 
Diese Gleichung wollen wir mit einer solchen in Uebereinstimmung bringen, 
welcher eine Function v = g(a’, 6’, y’, q', &') geniigt. Man setze zunichst 
fest, wie & von & abhingen soll. Hier handeln wir ausschliesslich 
iiber die Ergebnisse der einfachsten Festsetzung ae E+ f, wo f 
eine Constante bezeichnet, so dass, wenn & um eine Einheit, & um ebenso- 
viel zunimmt; daher darf in der Differenzengleichung die unabhingige Variabele 
— mit & vertauscht werden und umgekehrt. 
Man bringt nun (@) mit der Gleichung 
(vy)... Bot d4do+hv=0, {& 
in Uebereinstimmung, wo 
Qing tat et eee Sta 
c—a biq'a! c!—a'b'q'a! 


Dies geschieht, indem man setzt 
(é) vse Wy (9'—2) =U, (g—2) 
(0)... w,(9—2)(¥-+1—9') = w(g'—2)(h 414); 
sind diese Bedingungen erfiillt, so wird auch 
(14)... y=wo(e’, py, q +f) 
ein Integral von (2, b) sein. 
Dadurch, dass man & in (3) mit €—1 vertauscht und dann w,:w eli- 
minirt, erhalt man 
(14,a)... q(i—wx)(c—abr)[q'+e'— (a+ 6’)a'|[q' +c! —(a' 16") q'a"] 
= q'(i1—2')(c'—a'b'a')[q + c—(a+b)a][qg+e— (a+ b) qz]. 
Hieraus folgt, dass av! als Wurzel einer Gleichung zweiten Grades die Form hat 
_ ¥@)+Vx@) 
ne) 
wo » und w ganze Functionen héchstens des zweiten, x des vierten Grades 
sein kénnen. Durch Vertauschung von € mit +1 gehen ferner a2 und a! in 
qx und q/a’ tiber, so dass 
wgx)+ VxCqe) _ g POTVH2) 
- qx) n(@) 
folglich auch yy rational ist und mit w zu einer Function zweiten Grades, 
die wieder w heisse, zusammengezogen werden kann. Man hat also 


al — 
aw! n(x) = wa). 
Aus der Annahme & = &-+f folgt, wenn ¢ und k Constante bezeichnen, 
4 + 4: 
ga! = (q')5’ ae kg? = heé, q' == (f°. 
Nach dem unmittelbar Vorhergehenden kann € nur ganz und héchstens 2 sein, 
so dass als einzig mégliche Fille iibrig bleiben 


a! 
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1) «! =kx und zugleich q! = q 

2) tise kes, os Qa og 
Sg Se sue 2 ge 

By Peele Ieee 6 ee Gaal ge 


Das Bestehen der Gleich. (14, a) fordert, dass die niedrigsten und ebenso 
die héchsten Potenzen von aw auf beiden’ Seiten gleiche Factoren haben; folg- 


lich ist 
G@te? _@'tey (a+b _ @toy 
Gee wie: aba ee ib. = 


, 


City orb QG2 Ca 9 js Culedera tg’ aicl i=ace ng 
a:b'=a:b een aol as 
Bringt man (14, a) in die Form 
(0)... (A—a) (A — px) (1 —r'v') (1 —q'r'z') 
= A— 2’) — p'x’")1— rv) (1— qra), 


wo gesetzt ist 
PE aly 4 aside = Wee ipl = nes 
c q+c c q+ 
so tiberzeugt man sich davon, dass der dritte und vierte Fall nicht 
eintreten kénnen, indem @, 8, y-unabhingig sein sollen. Wiirde man, 
um den Beweis in einem von den beiden Fillen, wozu wir willkiirlich den 
dritten wahlen, zu Ende zu fiihren, in (0) setzen g! = q*, xv! = ka’, so 


hatte man 

(1 — a) (1--- px)(1 — kr'x*) (1 — kr'q?xr*) 

=(1— kav*)(1— kp'x*) (1 -- rx) (i — gre). 
Da die linke Seite fiir a2 = 1 verschwindet, so muss zugleich die rechte Null 
sein, also auch einer der beiden Factoren zweiten Graden. (Sollte namlich 
(1i—r)(1— qr) = 0 sein, so wire r oder gr gleich 1; also kénnten a, f, y 
nicht unabhingige Gréssen bedeuten.) Dieser wire dann 1—.2*, so dass ein 
Factor, also ein quadratischer, der linken Seite fiir a = —1 verschwindet. 
Die linke Seite ware also 
(4— a) (1— px) (1— x”) (1— q*#?. x’), 
und der Factor 1—ra auf der Rechten miisste mit einem der Factoren auf 
der Linken fiir dasselbe a Null sein — was (wegen der Unabhingigkeit von 
a, 8, vy) unméglich ist. Es bleibt nur noch der erste und zweite Fall tibrig. 
1) Man setzt q’ = q, «x! = ka, und hat 

(4—a) (1—p.x) (4—Ar'x)(4—kgr'ax) == (1—hax)(1—kp'x) (1—rx) (1—qrza). 
Fir 21 oder pe =1 kémnen auf der Rechten nur die beiden ersten 
Factoren verschwinden und es ist also 


tb ab! 
entweder k = 1 dae? =, 40... =; aire 
- ab a'b! C 
| S44 Pp SS an i — ils a Sa SS 
OR at C ap c ab 


Combinirt man hiermit die vier verschiedenen Fille unter (7), so ergeben sich 


118 Zusatz zum zweiten Kapitel. 


folgende vier Systeme von Werthen der Elemente 


a! b! c! q’ a! oder a! B' y! q’ é 
i ma en : a g y 4 g 

, b 
a ye cq Se 5 yma y-B x 9 &tats—y 
a qb i 
“ * 4 Gout: » o¢-i-—y Byi—y 2—y q § 

a ab 

pe ee ee ae 


2) Eine ganz dhnliche Untersuchung verschafft fiir den Fall q' = 1:4, 
a’ =k:a noch vier andere Systeme von Werthen der Elemente 


a vo od gf wt oer oY gt 
: ia in : : » @ a+i—y a+i—s a é 
ee ae ” IB 7B oHI—B 2 Etat py 
wp we BB Be 2 ds 
Be a ie eine a oe 


Die vier Reihen qm von diesen Elementen lassen sich nach S. 98 in solche 
: . 3 ‘Nae. : 
verwandeln, deren viertes Element gq und nicht — ist; in der Zusammenstel- 


lung des folgenden Paragraphen sind sie in dieser Form angegeben. Nichts 
desto weniger konnten sie nicht unter No. 4 stehen, weil wir S. 116 fest- 
setzten, es sollen nur solche Transformationen aufgesucht werden, bei welchen 
& — €+f, nicht solche, bei denen &’ = —£&- f. 

Man iiberzeugt sich leicht davon, dass diese Elemente der Bedingung (14, @) 
wirklich geniigen. 

Fiir jede dieser Functionen v hat man scbliesslich das dazugehérige w 
nach (¢) aufzusuchen, also durch die Gleichung 


gh ms q+ c’—(a'+- b’)a' c—aba ee 
q+ce—(a+b)e c—ad'a “'’ 
die man wiederholt anwendet, so dass w durch ein Produkt ausgedriickt wird, 
welches in den acht Fallen, — den Fall wo es 4 wird eingeschlossen — 


in welchen wz aufzusuchen ist, eine einfache Form annimmt. So erhalt man 
z. B. m dem zweiten Falle von No. 1, in dem 


a’ b! c q' a! 


gleich 


sind, die Gleichung 
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igh c—abex s 
ci—axz) 
also indem man w,, gleich 1 setzt, das unendliche Produkt 
_ (1g 8-7) (1g! ++ 9-7 @) (1— gh #4012)... 


(1— ax) (1— qa) (1—q’a)... : 
welches nach (4) gleich m(a-+ @—y, 1, 1, q, &) wird. 

(s) Auf diese Art haben wir folgende 8 Losungen der Differenzen- 
gleichung (2, a) gefunden, die s&immllich das gleiche vierte Element q 
haben, welches deshalb bei der nachstehenden Zusammenstellung fortgelassen 
werden durfte 


1) ¢(a,8,y,§) 

2) x rg(a+1—y, 8 +1—y, 2—y, §) 

3) 2 *g(a,a+1—y,a+1—B£,y+1—a—fp—E) 
4) x? 9(6,8-+1—y,8+1—a,y+1—a—f—€) 


5) pa+B+y, 1,18) p(y—ay—B 7, §+-a+8—y) 

6) «'~¥g(a+6—y,1,1,8) p(i—a, 1— 8, 2—y, £+a+fp—y) 

1) 2“ gla+B—y,1,1,7+1—a—B—£) g(1—B,y—f, a+ 1—3, 1—&) 
8) a g(a+b—y, 1, 1,y +1—a—6—E£) p(1—a, y—a, 6 + 1—a, 1—&). 

Da das erste und fiinfte Integral sich nach aufsteigenden ganzen positiven 
Potenzen von w entwickeln lassen und fir @ = 0 sich in 41 verwandeln, so 
sind sie gleich, und liefern die oben als Verallgemeinerung der 
Euler’schen hervorgehobene Gleichung (13). Durch Anwendung der- 
selben verwandeln sich die ersten vier in die letzten. Wir haben also die 
vier verschiedenen Losungen 1—4 der Differentialgleichung (2, a) gefunden, 
welche den Forderungen entsprechen (y = v.w, & = +f). 

Zwischen den verschiedenen Lésungen existiren dhnliche Beziehungen wie 
die, welche man bei den linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung 
kennt und die von doppelter Art sind. Die eine Art giebt lineare homogene 
Gleichungen zwischen drei Losungen, die andere verbindet zwei Loésungen mit 
ihren Differentialquotienten, hier mit ihren Differenzen 4. Nur bei der Ueber- 
lragung dieser Art von Gleichungen verweilen wir, indem die Formeln, welche 
man bei der andern Art gewinnt, vorlaufig keine Anwendung finden, und die 
Uebertragung der betreffenden von Kummer aufgestellten Gleichungen keine 
Schwierigkeit hat. 

Sind y und % zwei verschiedene Lésungen von (2, a), so wird 


aMy—y4's4+ 9(s ty —y 42) = 0. 


w 


Setzt man 
bAMAy—yd4s=yX, 
so wird 
Ay = (3+ 42) Py —(y + dy) 4*s. 
My —y A's = Ay + Be dy— Ay As, 
und aus der gegebenen Differenzengleichung fiir y und 5 
As Ay— Dy As =h(y 42—2Ay) = —hy, 


so dass fiir y die Differenzengleichung erster Ordnung entsteht 
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Ay = (h— gx, 
Setzt man 4y = ¥,—% FX, =A2—%> Cle» so giebt dies 
: 1— 2x 
1G c—abqu x 


und die wiederholte Anwendung dieser Formel 
1-+-a-+ 6— 2 G—Y ay 3-+a+f—y - 
Me cea (1A—gtot hry x) (1g? tet P-7 a) (dg tone 7a). «- 
Aas 4 1— x) (1— qa) (1—q°a) 
(1— x) (1— qx) (1— 9’)... 
Nennt man die aus y und % durch Vertauschung von a mit qv hervorgehen- 
den Functionen y, und z,, so kann man. die linke Seite der Gleichung auch 


durch zy, — y%, ersetzen. THierdurch erhilt man die in Rede stehenden Glei- 
chungen, namlich den Ausdruck 


ay, — ys, = 2-7 p(a+B+1—y, 1, 1,4, 8), 
in welchen man fiir y und % irgend zwei verschiedene der Losungen 1 bis 4 
einzusetzen hat. 

Anmerk. Hiatte man allgemein die Transformationen untersucht, bei 
welchen & = v€-+f, wenn » eine ganze positive Zah] bezeichnet, so diirfte 
man im §r, @ nicht die Differenz von » nach & mit der nach & vertauschen. 
Lisst man & in 


v= pla, B yg &) 
um 4 oder 2 wachsen, so geht v in 
2 = 9 Br yg +r), 0, = 9! Bi 7', q' F+ 2) 
uber, und man kann (8) nicht mit (y) assimiliren, sondern mit einer Gleichung 
(v,— 2v,+0)+ Gio, —v)+ Ho = 0, 
also emer homogenen Gleichung zwischen drei Functionen © von der Form 
Av-+ Bv,+Cov, = 0, 
in welcher fiir A, B, C Functionen von a’, 6’, y’, q', & aufzusuchen sind. 
Aus den Relationen, welche unter den verwandten Functionen bestehen, folgt, 
dass fiir jedes gegebene y eine solche Gleichung wirklich gefunden werden kann, 
im allgemeimen um so leichter je kleiner y ist. Diese Coefficienten A, B, C 
verglichen mit den aw geben die (44, a) entsprechende Gleichungen, durch 
welche die Elemente a’, f’, y', q', &' mit den urspriinglich gegebenen a, £, 
y, q, € wusammenhiingen. Untersuchungen iiber diesen Zusammenhang habe 
ich noch nicht angestellt. 


t 


Vill. Anwendungen auf die Theorie der elliptischen Functionen. 


(t) Im § 64 seiner Fundamenta setzt Jacobi fiir die unendlichen Produkte 


(1—q8)(1—q*s)(1— q*s)..., a=. 


die nach (4) im § @ ihnen gleichen, nach auf- oder absteigenden Potenzen 
von 3 == cos2a-+-isin2a geordneten Reihen, multiplicirt einerseits die heiden 
Produkte, andrerseits die ihnen gleichen Reihen und findet so, dass das 
entstehende unendliche Produkt, welches wesentlich die Jacobi’sche Func- 
tion @ wird, gleich einer nach auf- und absteigenden Potenzen von 3 ge- 
ordneten Reihe sei, in welcher mit cos2na eine nur von q abhingige Reihe 
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multiplicirt ist, die durch eine besondere Methode summirt, eine einfache 
Summe liefert. 

Von dem allgemeinen Standpunkt aus, den wir hier eimehmen, indem 
wir die zu multiplicirenden Reihen als besondere Fille der Function gm be- 
trachten, zeigt sich, dass jene Summation, welche der Factor von cos2na liefert, 
gelingt, weil die zu summirende Reihe eine solche hypergeometrische 
(a, 8,7, q, §) wird, bei welcher € den Werth y—a-— annimmt (Vergl. 
(8, a)). Dieser Umstand macht es méglich, eine einzige allgemeine Formel 
(§ w, 17) aufzustellen, die, direkt oder nach geringen Umformungen, nicht nur 
die unendlichen Produkte fiir die © und H in die bekannten trigonometrischen 
Reihen umsetzt, sondern dasselbe auch fiir sinam, cosam, Zam etc. (Jacobi 
§ 39) leistet. Ferner gewinnt man auch noch Formeln, die ich an anderen 
Stellen noch nicht bemerkt habe, von denen einige hier Platz finden mégen 
im Ansehung des Interesse, welches man Entwickelungen, die sich auf die Theorie 
der elliptischen Functionen beziehen, zuzuwenden pflegt. (M. findet diese Art 
der Behandlung in meiner Abhandlung: Abriss einer Theorie d. ell. Funct. im 
39. Bde des Crelle’schen Journals, wo ich mehrere Untersuchungen weiter 
ausgefiihrt habe, als es hier geschieht.) 


(uw) Um die erwahnte allgemeine Gleichung und zugleich noch allgemei- 
nere Transformationen zu gewinnen, geht man von (4) aus. Es ist hiernach 
1—aq"s b—a (b—a)(b—aq) , 
ai le % ee te 
1—bq"s tet, was ta ee 
wenn das Produkt hier wie im Folgenden nach dem Buchstaben m genommen 
wird, der alle ganzen Zahlen von 0 incl. zu oo durchlauft. Ist 3 = cos 2a-+-tsin 2x 
also -#3 = 1, so kann man 2 mit 2~! vertauschen. Multiplicirt man die 
so entstehende Gleichung mit der vorigen, so erhalt man sogleich 


1— 29q%+” cos 2x-} g?a + 
1 — 298+" cos 2a+-q?2h +n 
wo c, eine hypergeometrische Reihe ist, namlich 
a (b—a)(b—aq)...(b—49q’") [1 4 (b—a)(b— aq”) 
ins 9G 49 019") (i) Lg’) 
g OSMOR ant cone ar ry) or 
(dtd aed gis) 
Der in der Parenthese eingeschlossenen Reihe 
(15, a)... g(a—f,a+r—B, v+1, 28) 
kann man nach (43) resp. nach (5, @) auch die Formen geben 


(ib, b) =< Oat) g(b—e+1, B—a ty +1, 7 +1, 2a—1), 


se OM 9 a+1,28,0+-8,0—B4-»), 


von denen die letztere nach wiederholter Anwendung von (13) sich auch mit 


Me POT E—  g(ap, 20 1, 04 Pate +3) 


ia) ses TT = ¢,+ 2c, cos2a + 2c, cos4xv + +, 


(oO) a 


(15, d)... 


vertauschen liisst. 
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(v) Zunichst erhilt man die Zerlegung des sehr allgemeinen Pro- 
duktes auf der linken Seite von (15) in sogenannte einfache 
Briiche. Setzt man die Form (15, c) ein, so wird (a, 8, a—f positiv 
vorausgesetzt) 


0 Spay Ot 9241, 28, a+ 8, ab +9); 


dieser Coefficient lasst sich also durch eine Reihe 
698” +e, Qe BF BD 4 ob rey Qe—Pmt Brm)y 1... 
darstellen, in welcher die x von yv unabhangig sind. Multiplicirt man c, mit 
2cosvx, c, mit 1, und fiihrt die Summation zuerst nach » und dann nach 
m aus, so erhilt man die Zerlegung durch folgende Formel 
O(0).0(0)  —|_ 1 22+ *cos2a + g?a tn 
O(a— B—1)0(8 —a) ~* 1— 29+" cos 2a q?P+?n 


yy OnOlat-B—ttn) Aah) gre“ 

~ O(8—a-+n) O(28—1--n) 1—29%+*cos2x+ got?’ 

in der, wie festgesetzt wurde, m auf der Linken und Rechten die Zahlenreihe 
von 0 incl. bis oo durchliuft, und das bei den O fortgelassene vierte Element 
iiberall q ist. 

Diese Gleichung enthilt die Zerlegung der elliptischen Functionen in 
Partialbriiche (Jacobi § 35, S. 87) in sich, z. B. erhalt man die fiir simam 
idem man @ = 1, @ = + setzt und q mit q? vertauscht, die fiir cosam 
wenn a@ = 1-++q7t. Macht man @ = &, so entstehen die Formeln fiir die 
Zerlegung von 1: @ und 1:4, die Jacobi im § 66 S. 187 giebt, néamlich 
zunichst wenn @ allgemein bleibt 

(= icaimt Ng Yee n+) 
Ce ad ae Mg ee 
1—2g8+"cos 2a gr? +?” 
= 3 (—1)" poe =a or Wee de die 
O(26—1-+n) 1—2q?*"cos2x+ g?htn 

(w) Wir gehen wieder zuritck zu (15) und suchen die Falle fiir @ und 
p auf, in welchen die Reihen fir c, sich summiren, also das Produkt auf 
der linken Seite, welches nach (15) eine Doppelreihe giebt, sich in eine ein- 
fache trigonometrische Reihe (in Bezug auf aw) verwandeln lisst. Die Aus- 
driicke, welche wir gewinnen, werden bei der Anwendung auf specielle Falle 
zum Theil durch folgende trigonometrische Formeln vereinfacht: 

sin(2m +1) a 
sin & 


(ABY¥. ai! 


= 1+ 2cos2x + 2cos4x +--+ 2 cos2ma, 


sn 2ma 


= cosx + cos 3x + +++ + cos(2m—1) «a, 


2 sina 
cos(2m-+-1)a ’ ; 
—~——__— = colang x — 2sin 2% — 2sin 4a —---—2sin2ma, 
sin @ 
cos 2mx 1 ; : 
——— = —— — 2sina — 2sin 3a—--.—2 sin(2m—41) a. 
sina sin aw 
1) Die in ¢, vorkommende Reihe lasst sich, wenn @ = 3 und ~ po- 


siliv ist, in der Form (15, a) durch (8, @) summiren, in der Form (15, d) 
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ohne andere Hiilfsmittel. Man findet 
o, = gh OB =O(—8—) 084+) 
DOORS ig Ore Rake?) 
und erhalt daher, wenn man noch q mit qg’, 26 mit # vertauscht, die 
Gleichung 


17): Foe, ee ree bene s (degree) 
5, ilies Qa} qrb+4n ae (19?) (1—qrh +2") [ aig 
1-8 ; eee 1-£ | ee 3— 
oobi at _ np ods ag ie MY 
2q Tere Talos 2@ + 2q 2q 5 (ea oideco) cos 4a + |: 


Dies ist eine von den allgemeinen Formeln, auf welche im § (ft) 
hingewiesen wurde. 

2) Einen ahnlichen Ausdruck gewinnt man fiir o@ = 1, wenn man @ in 
(47) um éizlogqg wachsen lisst, aber auch direkt aus (45, ¢), welches fir 


a =1 giebt 
O(— Bol 2 
rw aV 52 1, y+1— 
Multiplicirt man (15) mit sing, so erhalt man 
(c,—¢,) sina + (c,—c,)sin 3x -+ (¢,— ¢,)sinda + +++; 
diese Differenzen der c liefern einfache Ausdriicke. Es ist namlich ec, —c, 41 
offenbar gleich 


O(— B)O ; 
NOniCaaNe gq’) q’? p(28, 1,1,» -+-1—), 


und man hat daher mit Hiilfe von (4), 


el oe 08 rea -Os- tae) OB O(B——t)) I 
(its) = sine IT BoP ced erght wa menage kee 
ee (1—9'*)(t—q"~*) 
Sear: zp sinda + q??- (i= q'8\(1— ? TAY sin5xz +.-. . 


Anmerk. Macht man @ = oc in (15), so verwandelt sich der Zahler 
auf der Linken in 1, wihrend man aus (15, c) erhalt 


re | 
0) ORR)? _# 7: 9 9+%+1), (9 =o). 


Man findet also die Gleichung 
= __ an+i __n2h+n 
ee eee 
1—2q+” cos 2a q?P +2” 
eer; 2 er ys —_ f72f+1 
te ge ee de Merve g-], 
aad ({—q@)(i—¢) 
wenn rechts fir » = 0 die Hialfte genommen wird. 

(x) Aus den Formeln (17) und (17, @) entstehen die von Jacobi ge- 
gebenen Entwickelungen der unendlichen Produkte in Reihen durch einfache 
Substitution specieller Werthe fir a@ und #8, z. B. © und H wenn man £ 
gleich oo setzt; in dem Falle, dass in (17) # = 2 ist, wenn es sich also 
um die Quotienten 4: sinam oder 4 : cosam etc. handelt, hat man die ent- 
stehenden Gleichungen noch durch sina zu dividiren, um die gewohnliche Form 


fy 


3 2q'? cos 2vx [a 
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mi erhalten. Dadureh entsteht auf der rechten Seite mit Hilfe der oben an- 
gegebenen aie Gleichungen 


(es+ 2s Cc ,)—Asine ¥ ¢,—Asin3x Sc, 


sin x y=1 
Abgesehen von dem vor der Parenthese befindlichen Factor ist c, gleich 1, 
und c, gleich 
(1—q)’ qr?’ eee pes qt ge | 
(gg i -fg qt} ae ee qo} ; 
Durch Einsetzen dieser Werthe ergiebt sich die eee Formel 
{ ; i—q°"+? 2 1—29?"+1cos2a-+ qi" t? 
(a) oseaG Aah an) F {—2.92"+2 cos 2 4n+4 
114 — i cos Fitss 


q° 


sina 


SO 


welcher man noch die zweile hinzufiigen nie die durch Division von (17, a) 
mit cosa entsteht, nachdem man g? gleich —q gesetzt hat 


{—q"*! 2 1—2g"*1cos 2a q?"t? 
( i ). ap tanga 
1+ qt! 1-+-29"t*cos2x-+-q*"t 
4 Ag? 
= tang xr q sin 2x + q 3sin4g—-+--- 
I+ 4q iq 


Indem man a in (a) gleich 47 macht, wodurch die linke Seite das 


Quadrat von 
eg) Cae 
(1— gt) (4-4 g?2) 


wird, wahrend dieses sich in 


IT(1— q?"**) (1 -- garry = xq’ 


verwandelt, weil 
HEA —¢'e3)) (4g) =f, 
so erhalt man auch den schon auf S. 112 erwilhnten Satz 


A 4q° 
(CE 29* 2932.) ; rear ee 


Aus den Gleichungen (17) zieht man auch die Formeln fiir die Ent- 
wickelung der Produkte aus emer endlichen Anzahl von Faktoren.  Setzt 
man in (17) fiir @ eime ungerade Zahl 2m-+-1, so erhiilt man die endlichen 
Ausdriicke 


m {== gu m 4 ; , 1 —q 
fl a ay iat —2q?4—'cos2a 5 a a ee 


uel i 
apse Or Meradanaae 
(1i— grt) (t= Gr 2) 


q'vos 2x 


q* cos 4a — +++ 


Diese Formel mit dem nachfolgenden sehr einfachen, der Eigenthiimlich- 
keit des speciellen Falles entsprechenden Beweise findet man in dem 4usserst 
werthvollen von Herrn Hermite verfassten Anhange zu Lacroix, Traité 
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élémentaire de calcul différentiel et intégral (Deutsch von Natani; IV, S. 30). 
Sie rihrt, wie Herr Hermite dort bemerkt, von Cauchy her, der damit auf 
die einfachste Art das unendliche Produkt fiir © in die unendliche trigono- 
metrische Reihe verwandelt hat, und kommt vor in Cauchy’s Mémoire sur 
les fonctions dont plusieurs valeurs sont liées entre elles par une équation linéaire, 
et sur divers transformations de produits composés d’un nombre indéfini de 
facteurs, Comptes rendus, T. XVII (4843) p. 523—531 u. 567— 572, auf 
S. 568. Dies genaue Citat verdanke ich einer gefiilligen Mittheilung des Herrn 
Enne per. 
Um das endliche Produkt 


(1+ 9%) (1+ @°s).-. (14 g?7"8). (4+ 1)a44 le (44 i) 


in eine Reihe zu verwandeln, bringt man es auf die Form eines Produktes von 
den beiden Faktoren 

(1-4 2q!—?”) (1 -++ zq>—?”) ...(14-+ 2q?”—1), 3-7” Q””. 
Der erste von ihnen lisst sich durch die einfachsten lange bekannten Mittel 
(oder durch die sehr leicht abzuleitende Gleichung (4)) nach Potenzen von z 


in die Reihe , 
| GG—L Lg Ctrt+4) GQ =—s) 
entwickeln, welche mit dem zweiten Faktor multiplicirt die verlangte Darstel- 
lung giebt. 
Zum Schluss fiige ich noch die Gleichung hinzu 


; 1——9q ™m F 
(s a arisen +t)e) 12 Ea cos 2x 


(1—q?”") (1—q?"—?) , m 197 2 sin x 
42g ging tle | et) tg 


ee Ges (4—q?1) (4— Gus 2) 3 
- (1A—qr'*) (4— qarat ?sin 3x cies getty ..d— vgn inde | ; 


deren rechte Seite mit wachsendem m sich dem wesentlichen Theile der 
Function H niahert. 


Drittes Kapitel. ° 


Die Kugelfunction zweiter Art. Cylinderfunction. 


§ 22. Die Kugelfunction zweiter Art wurde im § 17 eingefiihrt 
nnd ist vermége der Gleich. (12) 


PO ink ile oes eal fatal) als are sari 
ee tas tone) ol oon 3) igh ) 

so lange definirt als Max >1. 
Es zeigte sich ferner, dass Q”(x) ein Integral der Differential- 
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gleich. (8) ist, d. h. von 
(8)... G—a”)d’s -—2adzdax + n(n +1)2da2* = 0. 

Da die Ausfiihrung von dergleichen Integrationen durch Reihen in der 
Folge mehrfach gefordert wird, so soll an dieser Stelle das Verfahren, wie 
man es in den bekannten Werken *) iiber Integralrechnung findet, kurz er- 
ortert werden. 

Um fiir die Gleichung Lésungen zu erhalten, welche nach Potenzen von 
a absteigen, setze man 

ih a aad oe ee 

Ke eam EE ee a 
in dieselbe ein, und ordne dann nach Potenzen von wx. Da der Coefficient 
einer jeden von ihnen fiir sich Null sein muss, damit die linke Seite fiir jedes 
x, Wenigstens fiir grosse Werthe von aw, verschwinde, so findet man zuerst 
aus dem Coefficienten der hichsten Potenz 


a(a+1) = n(n-+1) 
und allgemein von y = 0 an (a, = 41) 
Ary +42 = Ary +7 (GruiM kane? ma) a 
(a — 2v — 2)(@ — 2v—1)— n(n +1) 
Der Nenner lisst sich vermége der Identitit 
m(m-+-1)— n(n+-1) = (m—n) (m+ n-+-1) 

vereinfachen; ferner erhilt man zwei verschiedene Werthe fiir a, namlich 
a=n und @ = —n—1. Setzt man den ersten Werth fiir @ in den Aus- 


druck fiir die Coefficienten ein, so erhilt man die Lisung P”(a); setzt man 
aber a@ = —n—41, die Lésung Q"(a). 

Bedeuten a und 6 willkiirliche Constanten, so ist, so lange 
Mx >1,%=aP"+bQ” das allgemeine Integral von (8). Fiir 
x=oo wird P=oo, Q=0, so dass nur ein Integral von der 
Form 6Q fiir « = oo verschwindet. So lange (x) >1 ist daher 
eine Function als Q"(#) voéllig bestimmt dadurch, dass sie ein con- 
tinuirliches Integral von (8) sein und mit #*+! multiplicirt fiir a = oo 
sich in 3 SGD verwandeln soll. 

Noch blieb willkiirlich was Q vorstellen solle, wenn a1 
(M. vergl. 8. 80); wir wiihlen die Fortsetzung von Q so, dass sie 
in keinem angebbaren Flachenstiicke aufhért, der Gleich. (8) 
zu geniigen. 

Dies kann so geschehen, dass Q(x) in der ganzen Ebene der 
x, nachdem man die Punkte +1 ausgeschieden hat, nicht nur end- 
lich, sondern auch continuirlich bleibt und auch in keiner Linie 
aufhdrt, (8) zu geniigen, und zwar dndert Q sich dann auf jedem 


*) ZB. in Euleri institutiones caleuli integralis, Vol. Il, Sectio I, Cap. VIII. 
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gegebenen Wege (der nicht durch die Punkte +1 geht) auf vollig 
bestimmte Art. Sie ist dann aber nicht monodrom; man langt viel- 
mehr, wie sich aus der Gleich. (17, c) S. 96 schliessen lisst, bei dieser 
Art der Fortsetzung, wenn man verschiedene Wege einschligt, in 
demselben Punkte x auch im allgemeinen mit verschiedenen Wer- 
then an, die sich um ganze Vielfache von iwP’(2) unterscheiden. 

Eine solche Art der Fortsetzung wiirde jedoch nicht unserer 
Forderung entsprechen, nach der Q einen, wenigstens wenn ./a>1, 
durch (12) véllig bestimmten, von dem Wege unabhingigen Werth 
besitzen soll. Man kann aber eine einwerthige Fortsetzung er- 
halten, wenn man auf die Continuitit der Function beim Ueber- 
gang in die Gerade verzichtet, welche die zwei Punkte +1 mit 
einander verbindet, die also einen Theil der Axe des Reellen aus- 
macht. Diese endliche Linie heisst im Folgenden Querschnitt. 

Kine eindeutige Function von « ist bis an, aber nicht bis in 
den Querschnitt bestimmt durch folgende Bedingungen: 

1) Sie soll bis an den Querschnitt der Differentialgleichung (8) 
geniigen; 

2) bis an den Querschnitt continuirlich bleiben; nur in den. 
Punkten +1 darf sie unendlich werden; 

3) mit «+! multiplicirt fiir 2 = oo gleich werden 

AAR 
3.5...2n-+1) 

Diese Function heisst Q"(#) ausserhalb des Quer- 
schnittes. Es wird sich zeigen (§ 23), dass eine solche Function 
wirklich existirt, dass sie zu beiden Seiten des Querschnitts ver- 
schiedene Werthe besitzt — was aus dem Umstande stammt, dass 
ya°—1 au beiden Seiten des Quersehnitts, nach 8. 40, ent- 
gegengesetzte Zeichen erhalt, — und zwar ist der Werth am 


Rande des negativen Ufers um iwP"(a) griésser als am Rande des 
positiven Ufers fiir das gleiche 2. Positiv heisst das Ufer, auf 
dem sich die positive Axe des Imaginiren befindet. 

Ist « ein Punkt im Querschnitt, so dass also —1<a<1, und 
bedeutet ¢ eine positive reelle Grésse, so ist 2 7-e¢ ein Werth am 
positiven Ufer, Q"(v+«%) die Function Q auf demselben, und es 
existirt eine Grenze, Gr. Q"(a + «#) fiir e = 0 oder Q"(w+-0.4), in der 
symbolischen Bezeichnung die man in solchem Zusammenhange an- 
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zuwenden pflegt. Dies ist der Werth am Rande des positiven Ufers, 
wihrend Gr. Q"(#— «?) fiir e = 0, oder O(a —(Q.2), den Werth am 
Rande des negativen vorstellt. Die Differenz Q"(w—0.i)— Q"(a@+0. 4) 
verschwindet daher, wenn 2 eine beliebige complexe Zahl be- 
zeichnet, und Q(#-++0.7) stimmt dann mit Q(@) tiberein; fiir einen 
Punkt x im Quersehnitt ist sie aber im P"(x). 

Im Querschnitte war bisher Q”(v) nicht definirt; es wird nun- 
mehr festgesetzt: Im Querschnitte soll Q’(z) das arithmeti- 
sche Mittel aus den beiden Werthen an den Uferrandern 
bedeuten; also ist im Querschnitte 


O"(x) = 30" +0.) +4.0"@— 0.4), 
zugleich eine reelle Grésse. 

Die Function Q”’(@+ et) bleibt, wenn x zwischen —1 und +1 
liegt, nach x und « continuirlich, wie nahe auch ¢ der Null kommt. 
Ebenso sind die Differentialquotienten von Q(@+eéi) nach a+e 
continuirliche Functionen von ¢ bis an e =O, und die Grenzen 
derselben gleich den entsprechenden Differentialquotienten nach x 
- von den Grenzwerthen, némlich von Q(#-+0.1). (Am leichtesten er- 
kennt man dies aus dem Ausdruck fiir Q auf 8.96.) Hieraus folgt, 
dass Q(x), wie es oben definirt wurde, auch im Querschnitt sich 
continuirlich éndert und der Differentialgleichung (8) geniigt. Fasst 
man Alles zusammen, so bleibt das so definirte Q(x) in der 
ganzen Ebene mit Ausschluss. der beiden Punkte +1 endlich; in 
der Ebene bis an den Querschnitt und im Querschnitt continuirlich, 
aber nicht mehr bis in denselben, d. h. nicht mehr beim Ueber- 
gange zum Querschnitt; es gentigt der Differentialgleichung (8) in 
der Ebene mit Ausschluss der Umgebung des Querschnitts, geniigt 
ihr wieder im Querschnitte selbst. Die Differentiation fiir einen 
Punkt w im Querschnitt ist so zu verstehen, dass man dort x nur 
einen reellen Zuwachs da geben darf. 

Anmerk. Es mag der Punkt x dem Querschnitt angehéren 
oder nicht, so wird immer Q(x) das arithmetische Mittel aus den 
Werthen, welche die Function Q in den Punkten annimmt, die auf 
der Peripherie eines Kreises liegen, welcher mit einem unendlich 
kleinen Radius um den Punkt x beschrieben ist. 

§ 23. Um die so definirte Function fiir alle Werthe vona 
wirklich darzustellen, und zwar zunichst durch eine Reihe, 
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entwickele ich sie nach aufsteigenden Potenzen von 


&=a—yx>—1. Ueber diese Substitution und ihre geometrische 
Bedeutung verg]. m. S. 49 und 50, wo das Vorzeichen der Quadrat- 
wurzel so festgesetzt wurde, dass -#”§=1. Die Punkte « des 
Querschnittes geben also Bilder & die auf die Peripherie des Ein- 
heitskreises fallen, wiihrend den tibrigen Punkten a Bilder & im 
Innern desselben eindeutig entsprechen. 

Die gesuchte Reihe erhalt man, wenn man (8) in der Form (d) 
auf §. 50, wenigstens so lange #/§<1, nach der bekannten, im 
Eingange des § 22 auseinandergesetzten Methode integrirt. Da- 
durch findet man zwei Lésungen 

a, = §™” FG, —n,3—n, &), 

Be SOO EG, mil, 2 45,8). 
Die erste ist eine endliche Reihe, und eine Vergleichung mit (a’) 
auf §.18 zeigt, dass z, bis auf einen constanten Factor mit P(x) 
iibereinstimmt. Die Lisung s, verschwindet aber fiir « = oo, ist 
also, so lange -/a>1, nach S. 126 gleich bQ"(w) zu setzen. Um 
die Constante b zu bestimmen multiplicirt man beide Seiten dieser 
Gleichheit mit a”*!, setzt « = oo und beachtet, dass dann 2é sich 
in 4 verwandelt. So erhalt man die beiden Lésungen, von denen 
man die erste schon aus S. 18 kennt, 

Pra) = Aes EF, <n tn, 8, 
G8 )S.A) --0%(@) =! 2° SED Se me 12 + $, §), 

wo Mé&<1. Die letztere Gleichung habe ich in der vorigen Auf- 
lage des Handbuchs mitgetheilt. 

Nach den zwischen x und & bestehenden Gleichungen wird 
fire és) auch.) = :1;, Eiir; & =i1 ist ferner: Q(x) = oo, da 
in der betreffenden hypergeometrischen Reihe a+ @—y=0 (S. 79, 
No. 5). Daher nehmen (Ebendas. No. 4) die Glieder der Reihe, 
abgesehen von der Potenz von & mit der sie multiplicirt sind, fort- 
wihrend ab, und die Reihe besitzt (No. 7) noch einen endlichen 
Werth, wenn -@& =1 ohne dass § = 1. 

Dies fiihrt uns zu dem Ausdrucke von Q"(@) im Querschnitte. 

Es sei « = cosO ein Punkt im Querschnitte O<0<a, und 
zwar moge yorlaufig x positiv, d.h. 0<4 sein. Ein benachbarter 
Punkt, der nicht dem Querschnitt angehért 


Heine, Theorie der Kugelfunctionen. 2. Aufl. 9 
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©, = cos(6+ si) = cos 07 eisind 
ist dann ein Punkt «0.i, und befindet sich auf dem negativen 
oder positiven Ufer, je nachdem das obere oder untere Zeichen 
gilt. Ferner ist 
Vx?—1 = ecosOyisin#, 
da die, Quadratwurzel mit a das gleiche Zeichen besitzen soll 
(S. 40, No. 2). Hieraus folgt 
E = #,—ya?—1 = (1—2)(cos 6 tisin 8), 
so dass Q"(cos0 £0.%) die Grenze fiir ¢ =O ist von 
D) 
a8 Gabe Ratha hie 
Nach dem schon erwiihnten Satze von Abel wird die Potenz- 
reihe F, weil sie noch fiir ¢ =O convergirt, an der Grenze e = 0 
gleich der Reihe, deren viertes Element cos26--isin26 ist. Der 
vorstehende Ausdruck zerfillt an der Grenze in einen reellen und 
imaginiren Theil, so dass Q am Uferrande die Form hat 
QO"(cos 6 $0.4) = A+ Bi. 
Hier ist der imaginére Theil bekannt, nimlich nach (15, c) auf 
S.89 gleich -+47iP"(cos0). Da ferner A das arithmetische Mittel 
aus Q"(cos0+-0.%) und Q"(cosO—0.1) bildet, und dieses Mittel nach 
der Definition Q"(cos@) wird, so ist A = Q"(cos0). Eine Ahnliche 
Untersuchung fiir den Fall, dass 0 zwischen 42 und a liegt, liefert 
iihnliche Resultate, so dass sich in beiden Fallen gemeinsam ergiebt: 

Fiir einen Punkt im Querschnitte selbst, s=cos0, wird 

(18, a)... O(a) rier -(cos(n-+1)0-+ Lone neon 3)0 
1.3.a+)™m+2 
am Coo cos(n-+5)0-+~), 
wihrend die Function Q am Uferrande des Querschnittes 
die Werthe annimmt 
8b). 2) ONarkO =O" (a) Bark (2): 

Dureh 18, 18,@ und 18,6 ist die Existenz der Function Q(), 
die im § 22 durch ihre Kigenschaften in der ganzen Ebene definirt 
wurde, nachgewiesen, und diese Function selbst in demselben Um- 
fange durch Reihen dargestellt. 

§ 24. Am Schluss des § 22 war bereits erwiéhnt, dass Q(a), 
wie es von uns definirt wurde, der Differentialgleich. (8) sowohl 
im allgemeinen als auch im Querschnitte gentigen miisse. Aus (18) 
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lasst sich diese Eigenschaft dadurch, dass man die Differential- 
quotienten von Q(a) mit der Summe der Differentialquotienten von 
den einzelnen Gliedern der Reihe vertauscht, zwar im allgemeinen 
verificiren , aber nicht mehr, wenn 2 im Querschnitte liegt, da in 
letzterem Falle die Differentialquotienten der Glieder aufhéren eine 
convergente Reihe zu bilden. Es lassen sich aber die Reihen (18) 
summiren, und geben ein bestimmtes Integral, welches Q"(a) 
in demselben Umfange darstellt, wie die Reihen (18), d.h. 
fiir alle Werthe von w. Dass dies Integral noch im Querschnitte 
eben so gut wie ausserhalb (8) geniigt, zeigt sich im § 25. 

Das Integral findet man vermittelst der Formel, durch welche 
nach Euler’s Entwickelungen im 2. Bde. seiner Institut. cale. 
integr. Sect. I, Cap. 11 die hypergeometrische Reihe summirt wer- 
den kann. In die Gestalt, in welcher sie jetzt bekannt ist, wird 
sie mit Hiilfe des Satzes von Legendre gebracht, welcher den 
Zusammenhang des Euler’schen Integrales erster mit dem zweiter 
Gattung giebt, nach welchem 


Gye My —1) fw uyr Pde SHG = hae 2 1) 


wenn 6 und y—f positiv sind. Multiplicirt man nimlich die 
Gleichung 


(1— y+ = 14 2 vp SEED py. 


mit dem Factor 
ub—! (1 —u)y-P du 

und integrirt nach « von O bis 1, so lisst sich, sicher so lange 
MéE<1, das Integral der Summe mit der Summe aus den Inte- 
gralen der einzelnen Glieder vertauschen. Diese Integrale, nach 
(a) durch I ausgedriickt, geben mit Hiilfe des Satzes Hv = vII(y—1) 
die bekannte Summationsformel 

(6)... F(a, 8,7, §) 

fi My —-1) 
18 —1) M(y—B—1) 
Diese wenden wir auf die Summation der Reihe in (18) an. 

Setzt man namlich «a =n+1, @=4, y=n+¢ und & fiir &, so 
wird, da 6 und y—8 positiv sind 


1 
ub— (1— u)r—-8—-! (1 — Eu) 4 du. 


g# 
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I(n) 1(— 3 Pac 
... Se Mn th e+ 2) 


= fw han nga, 


0 
Multiplicirt man auf beiden Seiten mit &"*', so steht auf der Linken 
Q"(«). Die rechte Seite verwandelt sich dann vermittelst der Sub- 


stitution 

o—l gavk 1+u 
o+1 PE 
in das Integral 


heey (ils ae 


Man findet also schliesslich, wenn man fiir € seinen Werth in a . 
setzt und » = cosiu macht, die Gleichung, die fiir alle Punkte 
a gilt, welche nicht im Querschnitte liegen 


(19)... C@=f- du 


Ae pe ats cosiu.Va?—1y'— 


u= 


Hier ist /a’—1 mit demselben Zeichen zu versehen, wel- 
ches x besitzt. 

Diese Gleichung habe ich in meiner Abhandlung ,,Theorie der 
Anziehung ei.es Ellipsoides* mitgetheilt *). 

Die Gleichheit des Integrales (19) und der Reihe ist zwar voll- 
stindig nur nachgewiesen, wenn “<1, besteht aber noch fiir 
A§=1. Am leichtesten sieht man dies aus der urspriinglichen 
Form (c¢) des Integrales, welches offenbar, die Punkte € = +1 aus- 
geschlossen, sich mit € continuirlich fandert, da .@é nicht 1 iiber- 
schreitet. Dasselbe gilt aber von der Reihe. Indem nach S. 40 
zu den Werthen x = cos6-40.% die Werthe 

yo?—1=-+isindé, £&=cosOLisind 
gehéren, erhalt man also fiir einen Punkt «=cos@ im Quer- 
schnitt (0<0< 7) 
20") — = du fe du 
ep ge 1 (a+ cosiu.ya*—1)"*? ay (a—cosiu.ya?—1)r+"’ 


‘ ne des i du 
(19,6)... QO @0.4) =) (cos 0-+-isin Ocosiu)"+! 


Zu diesen Gleichungen tritt noch (18, 6) hinzu und besagt, dass 


*) Crelle, Journal f. Math, Bd, 42, S. 73 und 75. 
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(19, ¢). Hie a ey Lee du 
7" 4 (cos 6+ isinOcosiuyt! J (cos — isin Ocosiuy! 


= — iz P"(cos6). 

Durch die Gleichungen (19) gebe ich ee Darstellung der Kugelfunction 
zweiter Art, welche dem Ausdruck der P durch das Integral von Laplace 
oder vielmehr durch die Gleichung (5, @) entspricht. Wahrend dort nach g 
von und bis 7, wird hier auf der Axe des Imaginiren von 0 bis 4.00 in- 
tegrirt. Wenn dort § 10, S. 37 von den P gesagt wurde, die Integrale 
kénnen auch als Definition der P hetrachtet werden, so gilt etwas ahn- 
liches fiir die Integrale (149) und die Q. Dagegen kann man hier fiir ” nicht, 
wie bei den P, eine beliebige complexe Zahl setzen, sondern nur solche, fiir 
welche m--1 einen positiven reellen Theil besitzt. Da (8) unverandert bleibt, 
wenn man nm mit —2—1 vertauscht, so wird man noch immer ein zweites 
Integral erhalten, wenn auch der reelle Theil von —m positiv ist. Man hat 
also in jedem Falle das vollstaéndige Integral von (8) durch die 
Integrale P und Q ausgedriickt. Neben die Integrale (19) treten im 
§ 36 andere, welche ihnen so entsprechen, wie (5, a) den Integralen (5), 

Auch die Formeln (18) bleiben fiir negative Werthe von m brauchhar, 
nur muss man sie so modificiren, dass die multiplicinende Constante in 
TIn.¥ 7 : Iv + 4) verwandelt wird und beachten, dass man hat 


sinazt. IIa II(—a) = an. 

§ 25. Fiir jeden gegebenen (ganzen positiven) Werth von n 
kann man, ohne eine andere Schwierigkeit als die, welche in der 
Weitlaufigkeit der Rechnung liegt, das Integral fiir Q" durch die 
bekannten Reductionsformeln ausfiihren, wenn man es durch die 
Substitution « = loge in die Form 

a vo" de 
Cte af Ve {42 40? Vo— eyes 
bringt. (Man quarts nicht, dass das Integral nur so lange Q(«) 
vorstellt, als « nicht zugleich reell und kleiner als 1, oder, was 
dasselbe, so lange -#& nicht 1 ist. Wohl darf man aber 
cos O0+0.i fiir « setzen.) Ferner hat man 


o(-)=CIyo'@, 0'0.)=- 2" ner; 


9:4.1(2n) 0")  -OA...(2n) 
ata. Uh ae ee °s $ oni 
()=(-)l"* oa Oren ye ae E) cn was 0; 
hires att 
£Q" (x) = On -ED filme == too, 


Einen direkten Beweis dafiir, dass das Integral Q der 
Differentialgleichung (8) geniigt (m. vergl. den Schluss des 
§ 22), tibergehe ich hier, um eine Wiederholung im § 50 zu ver- 
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meiden, und gebe im Anschluss an die Methode des § 12 einen 
indirekten : 

Eine ebenso einfache erzeugende Function, wie man sie in der 
Quadratwurzel fiir die P besitzt, liess sich fiir die Q nicht auffinden, 
eine geeignete Function erhielt ich durch die Betrachtung, dass das 
Integral 


ai she ls 
oe ,  a(e+eosg.ya’—1)—1 
wenn aber « im Quersehnitte liegt jedes der beiden zu #-++0.% ge- 
hérenden sich also nur durch ‘das Zeichen der Quadratwurzel 
unterscheidenden Integrale, fiir g = ~ in wT (S. 36) tibergeht, und 
fiir diesen Werth von g der partiellen Differentialgl. fiir T auf 8. 47 
geniigt. Bleibt die Constante g allgemein, so muss daher y, in die 
linke Seite der vorstehenden Gleichung eingesetzt, emen Ausdruck 
geben, welcher fiir g= verschwindet. Nach Ausfiihrung der Rech- 
nung wird dieser gleich 
eo sing _ 
yz?—1- [a(a-cosg.a’?—1)—I1] ’ 
verschwindet also nicht nur fiir g=0O und a sondern auch fir 
g =i.co; fiihrt man fiir g eime Veranderliche wu durch die Glei- 
chung g = iu ein, wo u von 0 bis © wachst, so geniigt daher 


(ayo y=f- oe 


A a(a + cosiu. Vx?—1)—1 


der partiellen Differentialgl. Nimmt man a hinlainglich gross und 
entwickelt nach absteigenden Potenzen von a, so schliesst man 
hieraus, in ganz dhnlicher Art, wie man auf S. 47 schloss, dass der 
Coefficient von a—”—' der Differentialgl. (8) geniige. Dieser ist aber 
Q"(x), genauer Q"(a-+0.%), wenn man w mit «+0.i vertauscht. 
Der ausgefiihrte Werth der erzeugenden Function fiir die Q, 
niimlich von y in (a) ist fiir unsere Untersuchungen unerheblich; 
nur der Volistandigkeit halber sei erwaihnt, dass man findet, es sei 


pa gg Le 
V1—2ea-+ a’ aya?—l 


wo /1--2ax-+ a’ ein soleches Zeichen erhiilt, dass 
M (ax —1+ V1—-2ex + a) > M(ax—1— V1—2ax + a”) 
und der imaginire Theil des Logarithmus zwischen — tai und ini 


~e 


§ Zo; 19. Kugelfunction zweiter Art. 135 


liegt. Man ersieht dies aus einer Formel, die am Schlusse des 
§ 37 abgeleitet wird. 

Indem man sich der erzeugenden Function (a) bedient, findet 
man die Verallgemeinerung der Gleich. (19, c) auf den Fall, dass 
x nicht im Querschnitt liegt, n&imlich den 

Satz. Ist # eine positive Zahl von der Form a+tbi, wo 
a und b nicht negativ sind, und /2’—1 positiv, so wird 
J see Se ee = FP. 

(a+ cosin.Vx?>—1)"*! (x—cosiu.yx?—1y41 


0 0 


Eine Ausnahme bildet der Fall dass b = 0 und zugleich a > 1, 
in welchem das abzuziehende Integral (offenbar) keinen Werth be- 
sitzt. Der Fall eines im Querschnitte befindlichen Punktes ist als 
Grenzfall eingeschlossen. Durch Multiplication der Gleichung mit 
(—1)"+' erhalt man sogleich das Resultat fiir den Fall eines ne- 
gativen 2. 

Beweis. Die erzeugende Function der im Satze vorkommen- 
den Differenz ist die Differenz zweier Integrale wie (a), welche sich 
durch die Substitution ¢sinéw = v in 

—=— {[” dw 
20 f foe a oll eo 
zusammenzieht. Um die Integration nach » auszufiihren, welche 
iiber die positive Axe des Reellen zu erstrecken ist, denke man 


sich @ reell, hinlanglich gross und positiv und setze avy1— 2” = s, 
indem man die ¥1—za’, die sicher einen reellen ‘Theil besitzt, po- 
sitiv nimmt. Nach den Bestimmungen unseres Satzes kann man 
diese Wurzel fiir « =a+6i mit fiy2*—1 vertauschen. Da- 
durch geht die erzeugende Function in 

<a 
ea, 1—2er+a’+5 


iiber. Die ~1—a’ wird durch einen Punkt im ersten oder vierten 
Quadranten vorgestellt, so dass die Gerade, welche von dem An- 
fangspunkte des Systemes A durch denselben gelegt wird, einen 
spitzen Winkel mit der positiven Axe des Reellen bildet. Ueber 
diese Gerade soll nach z integrirt werden; es ist aber erlaubt, statt 
dessen die Integration iiber die Axe des Reellen von 0 bis © aus- 
zufiihren. Ist naimlich P= p-+hi ein Punkt der bezeichneten Ge- 
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raden, so bleibt die 
zuintegrirendeFunc- 
tion endlich, wenn 
man fiir z eine Zahl 
setzt, die dem Innern 
oder dem Rande von 
APQ angehért. In 
der That wird, wenn 
man fiir @ grosse 
Zahlen nimmt, der 
Nenner nur dann 
Null, wenn nahezu 
3? = —a’, also z nahe der Axe des Imaginaren, also zwischen AP 
und dieser Axe liegt. Daher kann man statt tiber AP auch iiber 
AQ und QP integriren. Das Integral iiber QP wird mit wachsen- 
dem p unendlich klein, es bleibt also fiir p =o nur das Integral 
nach 2 von 0 bis p iibrig. 

Die Ausfiihrung der Integration giebt —-42T, wenn T mit po- 
sitivem reellen Theile genommen wird. Geht man von den er- 
zeugenden Functionen auf die erzeugten fiber, so erhalt man un- 
mittelbar den zu beweisenden Satz. 

Ohne Rechnung findet man denselben mit Hiilfe einer imagi- 
niren Substitution im § 38, 2. Anmerk. 

§ 26. Auf S.127 wurde eine solche Fortsetzung von Q er- 
wahnt, welche iiberall (8) geniigt, bei der man auf die Continuitét 
in den beiden Punkten # = +1; ausserdem auf die Einwerthigkeit 
verzichtet. Diese Function soll hier untersucht werden *). Sie ist 
vollig bestimmt und werde durch q(x) bezeichnet. 

Abel **) hat eine Methode angegeben, die sich allerdings im 


*) Als die erste Auflage des Handbuchs erschien, waren die allgemeinen Unter- 
suchungen tiber lineare Differentialgleichungen, wie man sie bei Herrn Fuchs findet, 
noch nicht bekannt, und ich bediente mich zur Ableitung der Resultate solcher 
Methoden, die sich zunachst auf die zweite Ordnung bezogen, und die besonders 
leicht zum Ziele fiihren, weil eine von den particularen Liésungen eine ganze Fune- 
tion wird, Dieser Umstand veranlasst mich, dieses Mal die speciellen Untersuchun- 
gen des friiheren § 31 zu wiederholen, anstatt auf die allgemeinen jetzt bekannten 
Satze zu verweisen. 

**) Crelle, Journal f. Math Bd. IL, S. 22: Ueber einige bestimmte Integrale. 
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wesentlichen bei Euler *) findet, welche man mit Vortheil ange- 
wandt hat, um durch ein gegebenes Integral einer linearen Diffe- 
rentialgleichung zweiter Ordnung eine zweite Lésung auszudriicken. 
Ist s irgend ein Integral von (8) 

(a)... —2@’)d’s— 2a dsda + n(n +-1)sda’ = 0, 
der auch P” geniigt, so dass man auch hat 

(6b)... —2#)d’P—2xdPdx + n(n +1) Pd2’ = 0 
so ergiebt sich, indem man (a). P—()s bildet, 

(1— a’) d(Pdz— dP) — 2x(Pds—sdP)dx = 0, 
also, wenn h eine Constante bezeichnet 
(@’—1)(Pds— dP) = hdz, 

und endlich, nach Division durch P’ und darauf folgende Integration 


dx 
=P) NSP 
Hier soll s das Integral sein, auf dessen Verfolgung es allein an- 
kommt, welches so lange ./«>1 bleibt, mit Q” (x) tibereinstimmt; 
dann muss man fiir « = > haben (§ 22) 
n pictay pie dx ee 2...0 
Seiad “alls @enf @ (Pe > 8.5...anp1y 

Entwickelt man das mittlere Glied nach Haisaa Potenzen 
von x, so ergiebt sich h = —1; es zeigt sich, dass dies Integral + 
die gesuchte Function q sei, so dass man erhalt 


DAG OY (area 


Die Function unter dem Eas wird naémlich nur unstetig fiir 
x=+1 und «=a, 8, etc., wenn durch diese Buchstaben die 


Wurzeln der Gleichung P(x) = 0 bezeichnet werden, die nach 
§ 7 und 12 saémmtlich reell, kleiner als 1 und verschieden sind. 
Durch Zerlegung in Partialbriiche nimmt sie die Form an 
s ae ae UTD n,n 
ce a)” a—1° «+1? 
wenn die Summenzeichen + ae auf alle Wurzeln a, #, etc. von 
P’(a) = 0 beziehen. Es ist wesentlich, dass jedes A Null wird 
(s. u.); daher stammt es namlich, dass dic Q den Logarithmus zwar 
von den Factoren «+1, aber nicht der anderen Factoren im 
Nenner enthalten. Auf einem ahnlichen Umstande beruht es, dass 


i) ai oues calculi integralis, Vol. Il. Sectio I Cap. IV, Problema 104. 
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in allgemeineren Functionen, den Lamé’schen F, die im § 100 auf- 
treten, nur elliptische Integrale der ersten und zweiten, aber nicht 
der dritten Gattung vorkommen. 

Zur Bestimmung der Constanten setze man 


1 e—a\ 
eater) = (2) 
und hat dann 
a=), A=Q(e) 0 Oe 
Die ersten beiden Differentialquotienten von P(x}, nach « werden 
durch P’! und P” bezeichnet; dann ist zunachst 
u 
9O= Po) 
Nimmt man auf beiden Seiten den Logarithmus von g(a) und diffe- 
rentiirt darauf, so entsteht 
g(a) = ir 1 P'(@) | 
29(@) #=«#—1 ' a—a_ Pe) 
Fiir «= a bleibt das erste Glied der rechten Seite endlich und 
bestimmt, wahrend die Summe des zweiten und dritten die unbe- 
stimmte Form % annimmt. Die erste Differentiation des Zahlers 
und Nenners giebt als Werth des Ausdrucks 
(a — a) P"(a) 
P(@)-+ («— a) P'(«) 
also wiederum 9, wahrend die zweite 
P'(a) 
~ OP'(a) 
liefert. Setzt man diesen Werth in die Gleichung ein und bringt 
die rechte Seite auf gleiche Benennung, so entsteht 
g(a) _ (@?—1)P"(a)+ 2eP'(@) | 
2p(a) 2(a°—1) P'(a) bed 
die rechte Seite, also auch g'(q@) also A ist nach (8) gleich Null. 
Man erhalt daher 


gre) = 4P"@)log =F + P'@wys—" 


x—l Z—a 
Das zweite Glied auf der rechten Seite dieser Gleichung ist eine ganze 


Function von a des Grades n—1; wir bezeichnen es mit — Z”(x) und 
setzen daher 


n a n 
P'(@) 3 —— = — Z (a), 


§ 26, 20. Kugelfunction zweiter Art. 139 


Somit wird diejenige Lésung von (8), welche in der gan- 
zen Ebene mit Ausnahme der Punkte # = +1 endlich und 
stetig bleibt 


20)... gC) = 4P @)log Ze 


—Z™ (a), 


wenn der Logarithmus durch die airs definirt ist 
Cina) Hab Pek ae =f noes, 
wobei die Integration auf dem zuriickgelegten Wege auszufiihren ist. 

Geht man mit dem Werthe g"(#)=0O fiir c= aus, so 
stimmt q"(@) so lange mit Q"(@) genau iiberein, als der Weg nicht 
den friiheren Querschnitt trifft. Wir erhalten dadureh im § 27 eine 
dritte Art der Darsteilung von Q” selbst. 

Die Funetion Z ist dieselbe, welche schon S. 96 auftrat; ihre 
dort gegebene einfache Form findet man, indem man in (8) fiir 2 
den Ausdruck g aus (20) einsetzt; der Factor des Logarithmus im 
Resultate der Substitution ist dann Null, und es bleibt zur Be- 
stimmung von Z” die Gleichung 

(ec)... d(A—a’)dZ")4+-n(n+1)Z" dx’ = 2dP"(x)dz, 
deren rechte Seite sich nach (16, a) in das Produkt aus dx und 
2Cn— Pn 2 ne5) P92) PO aa 
verwandelt. Setzt man fiir die Function n—1' Grades Z” eine 
Summe von Kugelfunctionen 
iE) aT a), 
die Summation von » = 1 bis m oder n—1 ausgefiihrt, in (c) ein 
und reducirt, so wird 
So(Qn—y+1)a, P?” = 23(2n—2y+1)P”"*!, 
also a,, @,, @,, ete. zu Null und 
2n—2v+1 ; 
(2y—1)(n+1—7)’ 
man hat also den Ausdruck von Z auf 8. 96 gefunden. 

Da log(a#+1)—log(#—1) beim Umkreisen der Punkte. +1 
resp. —1 in positiver Richtung (d. h. in einer solehen, dass die 
positive reelle Axe nach einer Drehung von 90° in die positiv ima- 
gindre gelangt) um —2iz resp. 2im zunimmt, so findet man den 
Satz: Die verschiedenen Werthe, welche qj) in dem- 


x 


QAq,—1 = 


140 I. Theil. Drittes Kapitel. § 27, 20, 


selben Punkte annimmt, unterscheiden sich unterein- 
ander nur um ganze Vielfache von iwP'(«). Man kann den 
Weg immer so wihlen, dass q’(a) bei Zuriickkehren des Punktes x 
an eine friihere Stelle um ein beliebig gegebenes positives oder 
negatives Vielfaches von iz P"(x)«zugenommen hat. 

§ 27. Der Logarithmus, welcher durch (20, a) definirt wird, 
ist ein solcher, dass der imaginare Theil desselben so lange zwischen 
—in und iz liegt, als x den friiheren Querschnitt nicht iiber- 
schreitet. . 

In der That kann man statt 

ame Oe 
a+bi 
wenn nur x bei der Integration von « = a+ bi den Querschnitt 
nicht iiberschreitet, die Summe der beiden Integrale derselben 
Function nehmen erstens auf der Geraden von a-+ bi bis ~ + bi, 
und zweitens auf der Geraden, die parallel der Axe des Imaginaren 
lauft, von co-+ bi bis co; das letztere Integral,ist offenbar Null, 
das erstere gleich 


‘etbi Ql a 1 
i ane ate; Caran = eee 


a+b 


Der imaginare Theil hiervon wird gleich 


; a+l1 dx 


a—l 


hat daher das Zeichen von —b und ist kleiner als 4m. Verbindet 
man hiermit die Bemerkung im vorigen Paragraphen iiber die 
Gleichheit der Werthe von q und Q ehe x den Querschnitt trifft, 
so findet man, dass Q, wenn 2 nicht im Querschnitte liegt, durch 
die Gleichung (17, ¢) auf 8. 96 ausgedriickt wird, wo man den- 
jenigen Logarithmus zu nehmen hat, dessen imaginérer Theil der 
moglich kleinste, d. h. der zwischen —iwP"(#) und im P"(e) lie- 
gende ist. 

Die Function Q im Querschnitte ergiebt sich nach der De- 
finition des § 22 auf S. 128 aus dem arithmetischen Mittel der beiden 
Werthe von }log(a#+1)—4log(w—1), wenn man 7+0.i und 2a—O.i 
fiir @ setzt, wo « = cos@ reell und kleiner als 1 ist. Dieses Mittel 
wird, nach dem Anfange dieses Paragraphen, gleich dem reellen 


§ 28, Pale Kugelfunction zweiter Art. 141 


Werthe 
xz 
ie log cotang 4 


Zum Schluss stelle ich hier die hauptsichlichen Resultate zusammen, welche 
in den beiden letzten Paragraphen gewonnen wurden. 


Dieselbe Function Q"(a), welche als Reihe durch (48) und 
(18, a), als Integral durch (19) und (49, a) definirt war, findet man 
auch drittens durch die Gleichungen 


(20, b) ... Z@y= re jr @+ 


(2050) 22. O(a) tP" (x) log — - 


= —Z" (@), 


(20, d)... Q"(x) = 4P"(x)log ee _ 2" (a), 


von denen fiir Q die letztere anzuwenden ist, wenn der Punkt 
im Querschnitte liegt, die vorhergehende in den tibrigen Fallen. 
Der Logarithmus ist so zu nehmen, dass der Modulus seines ima- 
ginaren Theiles méglichst klein wird. 

Die auch im Querschnitte continuirliche, nur fiir «= +1 dis- 
continuirliche mehrwerthige Function gq ist, je nach dem Wege, den man ein- 
schlagt, um zu dem Punkte a zu gelangen, erstens wenn & nicht im Quer- 
schnitte liegt, gleich Q oder dieser vermehrt um jedes positive oder negative 
ganze Vielfache von i77P; zweitens wenn a im Querschnitte liegt, gleich 


Q 1 tinP, 

oder dieses vermehrt um jedes positive oder negative ganze Vielfache von oz P. 

§ 28. Eine mit der vorhergehenden eng zusammenhingende 
neue Form fiir die Kugelfunction zweiter Art hat Herr F. E. Neu- 
mann (Koénigsberg) gegeben*). Man findet dieselbe, indem man 
in der Gleich. (11) auf S. 78 

(w—y)* = FQ2n +1)P"(y) OQ" (@) 

den Coefficienten von P"(y), also (Q2n-+1)Q"(«) vermittelst (9, a) 
auf S.67 durch ein Integral ausdriickt. So erhalt man Neu- 
mann’s Integral 


Cl)... OG) =4 es 


Wegen der Voraussetzungen, welche der Ableitung zu Grunde 


*) Crelle, Journal f, Math. Bd. 37, S. 24: Ueber eine Entwickelung der in 
elliptischen Coordinaten ausgedriickten reciproken Entfernung zweier Punkte in 


7” 


Reihen, welche nach den Laplace’schen Y” fortschreiten, und Anwendung dieser 
Reihen zur Bestimmung des magnetischen Zustandes eines Rotationsellipsoids, welcher 
durch vertheilende Krifte erregt ist. 
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liegen (§ 13), bedarf die Gleichung einer Verification. Man zeigt 
leicht, dass das Integral bis an den Querschnitt einwerthig und 
stetig ist und (8) geniigt, ferner mit 2”+' multiplicirt fir 2 = >< 
die vorgeschriebene Constante giebt. Daher gilt (21) so lange 
ME <1. Die Function im Quersehnitt erhdélt man aus (21) ver- 
mittelst der Werthe am Uferrande. S. u. 

Der Uebergang von der Form (21) fiir Q auf we) geschieht 
dadurech, dass man (21) in 


Gy Oa sry Oia) wt ref 


umwandelt. Das letzte Glied der Rechten ist 
4 P"(e)(log(@ 4-1) —log@e@—1)), 
wihrend das erste, das Integral von einer ganzen Function von x 
und y vom Grade x—1, selbst eine ganze Function von « yom 
Grade n—1 wird. Der obige Logarithmus, obgleich anders definirt 
als der des § 27, ist wiederum ein solcher, bei welchem der Mo- 
dulus des imaginiren Theils unter z liegt. In der That, setzt man 
x —a-+bi, so wird der imaginire Theil von 


ao Bow eufiiwns Ye5 “an 
ea J wy al at bi—y?’ 


—1 


augenscheinlich zwischen —zi und mi liegen. Die Gleichung (a) 
mit (20, c) verglichen, giebt einen neuen Ausdruck fiir Z, nimlich 


(21, a). <. ret f = a0 a iis 


Kin Integral von der Form 1) ee schon in Gauss Me- 
thodus nova integr. val. per approx. inven. § 8 vor. Dort wird sein 
Werth fiir ein solches # betrachtet, welches eine Wurzel von 
P"(z) = 0 ist; wie aus (21, a) hervorgeht, stimmt es dann mit 
Z” iiberein. 

Von der Formel (21) gelangt man zu der friiher schon ge- 
wonnenen Reihe fiir Q". Man findet, -”(@)>1 vorausgesetzt, 
die nach absteigenden Potenzen von a geordnete Reihe (12) zu- 
nichst in der Form einer Summe von » = 0 bis oo nimlich 

O'@) = 4320 P'Eyy’ dy. 
i 
So lange » kleiner als » ist, verschwindet das betreffende Glied in 


 S 28S 21. Kugelfunction zweiter Art. . 143 


der Summe, so dass die Reihe erst mit der —n—1'" Potenz von 
x beginnt, die Coefficienten der iibrigen Glieder ergeben sich 
aus (10). 

Ein grésseres Interesse nimmt das Verfahren in Anspruch, ver- 
mittelst dessen man aus (21) die Reihe (18) gewinnt. Dazu setzt 
man cos6 fiir y und fiihrt wieder & statt « ein durch die Gleichungen 

Qe = E948, QVe'—1 = E- 
Hierdurch erhalt man 
‘ras " P"(cos) sin 0 d6 
eas 1— 2&cos0+ 2 ’ 
also die Entwickelung 
O'(e) = Se [  P"(cosd)sinv0 dd. 
Geveas 
Fiihrt man die Integration vermittelst (15, b) auf S.89 aus, so giebt 
die rechte Seite die Reihe (18). 

Anmerk. Des gleichen Verfahrens kann man sich bedienen, 

um das arithmetische Mittel der beiden Werthe von 


an dem Uferrande des Querschnitts zu finden. Es wird nach Ein- 
fiihrung von € das Integral gleich 
Se ["snvod0= y 
ae eG ; 
also das Mittel im Querschnitt (@ =cos0) 
2(4 cosO + 4c0s30 + tc0s50 +---), 
d. h. die reelle Grisse 


ae ete t Hoe SE 4 = x log 


EA 


Dieselbe Methode lisst sich anwenden, um die Differentialgleich. der 
hypergeometrischen Reihe durch eine Reihe zu ldsen, die nicht nur, wie 
F(a, 8, y, #), so lange convergirt wie Me <1, eventuell auch noch wenn 

a =1, sondern welche in der ganzen Ebene oder doch nur mit Aus- 
nahme von einzelnen Linien und nicht von Flichenstiicken endlich und ein- 
deutig bleibt. Zur weiteren Ausfiihrung bedient man sich der Gleich. (b) auf 
S. 131 


Fe) = gM P af sa Ea a ak ese 


wobei 6 und y—@ positiv vorausgesetzt werden miissen, wenn man, 
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wie es hier geschehen soll, fiir die Integration den reellen Weg von 0 bis 1 
vorschreibt. Dieses Integral geniigt der Differentialgleich. nach a und hat emen 
endlichen Werth, wenigstens so lange nicht @ positiv recll und zugleich grosser 


als 1 ist. 
Dies Integral wird in eine Potenzreihe verwandelt, welche in demselben 


Umfange eine Lésung der Differentialgleich. giebt wie das Integral selbst. Setzt 
man nimlich 

WG = Ses, 
und nimmt 2 <1, so werden durch z alle Punkte, welche nicht auf der 
positiven Axe des Reellen zwischen a = 1 und & = oo liegen, auf das Innere 
des Einheitskreises abgebildet. Die Substitution in das Integral ergiebt aber 


_  Avy=4)4s) a eet ren ee 
Moby) = E—G—p—)f (+202) +E 


Die —a'* Potenz unter dem Integrale lisst sich in eine nach z aufsteigende 
Reihe entwickeln, die convergirt, da (2) <1. Durch ein Verfahren, welches 


0 


dem ganz ihnlich ist, durch welches P”(cos@) im § 5 nach Potenzen von sin’ > 


entwickelt. wurde (M. vergl. (49, c) im § 69), kann man auch hier den 
Coefficienten jeder Potenz von z, welcher eine Function von 1— 2w ist, nach 
Potenzen von w entwickeln und findet so 
F(a, 8, y, v) = (1-+.2)24 > U,%, 
v=() 
wenn man setzt 
2 ie +y-2) yA) 
Ivy IT (2a —-1) J1(6 —1) IT(y— 6—1) 


af 
ue ub-1(1—u)y-P—- F(— », 2a-+ », @ +4, u)du. 
0) 

Man hat also den Satz: 

Dasjenige Integral der Differentialgleichung fiir die hyper- 
geometrische Reihe, welches durch F(a, 8, y,@) ausgedriickt wird 
so lange ((@) <1, lisst sich fiir alle Punkte 2 der Ebene mit 
Ausnahme derjenigen, welche auf der Axe des Reellen zwischen 
1 und oo liegen, durch 

(1+ 5)°4 DY U, 3’, gt + = Dat 
NW} 
darstellen, wenn % so bestimmt wird, dass .23 < 1. 

Diese Darstellung hat denselben Umfang, wie die durch die Kettenbriiche 
von Gauss. Wenn auch 6 oder y-— nicht positiv sind, so lasst F(a, 8, 7,2) 
sich dennoch mit Hiilfe zweier derartigen Reihen darstéllen, da diese Function 
im die Form gebracht werden kann 


AF(a4-n—1, 8 +n, y+ 2n—1, x) + BF(a+n,6+2, y + 2n, x), 
wo mn eine beliebige ganze Zahl bezeichnet und A und B ganze Functionen 
von @ sind. 


Die Gleichungen (21) hat Jacobi wesentlich erweitert, indem 


U, 


§ 28, 21. Kugelfunction zweiter Art. 145 


er sie*) im 56. Bande von Borchardt’s Journal § 2 ganz allgemein 
auf solche Differentialgleichungen tibertrug, deren Integrale hyper- 
geometrische Reihen sind. 

DieBuchstaben ) und q werden gewihlt, um Functionen zu bezeichnen, welche 


die Verallgemeinerung von P und Q vorstellen sollen. Es mége nun z= (a) 
eine Lisung der Divereupaleiechune fiir die Reihe F(a, 6,y,2), niimlich von 


a(i—a)d*s + (y—(a+6+1)a) dzdx—aBsdx* = 0 
yorstellen. Unten wird bewiesen, dass 


(21,b)... q(w) = 2#!-71(1—ayr- arf, yea “ p(y) dy 


eine zweite Losung ist, wenn die EEation auf reellem Wege ausgefiihrt 
wird, und g und h irgend zwei von den Grenzen 0, 1, + 00 sind, zwischen 
denen das Integral einen Werth behilt, vorausgesetzt dass 


' 
(21, ¢)... y¥(A—y)*tbHi-7 (w@—y)p (— Pw) 
(e—y) 
fiir die Werthe y= g und y =A verschwindet. Es existirt ein noch all- 
gemeinerer Satz fiir ein Integral, welches im Nenner statt der ersten Potenz 
von «—y eine beliebige ganze oder gebrochene enthilt. 
Setzt_ man im besondern Falle fiir (a) eine ganze Function von a, d. h. 
eine hypergeometrische Reihe, deren erstes Element @ eine negative ganze Zahl 
ist, so folgt hieraus unmittelbar 


h 


(24, d) ... ar"—a)P-19(@) = pla) f yr yet ty 
a eee #)— =D gs ory 


Es wird also 3, Pani wie friiher Z, eine ganze Function von v2, vom 
Grade —a—1, und die Stelle des Logarithmus in der specielleren Gleichung, 
welcher dort Factor von )(a) ist, nimmt hier eine hypergeometrische Reihe 
ein, die, wenn z.B. g=0, h=41 ist, als erstes Element 4 hat und 
gleich wird 

x IT(a + 8) x 


Dieses Resultat tritt in seiner Beziehung zu den Kettenbriichen noch einmal, 
im 5. Kapitel, auf. Im § 35 wird sich zeigen, wie in diesem Falle der Aus- 
druck von q sich vereinfacht. 

Um zu beweisen, dass q in (21, 6) derselben Differentialgleichung wie ) 
geniigt, setze man 


= x4 — gyito—e(y — | mo 
und hat dann a Identitat 


~ 


y= 50+0— oy) 5 ta(a+4— oo = a 


0 x(i—ax)v 
yen 


*) Untersuchungen iiber die Differentialgleichung der hypergeometrischen Reihe 
Heine, Theorie der Kugelfunctionen. 2. Aufl. 10 
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die man auch Euler’s Untersuchungen im zweiten Bande der Institutiones 
calc. integr. Vol. IL, Sect. 1., Cap. X. entnehmen konnte. 
Indem man 
Of S11) bo — 2-7, c= 3—a—f 
setzt, wird die Differentialgleichung von z durch Multiplikation mit © auf 
die Form 


= (w(1 aos) = aBoz 


gebracht. Integrirt man nach a zwischen g und h, so verwandelt eine zwei- 
malige Integration durch Theile die linke Seite in die Summe eines Ausdrucks, 
welcher frei von dem Integralzeichen ‘wird, — demselben (21, €), von dem 
oben verlangt wurde, er solle an den Grenzen g und h verschwinden — und 


des zweiten Summanden 
0 (xA—a)v 
fs: G& #) Jae, 
Ox y—« 


den man durch die obige identische Gleichung umformt. Setzt man noch € 


fiir frre. so» wird 
y—y) aC + (2—y —3—a — B)y) dl dy —A—a)A—f) dy" = 0; 
eine einfache Rechnung zeigt, dass 
Se ea a0 a 

nach Vertauschung von y mit a, dass also q wirklich derselben Differential- 
gleichung wie % geniigt. 

Aehnliche Untersuchungen tiber die Darstellung eimer zweiten Loésung, 
wenn die erste gegeben ist, findet man im II. Theile.§ 104 und im III. Theile 
§ 131. 


a 


§ 29. Im $5 wurden mehrere Reihen fiir P” zusammenge- 
stellt; wahrend die Ableitung einer jeden von ihnen nach einer 
besonderen Methode erfolgte, so ergeben sie sich nach den gewoéhn- 
lichen Regeln aus Gleich. (8), in welcher die unabhingige Verdnder- 
liche x oder cos@ mit sind, cosi0, tangi0, ete. vertauscht wird. 
Dies findet keine Anwendung auf die Reihe (f) des $5, deren 
Differentialquotient nicht mit der Summe der Differentialquotienten 
aus den einzelnen Gliedern vertauscht werden darf. 

Die Integration von (8) giebt zugleich dhnliche Reihen fiir Q, 
von denen hier einige mitgetheilt werden sollen. Um die Werthe 
der Integrations- Constanten zu bestimmen vergleicht man die Lé- 
sungen, welche man hier findet, mit den friiher gefundenen, welche 
Q fiir alle Werthe von «x darstellen. 

a) Entwickelt man das Integral der Gleichung 

(1— a”) d’s — 2adzdx +n(n+1)sdx? = 0 
nach dem 8, 126 angegebenen Verfahren in eine nach Potenzen 


SON 2. Kugelfunction zweiter Art. 147 


von x aufsteigende Reihe, so wird der Exponent @ der niedrig- 
sten Potenz von @ durch die Gleichung a(a—1)=0 gegeben, hat 
also die zwei Werthe 0 und 1. Ferner wird 
(n —a —2v)(n+ a + 2y +1) 

(o+2v+1)(o+2v+2) ? 
daher das allgemeine Integral 

2=aM-+ dN, 

wenn a und 6 willkiirliche Constante und M und N die hyper- 
geometrischen Reihen bezeichnen 


ya el n(n-+1) ot n(n — 2)(n +1) (n +3) oe 


2,42 = — Ar, 


Ty 1.2.8.4 
_ , @=DO+2) ., @=1(m—3)(n+2)(n4-4) 
Sy Timgeadondan ont QoSdab Ul > Wie aanivaah 


Von diesen bricht eine bei 2 ab, die erste fiir ein gerades, die 
zweite fiir ein ungerades n, und die nicht abbrechende convergirt 
nur wenn M(x)=1; fiir 2 =1 selbst wird sie unendlich (§ 17, 
No. 5, 8. 79). Die abbrechende Reihe muss bis auf einen con- 
stanten Faktor gleich P sein; durch Vergleichung der Coefficienten 
der héchsten Potenz von « in P mit der in M oder N vorkommen- 
den findet man zunichst fiir P die Gleichung 


ee 
@2)... Pe) = (aye (— Ft), (w=) 
Pa) =(—1)'e a" a eae : _ = 2°), (n= 2-+1). 


Die Function Q” im Einheitskreise muss eine lineare Verbin- 
dung von M und N sein, die bekannt ist, wenn man sie nur im 
Querschnitte kennt. Da sie dort nach (20, d) nur ungerade oder 
nur gerade Potenzen von « enthilt, je nachdem n= 2» oder 
= 2v-+1, so hat sie resp. die Form bN oder aM. Die Constante 
a resp. b bestimmt man als Werth von Q(#) resp. Q(z): fiir c=0 
(M. vergl. S. 133), so dass man schliesslich erhalt so lange 
Me = Tiir ein rte oder ungerades n resp. 


n Sh 40 2 3 2\ ==): a 
(22,4)... O"@)=7. EC 25 pK ag, 1, 5,0) uae) 


: 2.4. —1 sling Saye, Te 
O"(a) = itt. 3 oS =U (es ou 19 0°) FLinP (), 


wo das obere oder untere Zeichen zu nehmen ist, je nachdem a 
10% 
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auf dem positiven oder negativen Ufer liegt, wahrend fiir einen 
Punkt im Querschnitt selbst der imaginire Theil fortfallt. 

b) Um P und Q nach Potenzen von g = /x?—1 zu entwickeln, 
bedient man sich der Form (c) im $12. Entwickelt man nach 
absteigenden Potenzen von g, so erhalt man ohne Schwierig- 
keit die Formeln 
(22, b)... P'(@)= ea Ce 1) an n n 1—2n —¢-?) 


OY 400c n 


Br uA & 2 
. A ree n+1 n+1 2n s - 
O%a) = 5 ae Bai wiles > “Fy ’ us —¢’). 
c) Entwickelt man cae aufsteigenden Poteuren von @, so wird 
der Exponent @ der niedrigsten Potenz von @ (8S. 126) durch die 
Gleichung ca = 0 gegeben und daher eine erste Lésung 
M = F(— 4n, 4@+1), 1, —e’). 
Da die Wurzeln der quadratischen Gleichung fiir @ hier einander 
gleich, nimlich beide Null sind, so nimmt eine zweite Lésung nach 
den Prinzipien fiir die Integration solcher Gleichungen*) die Form 
Mloge-+K an, wo K in eine Potenzreihe entwickelt werden kann, 
Durch Einfiihrung von 1-++-@ als Veradnderliche statt a in (8) 
erhalt man dhnliche Resultate. M. vergl. § 51. 


§ 30. Die Kugelfunction zweiter Art lasst sich, ebenso wie 
diejenige erster Art, als vielfacher Differentialquotient einer ein- 
fachen Grisse darstellen. (M. vergl. § 6.) 

Differentiirt man nimlich die Gleichung (8) 

(8)... G—a#x”)d’s— 2adzdx -+n(n+1)zdx” = 0 
ymal nach x und setzt den »'*” Differentialquotienten von z nach 
x gleich 2), so entsteht offenbar die Gleichung 
(23)... 1—a”) da — 207+ Dada da+(n—y)(n+v4+-1)sda? = 0. 
Beobachtet man die Art, wie hier die Differentialgleichung fiir einen 
Werth von » aus der fiir den vorhergehenden entsteht, so bemerkt 
man, dass auch aus der Ahnlichen 
(23,a)... (l—a”)d’s, + 2(v—1)adz, dx + (n—v+1)(n+)s, dx? = 0 
durch »ymalige Differentiation nach 2, indem man 

d#3, = %y—pdae 

setzt, sich die Differentialgleichung fiir s,_, und hieraus, durch 


*) M. vergl. Euler’s Integralrechnung an der schon oben bezeichneten Stelle; 
problema 123. 
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vinalige Differentiation, fiir s, oder selbst 
(1—a")d’s — 2adzdx+n(n+1)s dx? = 0 
ableiten lasst. 
Die allgemeinen Integrale s@ und zs, hangen einfach 
zusammen*)- Setzt man ndmlich 


BO) = (@—1) 219, re (w—1)* y 
in die betreffende Differentialgleichung ein, so geniigt das eine wie 
das andere Mal y derselben Differentialgleichung 
(1—2”) d’y — 2a(1—ax*) dy dv 4- [n(m+-1) — m? — n(n +1)a’]ydx’? = 0, 
so dass zwischen den allgemeinen Integralen 5 und sz, die Glei- 
chung stattfindet 
(230) one hy == (@ — 1)" 2. 
Wir betrachten zunachst jede der Gleichungen (23) 
und (23, a) fiir sich. 
§ 31. Ftr »=n-+1 geht die letztere in 
A — @&) Bn 41+ 2nx ds,41dx = 0 
iiber. Sie hat das Integral 


din 
log art = nlog(x*—1)-} const. 
Da aber dz,;1 = %,de, so hat man unmittelbar ein Integral 
yn = (@ al)". 
Ein zweites ergiebt sich aus der Methode des § 26 8S. 137 gleich 
7 da 
(x*—1) (2? — (@—1ytt 


und damit das vollstandige Tierra Z,, aus diesem aber durch 
n—vfache Differentiation z,, yee (CESS, 

Oe Cae , dx 

sd mes dx”-’ +b 3 n—V —_|@ aes (Ce saa 
also endlich z, oder 2 ee at, 
ee PACe se ny oe da 

ao ae z le @ aye: 

Einerseits ist dies das Integral von (8), andererseits hat es die Form 
5 = aP"(x) +8 0'@); 

bestimmt man die Constanten gehérig, so erhalt man die schon 
bekannte Gleichung (3) fiir P und eine noch nicht im Vorgehenden 
enthaltene Form fiir Q, naémlich 


*) Crelle, Journal f. Math. Bd. 26, S. 185—216, Anmerk, 1. 
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, gle 5 aii eae 
@).. P@= mG) 


23,0... oe) = [ep if Grape) 


wenn x nicht im Querschnitte liegt. 

Bisher wurde s, betrachtet, wenn »<n-+1, waihrend im Fol- 
genden (§ 47) auch die Werthe fiir ein grésseres » auftreten. Wab- 
rend man aus 2,41 durch Differentiation die Functionen mit 
kleinerem Index » fand, so liefert die Integration die 2 mit 
grésserem Index. Fiihrt man eine Function ¢ durch die Gleichung 
dt = z,da ein, so zieht man aus (23, a), dass der Differential- 
quotient nach # von 


x ee +2704 foc (n—v)(n+ 416 


Null, dieser Ausdruck selbst ie eine Constante sei. Gelingt es 
diese zu Null zu machen, so wird zugleich ¢ eine Lisung der 
Differentialgleichung fiir s,,1. Man ermittelt diese Constante, indem 
man fiir x einen speciellen Werth « = x einsetzt; ist derselbe so 
gewihlt, dass fiir ihn (1—#”)sz,_. und 2s, verschwindet, nimmt 
man ferner fiir ¢ ein solehes Integral von s,dx, welches fiir # = x 
verschwindet, so ist diese Constante Null. Um die allgemeinen 
Formeln noch fiir » =O anzuwenden, muss man unter z;, den 
Differentialquotienten von z, oder 2 nach a verstehen. 


Erstens hat man eine Lésung s, = P’(x); nimmt man «=1, 


so folgt hieraus, dass 
eee gfe P"(x) dx 
1 


eme Lésung z, fiir y= 1 sei; setzt man nach und nach 


C= fs, dz, C= /s, de, aces 


1 1 
so erhalt man hieraus, dass fiir jedes ganze positive » die 
Gleichung (23, a) eine particulire Lésung 


By =f Bi) da’ 
1 


besitzt, wenn bei der »fachen Integration jedes Mal von « —1 
an integrirt wird. : 
Ist y= n, so kann diese Liésung offenbar mit 
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d"—¥ (a? — De 


ie da”-” 


vertauscht werden, ist »>>n mit 


By ce yaa ee, 


Zweitens geht man von der Lésung s = Q"() aus und setzt 


% = 00, so wird 
feo} 
by = dk Q" (ax) dx” 
x 


nur so lange fiir 2 = co verschwinden und die Constante zu Null 
machen als vn. Fiir ein grésseres » findet man aber auf an- 
derem mend wenn » = ig n+2, n-+ 3, ete. die Lésungen resp. 
2 6a” 3 

eek Oy <3 5 Sen oe Baoan as (2n + 3)@n-+5)_ 
Jede von diesen Functionen ist selbstverstindlich das Integral der 
vorhergehenden (mit einem Zahlfaktor multiplicirt) aber nicht von 
derselben untern Grenze x an; die zu einem bestimmten » gehérige 
Function ist nach « vom Grade »—n—1. Das allgemeine Gesetz 
fiir diese Lésungen ergiebt sich, indem man die Gleichung (23, a) 
durch Reihen integrirt, die nach Potenzen von 2 absteigen. Man 
findet dann als particulire Lésungen zwei hypergeometrische Reihen, 
von denen die erste immer eine ganze Function von x ist, die 
aweite so lange »>n; nur die zweite besitzt den Grad »—n—1., 
Man hat demnach den 

I. Satz. Ein particulaéres Integral der Gleichung (23, a) 

(A— x’) d’z, + 20 —1)adz, dx 4-(n—v-+1)(n+ v)s, dx”? = 0 
ist fiir jede Grésse der ganzen positiven Zahl » gleich 

wip (2 Ee ee aan =) 
War »>n, so ist dies eine ganze Function von #; wenn 
yn, so kann man statt dieser unendlichen hypergeome- 
trischen Reihe, welche verlangen wiirde, dass x>1, fiir 
alle Werthe « das Integral 
1.3.5...(2n +1) i iS 
VatiGss) fhe 0 (x) da 

einfiihren. Diese particulare TLostne heisse Df" (a). 

Il. Satz. Ein anderes particulares Integral der Glei- 
chung (23, a) ist fiir jede Grosse der ganzen positiven 
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ZLahl » 


n (n+) (») 
RO) — P dx’. 
Be ©) = 73... @n= 1) Gas 
So lange vn, stimmt dieses mit der ganzen Function 
(a) LD) I 
Pe T1(2n) dat” 
ra oe, n-+-v—I 2Qn—1 1% 
a i re 5) aa: oe) 


tiberein, wenn aber i i 
(Cipee ror ia ate n+y n-+-y—1 Qn—1 1 
RRO) ie airy verso Oe we 
(v-+n)\v+n—1)...%~—”) aw 
cae n+1(9 / 
eG: men RCE Soe 
und auch mit 


2@) = “haa Jesper 


Hier ist die Constante von 8% so bestimmt, dass 2—”~” BO (x) fiir 
x = co gleich 1 wird. 

Beispiele. 

Fiir » =0 findet man $a) = (a—1l). 

Mt ti 2, y= 718t: 


BO = ui POR)(a) dax® = 2" — Tx + 35a +352 —5 6x(a? +4). 
1 


§ 32. Wir kniipfen beim Schluss des § 30 an und behandeln 
hier die Gleichung (23). Aus dieser findet man fiir » = n 
(A— x”) #2 — 2(n-+1)dsMdax = 0, 
folglich fiir 2 die Gleichung 


ae OL 
20) = of (ijt +a, 


Dieses ist zugleich der n'* Differentialquotient von s, welches die 
Form hat 
i a P"(a) i 6Q"(@), 
so dass man dureh eine nfache Integration, wenn man die Con- 
stanten gehérig bestimmt, wiederum die Gleichung findet, welche 
schon S. 81 angegeben war 
Care 


(13)... QM(@) = 2"IIn i Goat 
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Das allgemeine Integral s© wird, so lange y<a+1, durch 
die Gleichung gegeben 


a” is Ao. d’ Q"(a) 


+p; 

wenn aber »>n, so hat dieser Ausdruck nur eine willkiirliche 
Constante 6. Um auch fiir diesen Fall eine vollstindige Lisung 
zu erhalten, geht man von der Gleichung (23) aus, die sich auf den 
Fall » = n-+1 bezieht 

(A—2@*) d’2@t+) — 2(m 4-2) da) da — 2(n+1)s@t da? = 0, 

von der, wie (13) mit (vy) verbunden zeigt, das eine Integral ist 
(w’—1)-"—1, Nach der Methode von Abel (§26) ergiebt sich hier- 
aus ein zweites Integral und hieraus das allgemeine 


ee a(a*— ty f (e—1y'de + BI). 


igus, 20) =v 


Der »—n—1'° Differentialquotient hiervon, nach « genommen, ist 
das allgemeine Integral 3, wenn »>x. 

Endlich kann man auch die Gleichung (23) durch zwei Reihen 
integriren und erhalt schliesslich die Satze, welche den beiden des 
vorigen Paragraphen entsprechen: 

Il. Satz. Ein particulares Integral der Gleichung 
(23) ... (1—a) d?2) — 2(v +1) da™ daw + (n—v)(n-+-y-+41) 8 da’? =0 
ist fiir jede Grosse der ganzen positiven Zahl » gleich 
der Function 

pote 1.3.5...n4+1) ad’g@(a) 
(n+ y) — 
welche sich auch, wenn M(x) >I, mit 
oe n- a n apts amshae 1 
1 ( a 
vertauschen lisst. Bie) Function ist, wenn »—n-+l, 
gleich 


IT(2n-+-1) ie anti 
(a? 


(n+ v) Shy } 
wenn »>n-+l1, gleich 
(—1)"t"+! I1(2n-+-1) ie (1) 


I(n-+ ) Oa s 
Sie heisst, fiir jede Grésse von », Q(x), und man hat 
a tyHQOe)=1 fiir 2 =~. 
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IV. Satz. Ein zweites particulares Integral derselben 
Gleichung ist, so lange »<=n die ganze Function 
H(n—») a P(x) — W(n—v) de+7(a? 1" 


133-20 “de Been) rae 
n—v n—v— = —_ if 
= g- »F(— ;- 5 ror): 


Wenn aber v>n, so i Ln man ein sbitiiel Let 
2n-+1 ( hae if 2 
a eA —1)"'d 
Hw—n—1) dx" [a 7) “ Cit) 2 | 
und dies lasst sich auch mit 
n—v n—v—l 2n—1 1 


Yi “F( a 9 ae 2 3 


wv 


Oe Cut) ae eee 


vertauschen. Diese Function, welche mit x’~” multiplicirt 
fiir «= oo in 1 tibergeht, soll ®“(z) heissen. 

§ 33. Nachdem z, im § 31 fiir sich, im § 32 darauf 2 fiir 
sich untersucht worden ist, betrachten wir hier die aus der Glei- 
chung (23, b) S. 149 hervorgehenden Beziehungen, welche zwischen 
den beiden Functionen bestehen. Wenn auch die erwahnte Glei- 
chung zunachst die allgemeinen Integrale verbindet, so kann man 
sie doch sogleich auf die particularen Lésungen tibertragen, deren 
charakteristischen Unterschiede in Bezug auf die Werthe von « 
fiir welche sie unendlich oder Null werden augenfallig sind. 

Zunichst erhélt man aus dem ersten und dritten Satze die 
Gleichung 

(a)... De) = @—1yrD5,@); 
ferner aus dem zweiten und vierten 

(b)"... SG) = (@ fy RE, (@). 
Benutzt man die Formen, in welche die Functionen Q und § ge- 
bracht sind, so erhalt man aus (a) fiir »<nu+1 


Vv (n) 
(c)... (n+ nf O(a) dx” = TI(n—v)(1—2?)” ae Ae) : 
was man auch, fucks Ver hia mit (13), auf die Form bringen kann 
Be ee da 
(d) ately, II (n-+- Wh : — oo = [I(n—+). (i— ve ae (x {yer 


Wenn aber Heat so erhalt man 
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a n-+-l—vy n+2—y 2n4+3 1 
(Cleenece ‘F( 5 ; 5 ac a) 
a IT(2n +1) ke qv-"-1 (1—a’)* 
«WD (n Same aa, dav—"—1 
Ferner findet man aus (6), wenn »<n-+1 resp. »y>n+1 
4 d”—¥ (2? —1)* dnt” (2?—1) 
(f) ... I (n--7) pee eas 


(9)... f —atpder—» 


Ae, IT(2n +1)(1—2’)” qv! Wy ae ae) ee 
= IT (v + n) IT(vy—n—1) lil x’) tf (1— x”) de | 5 


= II(n—v) (@’—1)” 


1 
Diesen Formeln kann man noch solche hinzufiigen, welche auch 
Beziehungen zwischen den hypergeometrischen Reihen enthalten, 
die in den vier Satzen vorkommen. So wird z. B. die wichtige 
Gleichung (f) nach dem zweiten und vierten Satz durch folgende 
Beziehung ausgedriickt 

; n+yv n-+-v—I1 2n—1 1 

Re ett = ed) 


) ) ) ») » gy? 


2 (o’—1 F(— n $ = : _ ei oe , e ) 
welche ein ganz specieller Fall der Euler’schen Glei- 
chung ist 

F(a, 8, y, ©) = (1—a)r-* P F(y— a, y — B, y, 2). 
Hierdureh zeigt sich zugleich der Charakter der iibrigen Glei- 
chungen, welche man aus den vier Sitzen durch das hier ange- 
wandte Verfahren erhalt. 

Die Gleichung (f) ist von Jacobi*) gefunden, der auch 
spater **) (g) abgeleitet hat. Gleichungen, wie die unter (c) und 
(d) gegebenen, habe ich in einer Abhandlung aus der Warmetheorie 
nur angedeutet ***), wahrend Herr Bertram7y) die in denselben 
enthaltenen Beziehungen wirklich entwickelt hat. 

§ 34. Im Anschluss an § 30 und 31 wird hier die Formel 
von Jacobi (3, a) fiir sinm@ bewiesen, welche im § 6 mitgetheilt 


*) Crelle, Journal f. Math. Bd. 2, S. 225: Ueber eine besondere Gattung ete. 
**) Crelle, Journal f. Math. Bd. 26, 8S. 88: Ueber die Entwickelung ete. 
**) Crelle, Journal f. Math. Bd. 26, Anmerk. 1, Formel 22—?24. 
+) Jahresbericht itiber die Konigstadtische Realschule. Berlin 1855: Theorie 
der Kugelfunctionen, 8, 9 und 11, 
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war um auf die Analogie der Kugelfunctionen mit den Kreis- 
functionen aufmerksam zu machen. 
Setzt man 
5 == sinnO os CONG O= 0271, 
so ist 2 ein fiir 2 1 verschwindendes Integral der Gleichung 
d’z + n’2 db? = 0, 

die durch Einfiihrung von @ fiir 6 in 

(a)... (l—a’)d’2—axdzda + n’?z2dz’ = 0 
iibergeht. (M. vergl. § 20, S. 93.) Zu dieser gelangt man dureh 
ymalige Differentiation von der Gleichung ausgehend 

(1—a’) ds, + (Q»—1) & dz, da +- (n’— v*) 2, dx” = 0, 

wenn man wieder setzt d’z, = sdx”. Fir »=~n ist ein Integral 
derselben eine Constante, ein anderes 


2n—1 


a = {—a) = dx, 


so dass der Gleichung (@) der n'* Differentialquotient hiervon also 
2n—1 
oat) 
da”—} 
geniigt. Ohne dass man ein zweites Integral wirklich ermittelt, ist 
man sicher, dass dasselbe fiir 2 =1 nicht verschwindet; denn das 
vorstehende ist fiir «= 1 Null, wahrend das allgemeine Integral 
asinn@ + beosné fiir «=0 nicht Null ist, wenn nicht b=0. Daher 
ist jener Werth von s gleich asinn@ und es bleibt nur noch iibrig, 
die Constante a zu bestimmen. Dies geschieht, indem man durch 
yi—a’ auf beiden Seiten dividirt und « =1 setzt; dadurch ver- 
wandelt sich die eine Seite in xa, und es kommt nur darauf an, 
die andere 


% 


2n—1 
lake aiG-s2)) 85 
Vie? wien 
fiir «= 1 einfach auszudriicken. Zerlegt man die Potenz in das 
Produkt 


2n—1 2n—1 


(a)? (te)? 
und wendet die bekannte Formel fiir die wiederholte Differentiation 
eines Produktes an, so ist klar, dass auf dieser Seite fiir «= 1 
Alles verschwindet mit Ausnahme des Gliedes 
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ad “+ wv) 2 at Kea D) 2 
Vi—a Cn ‘ 


dieses selbst aber 
= (—1)""".1.315..Qn—1) 
wird, wodurch die Formel 
2 1 


sin nd —1)r-t d’1—2’) 2 
Se aise -Aiiice ECs — 
bewiesen ist. 

Jacobi hat diese Gleichung abgeleitet, indem er sich einer 
Formel yon Lacroix bediente, um direct den n—1'" Differential- 
quotienten zu bilden. Ich benutzte an dieser Stelle eine Arbeit von 
Herrn Liouville *). 

§ 35. Die Methode, deren ich mich in den letzten Paragraphen 
bediente, kommt wesentlich auf das Verfahren hinaus, welches 
Ivory und Legendre anwandten, um Eigenschaften der P aus 
der Differentialgleichung abzuleiten. Das Vorstehende klirt auch 
die Andeutungen auf, welche in der Bemerkung zum § 6 bei Ge- 
legenheit der Formel von Rodrigues gemacht wurden. 

Jacobi**) hat dies Verfahren verallgemeinert und auf 
die Differentialgleichung der hypergeometrischen Reihe in dem 
Falle angewandt, in welchem diese eine ganze Function, also eines 
der ersten beiden Elemente, eine negative ganze Zahl —n ist. 

Es geniigt s = F(a, 6, y, x) der Gleichung 


ad’ d 
2(1—2) 52 +(y—(a+8-+1)2) 7 —afs = 0. 


Durch » malige Differentiation entsteht hieraus, wenn 30) wiederum den ye" 
Differentialquotienten bezeichnet 


a?) 
ata) + (y+ —(a B+ 294 1)e) 
Nachdem man zur Abktrzung 

wsari—azyts-7, gp=a(i—z) 
gesetzt hat, multiplicire man die vorstehende Differentialgleichung mit tq”, wo- 
durch sie in 


dz™ 
da 


— (aX +r) =0. 


d 
(a+ n\(B-+nyugrs®) = 7 (up”tta0'0) 


*) Journal de Math. T. VI: Sur une formule de M. Jacobi, p. 69. 
**) Borchardt, Journal f. Math. Bd. 56, § 3: Untersuchungen iiber die Diffe- 
rentialgleichungen der hypergeometrischen Reihe. 
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itbergeht. Macht man y successive gleich 0, 1, 2, etc., so entstehen die Glei- 
chungen 
aPusda = d(ugs'), 
(@+ 1)(8+1)ugs'dr = d(ug’s"), 
(a+2)(8+2)ug's!de = dug?) 
so dass man fiir jedes ganze positive » erhilt 
a(a-+1),..(@-+»—1).B(B-+41). (B+ 9—A)usde” = a” (ug? s). 
Setzt man nun @ = —n und macht y=, so wird, wenn man noch @ 
mit o-—+ m vertauscht, 
a'r (1—a)y—* d” 
24)... F(—n,a-+n,y,0)= 
Leah nee v(y+1)...(y-+n—1) da” 
Die Gleichung (21, b) auf 8S. 145 im § 28 lisst sich vermittelst dieser 
Formel vereinfachen, wenn fiir ) eine ganze Function von a gesetzt wird. Es 
sei dieselbe 


[orto-4(1— a yetenr] 


p(a) = F(—n, a-+n, y, 2). 
Macht man g = 0 und h = 1, so wird ein zweites Integral 


q(x) = a’ 1(1—ayref d” [yrty—"(1—y)nte-7] dy : 
0 ai erag 
Ist m so gross, dass 2-+y und 1-++-n-++a—y das positive Zeichen besitzen, 
so kann man durch Theile integriren und man erhalt schliesslich zu dem 
ersten Integral 


p(a@) = F(—n, a+ 2, y, £) 
das zweite 
1 
(24, a) Sas q(x) = Hs Sag =e Lr" Teast es (4 —y)"t¢-7(g—y)-"—! dy, 
0 


eine Function, die nach absteigenden Potenzen von a entwickelt, mit der 
—n—1'e" heginnt. 


§ 36. Auf S. 36 trat neben das Integral fiir P™, welches der 
Formel (19) fiir Q® entspricht, ein zweites auf, welches aus dem 
ersten durch Vertauschung von » mit —x—1 entsteht. Durch 
dieselbe Substitution, welche im § 10 angewandt wurde, um die - 
eine I’orm in die andere zu verwandeln, gewinne ich auch eine 
entsprechende neue Form fiir Q. Im Folgenden sei « positiv. 

Zunichst soll ein besonders einfacher Fall behandelt werden, 
der Fall eines rein imaginaéren a. 

1) Specieller Fall: © =7y. Die Substitution (m. vergl. S. 39) 
_ yoosiu + Vy?-+1 eee UC 

ytecosiu.vy+l) — ae y + eosin. Vy?+1" 
1 du 
ee Nye =— 
y + cosiv. Vy?+1 y + cosiu. Vy? +1’ 


Cosy 


y— cosy. Vy?+1 = 
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mit der Bestimmung y = 0 fiir wu = 0, beweist dass 


lea) du ATC ROTI pases ee 
CR fh —— =f{ (V/y?+1.cosy—y)rdy 
4 (ytecosiu.p~ytiy ¥, 


=HH1Q"(@) = #Q"(iy) (0 <arecotgy <2). 
In der That bleibt x reell, wihrend u yon 0 bis oo wiichst; ferner 
ist siny und cosy immer positiv. 
2) Der reelle Theil von 2 ist positiv. Hier wird die 
Substitution angewandt 


xcosiu+ ya°—1 eae — isin iw 
2. isiniv = ———, 
x + cosiu. Va?—1 a + cosiu.~x?+1 
il 4, du 
x + cosiu. Vx?—1’ pert + cosiu. Va°—1 
mit der Bedingung » = O fiir « = 0. Durch Einsetzen des Werthes 
fiir w erhalt man 
du 
(a +- ¥x*—1.cosiuy"™* 
Um das Verhalten der Differentiale leichter zu verfolgen, wiihrend 
u von O bis co wichst, bringe man @ nach S. 40 in die Form 
2 =r.cos0 +isindyr’—1, 


cosiv = 


2—cosiv.ja’?—1 = 


= («—ya?—1 .cosiv)y dv. 


wo nach unserer Festsetzung — 2 = Oa a r—1. Wir erhalten 


dann 


Vx’—1 = yr’—1.cos6 + irsind. 

Wenn r=1, so darf man wegen der Festsetzung, dass x und ja*—1 
das gleiche Zeichen besitzen sollen, @ nur positiv nehmen; man 
kann aber die beiden Ausdriicke, welche sich auf den positiven 
und negativen Werth der Quadratwurzel bezichen, zugleich er- 
halten, wenn man erst im Resultat die Grenze fiir r= 1 nimmt, 
den Punkt im Querschnitt also als am positiven oder am negativen 
Uferrande liegend ansieht. Dies wird hier geschehen (S. u. No. 4). 

Nach dieser Einfiihrung der festzuhaltenden Grissen r und 0 
fiir « hat man 

dv = [eos 0(r + cosiu. Vr?— 1) + isin 0(/r?—1-+ reosiu)|— du. 

Da u auf reellem Wege von 0 bis oc wiichst, also cost positiv 
ist, so hat die rechte Seite die Form (a—ibsin@)du, wenn @ und 
b positive Grissen bezeichnen. Daher wiichst der reelle Theil von 
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o fortwihrend mit «, wihrend zugleich der imaginare abnimmt oder 
wiichst, je nachdem 0 positiv oder negativ ist, so dass v selbst die 
gleiche Form v = a—ibsinO@ besitzt. Ferner zeigt der Ausdruck 
von —isiniv auf S.159 durch w, dass auch —isiniv die Form 
hat «—i@sin0, wenn a und £ positive reelle Gréssen vorstellen. 
Hieraus zieht man, dass 
(e*—e“)cos(bsin 8) = a 

positiv, also bsin@, daher der imaginire Theil vonv, absolut, 
4m nicht tiberschreitet. Ferner wird ftir «= 00 die obere 
Grenze » =v, durch die Gleichung 

60510. am 5 e%) = aes 

Ve Vr—1 

gefunden, wo das Zeichen so zu wihlen ist, dass v, also auch e” 
die nothwendige Form a—ibsin@ erhilt. Unsere Formel auf S. 40 
zeigt, dass wir dazu das obere Zeichen wiihlen miissen. Man erhalt 


also, kurz ausgedriickt, vo, = zlog@+1)— 4log(# —1), vollstaindig 
a yr’- —1—isin0 
Pee r—cos0 -” 


wenn der Logarithmus so genommen wird, dass sein imaginérer 
Theil unter 47 liegt. 

Nimmt man an, dass ” eine ganze positive Zahl sei, so ist es 
gleichgiiltig, auf welchem Wege man von v =O bis », integrirt. 
Nach einigen einfachen Transformationen erhilt man dann den 

I. Satz. Bezeichnet a eine Grisse mit positivemreellen 
Theile, und setzt man 


ae = o(cosp—ising), v, = slog = Need ae 
C= » (— 3% <9 < }n), 
so wird 
i: du ry 94" 
2, fh ves PO pS 
( ’ ) (x + cos iu. x?- SNe J (@ COSWwW Vx 1) dv, 


wenn man von 0 bis v, auf einem beliebigen Wege integrirt. 
Zum Schluss stelle ich einige hierher gehérende Formeln zu- 
sammen : 
«=rcos0+isind.jr—1, (r>1), (—}t1<9<}n), 
Vo*—1 = yr°—1.cos0 +isind, 
a yea Sel Gan Aes ' sin 0 
= |, CORT POUT ic iih een ee 


ae ’ — 
r—cos0 r’?— eos’ yr’—cos?0 


3 we D5. . Kugelfunction aweiter Art. 161 


Diese Formeln wenden wir auf die speciellen Falle an, in 
welchen « reell (positiv) wird. 

3) Specieller Fall: # reell und >1. 

Hier ist 


und somit v, die reelle Grenze 4log(#+1)— 4log(#—1). 

4) Specieller Fall: x reell und <1. 

Wendet man die elliptischen Coordinaten r und @ an und geht 
nach Anleitung von S. 159 zur Grenze r = 1 iiber, so wird cosg =0 
und sing = +1 wenn @ positiv, —1 wenn 0 negativ ist, ferner @ 
gleich dem Zahlwerth von cotg}0. Man findet daher, wenn 
O<d6<}3n, v, = logcotg10+ kni, 


r du % bss ; 

CSO ee ) (Gon Oreisin Oconee ae (cos 0+ isin@ cosivy* dv. 
Die rechte Seite kann man in ein Integral von O bis 47%, und 
ein zweites von dort bis v, zerlegen, welches letztere offenbar reell 
ist. Fasst man die Resultate dieses Paragraphen zusammen, so 
erhalt man den 

Il. Satz. So lange a positiv ist und nicht dem Quer- 
schnitt angehért, a die Doppelgleichung (25, c) 


: ve: =e men = iy = [ "(@—cosiv.a*—1)" de, 
0 


wo der Werth von v, durch den ersten Satz gegeben ist; 
im Querschnitte wird 


cote 30 i 
Q"(cos0) = of: (cos0—szsin0)" : 
‘0 yi+3 


a7 . 
+ i [(cos 0 4- isin 0 cosw)” — (cos 0 — isin 0 cosw)"| dw. 
0 


dz 


Schliesslich wird daran erinnert, dass, auch wenn das Integral 
nach » nicht bis oo, sondern bis zu einem beliebigen Werthe ge- 
nommen wird, es einem Integrale nach » gleich ist, dessen obere 
Grenze sich durch die Transformationsgleichungen auf S. 159 be- 
stimmt. 

§ 37. Die gewonnenen Resultate sollen nun auf den speciellen 
Fall » = 0 angewandt werden. 

1) Es sei & positiv und rein imaginér = ty. Dann wird 

Heine, Theorie der Kugelfunctionuen. 2 Aufl. 11 
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iigtese ce isfecie == 1Q°(iy) = are cotgy< 32, 
0 faiek adhe 


ferner nach dem Satz auf 8. 135, indem P 
= du 
i ; = are cotgy — 7; 
4) Y— Cost. Vy tay 
wenn der are. auch hier zwischen O und 47” genommen wird. 
2) Ist x positiv reell und >1, so wird 
St = 9°%(x) = Hog 2 
a2 +yor—1 Cosi 


Vertauscht man Ya*—1 mit —ya*—1, so hat das Integral keine 


O 4 
’ 


Bedeutung. 
3) Ist « positiv reell und <1; x = cos, so wird 
du 2a 
# = elOLini 
i cos O-+ isin 0 cosiu AP ee 


und hierats Q°(cos 6) = logeotg 30. 
4) Allgemeiner Fall; es ist x positiv, sonst beliebig. 
Setzt man 


1 e, 
277 =eCcos—ising), — $n <O0< jn, (pea 


so hat man die Gleichung 


% du 
JS aK = OW = loge — Fg. 


eee V2’?—1.cosiu 


Dagegen wird 
Ye us = Tor a 
a2 —Va?—1.cosiu See: 


0 


wenn g, so bestimmt wird, dass es zwischen 47 und a oder —in 
und —vze liegt, wihrend tang, = tang@ bleibt. 
Die vorstehenden Ausdriicke dienen auch zur Bestimmung des 


Integrales 
hi du 
a+ beosiu’ 


0 
wenn @ eine positive, b eine beliebig gegebene von Null verschie- 
dene Constante vorstellt. Fiir den ausgeschlossenen Grenzfall a = 0 
wird das Integral 7:26. 
Dividirt man das Integral im Zihler und Nenner durch ya?— 07, 
und giebt der Wurzel ein solehes Vorzeichen, dass 


§ OG 25. Kugelfunection zweiter Art. 163 


a — 

Vai ae 
positiv wird, so kann man die obigen Resultate unmittelbar an- 
wenden und findet 

1) wenn a reell, b reell positiv und >a 


Me d b?— a? 
4g sees : are tang ea: : 
0 


a-+-becosiu joe 


Gilt das obere Zeichen, so ist + arctang zwischen 0 und 47, im 
andern Falle zwischen — 47 und —z zu nehmen; ist er das erste 
Mal g, so wird er das zweite Mal m—z. 

2) Ist a reell, 6 reell positiv und b<a, so wird 


ft du eens Upeetstell Cormac 


a+beosiu Va?—& b 
3) Ist a reell, 6 rein imaginar positiv, b = fi, so hat man 
‘a d 1 BP 
ene? a) 
‘ +iBcosi Vv+p 


4) Im allgemeinen Falle setzt man 


ave 
b 


= e(cosp — ising), 


wo zwischen —47 und 37 liegt. Da die Ya°—b? ein solches 
Zeichen besitzt, dass 
ay Fe ea aaa 
o7 a+ ae a > SG es ie b 


so ist g=1. Alsdann one 


pe du se! 1 l ae : 
4 a-+beosiu (ane 18°) 


und, den zweiten Fall ausgenommen, 


i du ile i (eee =ep)) 
-/ a—beosiu yar?— B IA 


wenn tangg, = tangg, aber gy, zwischen —3a und — 7, resp. 
47 und w genommen wird. 
Indem man hier 


a=ar—1 b= ay2’*—1 
setzt, erhilt man den Ausdruck fiir die erzeugende Function der 
Q, welcher auf S. 134 angegeben war. 
ia hes 
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$38. Das Integral von Laplace, Gleichung (5) aufS. 35, naémlich 
t 270 aes 
P(x) = sei (a +-cosp. Va?—1)"dp 
0 


besagt, dass bei der Entwickelung von (x-+ cosp. ¥x?—1)" nach 
Cosinus der Vielfachen in die endliche Reihe 

c, +6, cos + ¢, cos2m+-: 
das Glied c, gleich P(x) ist. Diese Reihe kénnte man auch da- 
durch erhalten, dass man die zu entwickelnde n'* Potenz des 
Binoms zuerst nach Potenzen von cosg ordnet und dann die Po- 
tenzen von cosg in Cosinus der Vielfachen von g, nach den be- 
kannten Formeln umsetzt. Da nm eine positive ganze Zahl ist, so 
erhalt man aus diesen Operationen dasselbe Resultat, wenn auch 
gy eine complexe Grésse vorstellt, und findet daher, wenn w und o 
irgend welche reelle Gréssen bezeichnen und ¢ die friiheren Con- 
stanten sind 

le + cos(p+ yw +iv).Vx?—1]" 
= c¢,+c¢,cos(p+ w+iv)-+c, cos2(g4+-w+iv)+-- 


Hieraus ergiebt sich durch Integration 
fe 1 271 ; E pei. er 
(Core Pa) == sf (2 + cos(y + p+ iv). ¥x?—1)"dg, 
0) 


so dass in dem friiheren Ausdrucke von P die imaginire Sub- 
stitution gestattet ist, ohne dass dadurch die Grenzen sich Andern. 
Fiir ein x mit positivem reellem Theile hat man nach (6) 

1 ee dg 
2m! (e+ eosp. Vai 
Aus dem IV. Satze des § 8 S. 33 und seiner Verallgemeinerung, 
S. 34, weiss man, dass in diesem Ausdruck fiir P” die imaginire 
Substitution nicht mehr unbedingt gestattet ist. Setzt man dort x 
und ya’—1 fiir a und 6, so findet man: Es ist 

Cos. P=.) ta 

4 (e+ Vx?—1.cos(p+ piv)?’ 

wenn x einen positiven reellen Theil besitzt und w und 
v reelle Gréssen bezeichnen, die letztere eine solche, dass 


yer oes 


Ueberschreitet » diesen Modulus, so ist das Integral Null. 
Ks soll nun untersucht werden, unter welchen Bedingungen 


(PSA es 


$738, 26; Kugelfunction zweiter Art. 165 


auch in dem Integrale (19) fiir Q die imagindre Substitution vor- 
genommen werden kann, nachdem die Grenzen vorher in — oo und 
oo verwandelt sind, ob man also in 
. d 
O(a) er 2 : u 
3 a a ae Oe 
7 (w©+cosiu. ¥x?—1)"* 
ohne die Grenzen zu dindern, cosiu mit cosi(w + v-+ iw) vertauschen 
darf, wenn vo und w reelle Gréssen bezeichnen. Klar ist, dass man 
eine Verschiebung um » vornehmen, d. h. cosiw mit cosi(w+e) 
vertauschen darf, ohne die Grenzen zu andern; es fragt sich nur, 
ob eine Vertauschung von w mit w+-wi gestattet sei. Ein Satz, der 
diese Frage ebenso erledigte, wie oben der IV. Satz diejenige, 
welche sich auf P bezog, ist im § 8 nicht abgeleitet worden, weil 
jene Integrale dort noch nicht aufgetreten waren, und wird hier 
nachgetragen. 
Aehnlich wie im § 8 setze man 
f@) = (a+ beosiz)-"—1, 

wo 2 eine complexe Grésse vorstellt 3 = w+-iy. Auch hier wird ei Rechteck 
ABEF wu Grunde gelegt; seine Basis AB liegt auf der Axe des Reellen, der 


—fZ 


Axe der U, so dass sich A im Punkte w = —h, B in w= h bhefindet, wenn 
h eine Zahl bezeichnet, die man zu oo wachsen lisst. Die Seite BF von der 
Lange 7c ist parallel und gleichgerichtet der Axe des positiv Imaginéren OF. 
In dem Parallelogramm ABEF ziehe man von einem Punkte D der BF die 
Parallele DC zu der Axe des Reellen. Die Linge BD heisse yw und w ist 
nicht grésser als BF oder ze. 


Das Integral / /(@)ds genommen itiber das Rechteck ABDCA, innerhalb 
dessen f(z) endlich bleiben mége, ist Null; also ist Null die Summe von vier 
Integralen [t@ds genommen auf AB von A bis B, auf BF von B bis D, 
auf CD von D bis C, auf AC von C bis A. Fir h = x verschwindet 
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das zweite und vierte Integral, da f(z) Null wird, fiir h = oo. Daher wird 
das Integral iiber CD gleich dem iiber AB. 

Sollte f(s) in dem Rechteck CDFE endlich bleiben, so findet man ebenso, 
dass das Integral tiber CD gleich dem iiber EF ist. Man hat also zunachst 
das Resultat gefunden. 

Je nachdem f(s) in dem Rechteck ABDC oder in CDFE endlich 


bleibt, ist das Integral /f(s)ds iiber CD genommen, d. h. ist 


Jf ut yidu =f fu)du, resp. yh f(u+ mi) du, 


d.i. gleich dem ersten resp. dem zweiten der Integrale 


ih du ue du 
/ , (a+ deosiuyrt? j J, (a—beosiuy +! 


Es fragt sich, ob und wo f(%) etwa unendlich wird. Dies geschieht 
immer und nur in solchen Punkten 3 = w-+iw, fiir welche a+ bcosiz 
verschwindet, fiir welche also 


atye—e* 
b 


ist. Man setze nun, um zu erfabren, wo dies im Rechteck ABFE (in dem 
tberall O< Wom ist) geschieht, 


ja ape 
suas = o (cosy, + isiny,), 


indem o den Modulus der linken Seite vorstellen soll, und wahle das Zeichen 


eur = —— 


von j/a’—b” so dass der imaginire Theil positiv wird, also 0 < Wy < 1. 
Dies kann immer geschehen, da 


a—ya'—b’ 1 i 
hb = 53 (cosy, — isin wy, ); 

der imaginare Theil also mit }/a@’— 6° sein Zeichen weehselt. Hieraus geht 
hervor, dass genau in einem einzigen Punkte des Rechtecks, dem eine Coor- 
dinate w == W, angehért, f(s) unendlich wird. Das zu dem Punkte gehérende 
w wird durch uw = logo gegeben, so dass der betreffende Discontinuitatspunkt 
% = logo +-ty, auf der Seite der positiven oder negativen w liegt, je nachdem 
ou voder “a / << 1° 

Die iibrigen ausserhalb des Rechtecks ABFE gelegenen Punkte, fiir welche 
f(e) unendlich wird, wiirden neben dem ersten kritischen Punkt 2, selbstverstind- 
lich 3 = +3,-+2mi sein, wenn m alle positiven und negativen ganzen 
Zablen durchlauft. Man hat daher folgenden, dem IV. Satz auf S. 33 ent- 
sprechenden 


VI. Satz. Giebt man der Quadratwurzel ya’—b’ ein 
soleches Vorzeichen, dass der Ausdruck 

a+ (ee 

; : 
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einen negativen imaginiren Theil erhalt, und bestimmt 
man einen Bogen yw, zwischen 0 und aw durch die Glei- 
chung 


me. ne b = o(cosw, + isin y,), 


so ist 
du 
[a+ beosi(w+o+yi)}r* ? 
wenn o eine beliebige reelle Grésse bezeichnet, und w 
irgend welche zwischen O und yw, liegende reelle Zahl, 
gleich 


Picket ates 
(a+ beosiu)"*! ? 


es ist aber das Integral (a) gleich 


i. du 
(a—b cosiu)"*? ° 
=F) 


wenn w zwischen w, und a liegt. 

Aus dem Satze auf S$. 135, noch leichter aus der 2. Anmerkung 
zu diesem Paragraphen, erhalt man den 

Zusatz. Hat b ein solches Vorzeichen, dass noch 
ausserdem o>1, so ist der Unterschied der Integrale (6) 
und (c), namlich 


(19, 6)... @— O= Ff” ae 


tm “ a 
cal n-- 1 P STO ) 
@—b’) 2 Va = 


Sind a und 8b, ersteres mit semem Zeichen gegeben, so sind 
die Zeichen von 6 und der Quadratwurzel durch die Bedingungen 


bestimmt, da nach ihnen a:6 und ya’—b’:b negative imaginire 
Theile erhalten. 

Da man fiir jedes zwischen --77 und a liegende w das Integral (a) 
auf (b) oder auf (c) zuriickfiithren kann und da (@) eine periodische Function 
von w mit der Periode 27 ist, so kann man (a) fiir jeden Werth von w, 
fiir welchen das Integral einen Werth hat, gleich (6) oder gleich (€) setzen, 
Keinen Werth besitzt (a), wenn w gleich TE Wy ist, oder sich von + yw, nur 
um ein ganzes Vielfache von 27¢ unterscheidet. 

14. Anmerkung. Der Satz lasst sich ihnlich wie der IV. Satz verall- 
gemeinern, indem man in den Zahler eine ganze Function von cosww setzt, 


] 
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deren Grad unter n+-4 bleibt. Z. B. findet man, dass, je nachdem yw zwischen 
0 und yw, oder zwischen yw, und 7 liegt, wenn die ganze Zahl m kleiner 
als n+ ist, 

~ — cosim(u + vo+iw)du 


ian [a -- beost(u + otip)}+ 


sich auf das erste oder zweite der folgenden Integrale reducirt 


”  cosimu du f nf cosimu du 
Le (a+ beosiu)r+? ’ ( ee (a— beosiuy"*! 
2. Anmerkung, Hier erhalt man leicht den Satz auf S. 135. 
Je nachdem der kritische Punkt 3 auf, der Seite der positiven oder negativen 


w liegt, also im Rechteck OBFN oder in AONE, wird Si@u iiber die 


Peripherie von AONE oder von OBFN integrirt gleich Null. Da aber die 
Integrale tiber AE und BF wegen des unendlichen fh Null sind, so hat man 
im ersten Falle 


m/e eee L ‘hp dw safe du 
7 r , (bt beosiuy*? 4 (a+ beosp)"*! 4 (a — beosiu)"*} 


und im zweiten Falle 


0 =[- du ef du if dw 
r A (a-+- beosiu)" +1 J (a — bcosiu)"*4 a : iN (a+ beosy)t! i 


Hieraus ergiebt sich die Gleichung 


io 2] du ce) du sab nl dw 
19, me : ff =e ye 2 
(19, e) , (a-f- bcosiw) +} / (a—beosiuyt! Po. (a+ beospy'* 


wenn das Zeichen +— genommen wird, je nachdem -fo=1, nachdem Vacu 
das im VI. Satz vorgeschriebene Zeichen erhalten hat. 

Setzt man fiir @ die positive Grosse 

&@ = reosO-isind.yr’°—1, 
und b= +ya?—1, Va?—b? =-++1, so haben, nach S. 40, a:6 und Va?—B? 
die gehorigen Zeichen und man erhilt den Satz auf S. 135. 

§ 39. Die im VI. Satze enthaltenen Formeln fiir die Bestim- 
mung des kritischen Winkels wz, vereinfachen sich in folgenden spe- 
ciellen Fallen; unter a wird eine nicht negative Zahl verstanden. 

1) Wenn a reell, 5 reell positiv und b> a ist, so wird 


0 


a. 
O08 tl a a aes 5 


2) Wenn a reell, 6 reell positiv und b <a, so wird w, = a. 
Also giebt das zu reducirende Integral (a) des VI. Satzes fiir jedes 
w, welches nicht ein ungerades Vielfache von z ist, 


“fain du 
oo (a + boosiu)rt! ? 


§ 39, 26. Kugelfunction zweiter Art. 169 


in den soeben ausgeschlossenen Fallen hat das Integral keinen 
Werth. 
3) @ ist reell, 6 rein imaginadr und positiv. Dann ist w, = 47, 
also erhalt w, den kleinsten Werth, den es iiberhaupt erhalten kann. 
Zum bequemeren Gebrauch fiige ich die Formeln fiir die Re- 
duction des Integrals (a) hinzu, wenn =a, b= y2°—1; a ist 
nicht negativ, b positiv. Man findet dann den Werth von 


vA e. du 
Y, [et ya’—1.cosi(w-otiy)}! 
ausgedriickt durch die nachstehend verzeichneten Ausdriicke, in 
denen 37 =wy, =a. Ks ist 
—w 
yx?—1 
Das Integral wird Q"(x), wenn p< y,; O(a) +inP (a), 
wenn ww > YW. 
2) x reell und > 1. 
Das Integral wird Q"(#), wenn y< 2. 
3) 2 reell und-=— 1. 
Das Integral wird, wenn w< 47, resp. gleich Q(x) L4aiP© (2). 
4) x hat die Form « = p--iq, wenn p und q positive reelle 
Gréssen bezeichnen. Man bestimmt wy, so, dass 


1) x rein imaginiér. Man setzt cosy, = 


bys a = e(cosy, + isin y, ). 


Das Integral ist Q(«), wenn p<wy,, aber QO (ax)+inP™ (a), 
wenn W > YW. 

Fiir n= 0 hat man P=1 und kann in die Formeln No. 1—4 
die fertigen Werthe von Q° aus S. 162 einsetzen. 

Ein Integral 
a du 
O--- YY (ay Boosin+ Csinay 


welches analog dem im V. Satz 5S. 84 behandelten gebildet ist, in 

dem A, B, C gegebene complexe Zahlen bezeichnen, lasst sich auf 

die oben behandelten zuriickfiihren. Setzt man nadmlich 
B=)B+Ceosiv+ pi, C= —VB+C sini +ip) 

und bestimmt » und w, indem man y B+ C’ ein beliebiges Zeichen 

giebt, so verwandelt sich das Integral in 
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3 du 
if) (A+ B+ C cosi(u +otipyet! 
welches nach dem VI. Satze auf S. 166 gleich einem der beiden 
Integrale ist 


Wh. du 
L (A+VB + C'sininy# 

Dass die imaginire Substitution bei den Integralen, welche 
hier behandelt wurden, gestattet sei, habe ich im 42. Bande des 
Crelle’schen Journals S. 73 mitgetheilt*). 

Beispiele fiir eine Reduction des Integrales (d) geben 
folgende specielle Fille, in welchen A eine positive reelle Grésse 
vorstellt. 

1) Es sei B und C reell, B’4+C’-—A’>0. Man muss dann 
setzen 

A-+ Bcosiu-} Csiniu = A-+ y B?-+ C’. cosi(u + wi). 
Damit 0< yw, < 7 sei, macht man 
_3/RPaLPeLw? 
ie aa —_ o(cosy, + isin w,). 


Alsdann ist o = 1, folglich 


A B 
BEC’ VBE’ 
und daher w< yw, so lange B positiv, ausserdem aber wenn B 
negativ und — B< A, d.h. so lange A+ B>0. 
2) Es sei B und C reell, A°— B°—C’ > 0. Transformirt man 
den Nenner wie oben, so wird yw, =a, daher w<w,, wenn w 
nicht gerade selbst 7, d. h. wenn nicht C=O, und zugleich B<0O ist. 
3) Es seien B und C rein imaginiér, B= i8, C=iy. Dann ist 
W, =, also w< 47 sobald, fiir 6 eine positive Grésse ge- 
setzt wird. 
Hiernach nimmt das gegebene Integral (d) 
im ersten Falle, je nachdem A-+ B<0, den Werth an 
uf eet 
(A+) B?+ C’.cosiu)'t! ’ 


0 


cosy = 


cosy, = 


im zweiten Falle den Werth mit dem obern Zeichen (aus- 
genommen C= 0 und B< 0), 


*) Theorie der Anziehuny eines Ellipsoides. 
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im dritten Falle den Werth mit dem obern oder untern Zei- 
chen, je nachdem B positiv oder negativ ist. 
Fiir n =O kann man noch statt der Integrale ihre Ausdriicke 
nach § 37, S. 163 setzen und findet dann fiir 
i du 
uf A-+ Beosiu + Csiniu 


im ersten Falle 


em sealant he ee cme - 
VB+ C—A? A 
im zweiten Falle 
1 A+ ye_B_ 
7 Cn Oa) log Dp?) 2 
WA BC ree 
im dritten Falle 
i A+VA+h+y/ — in 
Aanmarn ae (log Q21_,)2 Oe 
Vat ety VE +y i 


Im ersten Falle ist der Bogen zwischen 0 und 47 zu nehmen, 
wenn A+B positiv, zwischen 4 und 2, wenn A+ B negativ wird. 

§ 40. Wir kommen jetzt zur Untersuchung der Kugelfunctionen 
P(x) und Q(x) fiir solehe Indices n, welche in’s Unend- 
liche wachsen. 

Laplace*) hat bereits einen einfachen Ausdruck gefunden, 
welcher die Function erster Art, wenn « = cos@ reell und kleiner 
als 1, fiir grosse Werthe von » mit einer Annaherung darstellf, 
mit der wir in diesem Paragraphen beide Functionen und zwar 
fir beliebige Werthe des Arguments «2 darstellen werden. Im 
folgenden Paragraphen zeige ich, wie man eine gréssere Annahe- 
rung erzielen, und z. B. die unendlich kleinen Glieder bis excel. 
zur Ordnung $ noch vollstindig beriicksichtigen kann, was zuerst 
Herr Bonnet**), allerdings nur fiir den von Laplace behandelten 
Fall, — die Funetion P’(cos#) — und nicht mit Gliick versucht 
hat, da sein Resultat eine Unrichtigkeit enthailt und seine Methode 
nicht geeignet scheint, das Resultat zu verbessern. 

Wir sagen von einer Function w(x), sie gebe fiir wachsende x 
an eine andere f(m) eine Anniherung zur v'*" oder einer hdheren 
Ordnung, wenn 


*) Mécanique céleste. T. V, Livre XI, no. 3 und Supplément au 5¢ volte no. 1. 
**) Liouville, Journal de Mathématiques 'T. XVII: These de Mécanique. 
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n(n) — Wn) 
mit wachsendem » kleiner wird und bleibt als jede beliebig ge- 
gebene noch so kleine Grésse 7. Ist dies nur der Fall fiir jede 
Zahl v, die unter w liegt, wie nahe auch v an w kommt, so be- 
zeichnen wir ein solehes Verhalten als Naherung bis an die 
ue Ordnung. Enthalten f und w jede noch eine Veranderliche a, 
so kénnen solehe Functionen fiir jeden einzelnen Werth von @ bis 
my ve" Ordnung tibereinstimmen, oder gleichmassig fiir alle a, 
d. i. so dass fiir jedes gegebene feste 7, was auch «x sein mége, 
ein und derselbe Werth x existirt, fiir den oder iiber den hinaus 
die Ungleichheit @éattfindet. Ein Glied wie e~", wo h irgend eine 
positive Potenz von m bezeichnet, stimmt mit O zu jeder Ordnung 
iiberein, —- die Ordnungszahl ist unendlich. 

Zunichst verschaffen die Reihen, welche nach Potenzen 
von & geordnet sind, die angendherten Werthe fiir P’(v) und 
Q"(x); also die Reihen a, a’, f, im § 5 und (18) im § 23. Man be- 
darf dazu aber der bekannten Hiilfsgleichung, welche ergiebt, wie 
das Produkt 

2.4...(2n) In IT — 
3.5 .e On 4).o Mn+4 
sich mit wachsendem n der Null nahert. Dies ergiebt sich mit 
jedem erforderlichen Grade, der Genauigkeit aus der Gleichung *) 
log Ils = @+ 4)logza—z-+ 4log(2a) 
2 Qf Da) © 
5.6. 
1 


Ve 


nF ior ae 


wo %, B, ©, ete. die Bernoulli’schen Zahlen 4, 34, a'z, ete. sind. 
Vermittelst derselben erhalt man 


a , Oa Gn 25 
Dente 22s 
eas) Dew Beep =/2 ce Sn aaa 
ee 


bis an die Ordnung 3. Solehe Genauigkeit ist fiir die Zwecke 
dieses Paragraphen nicht erforderlich, sondern es geniigt die Nahe- 
rungformel 


2.4...(2n) nt 
7 a ay A 
egy 3.5...(2n-+1) ( 
Die hierdurch erzielte Niherung ist dieselbe, welche man durch 
die bekannte Formel 


*) Gauss, disquis. gen. cirea ser. inf. etc. no. 29. M. vergl. auch iiber diese 
Formel eine Arbeit des Herrn Lipschitz in Borchardt’s Journal, Bd. 56, S. 18. 


§ 40, AG Kugelfunetion zweiter Art. ha 


wo 


Tz = wtte-*V2n 
fiir <= oo erreicht. 
Die Gleichung (27) lasst sich durch eine Untersuchung des Euler’schen 
Integrales erster Gattung in der Gleichung 


Tin TI—} “4 ea? d 
=/ —— de 
Mn+) J (rapt 


finden; statt desselben kann man nach derselben Methode sogleich das allge- 


| (a—1) H(n—a—1) pea 
T(n—1) =e ees 


behandeln, bei dem m auch eine unendlich Ha oa gebrochene Zahl he- 
zeichnen kann. Ferner wird @ positiv und <1 vorausgesetzt; diese Fest-- 
setzung enthalt keine wesentliche Beschrankung, da 


Wie i TGn = ys 1) eee 


- Malin —a—2). 


Das zu untersuchende Integral verwandelt sich durch die Substitution 


ND == Sin 
zal 
(a) 4 ii ds. 
(14 


Man theile das Integral in eines von 0 bis h, af eimes von h bis oo, wenn 
unter fh eine Grésse verstanden wird, die mit 2 wie eine Potenz von m mit 
positivem Exponenten ¢ unendlich wird. Man setzt also kh = n® und versteht 
unter € eine, wenn auch noch so kleine, feste positive Zahl, die wegen des 
Folgenden ein echter Bruch sein soll. Z. B. denke man sich ¢ = 0,1. 

Das zweite Integral, von h bis oo, ist nach dem bekannten Mittelwerth- 
satze kleiner als 


if Bee == (ae ta 
mf (14 sii ipr==il pine (1 if ee 


wird daher zu jeder Ordnung Null; folglich ist (@) zu jeder Ordnung 


gleich 
1 h ma—l 
(b) ... =f adi 
ates 
0 ( + n 


In den Grenzen_dieses Integrals ist 


aa is 


ae 
log teas ~ 8 On 7 314 Vi, 

eine mit wachsendem m stark convergirende Reihe. Tier soll der Werth des 
Integrales (a) nur bis zur Ordnung a-+ 2 betrachtet werden, so dass man 
die Reihe nach dem Gliede zweiter Ordnung abbrechen kann und, nahezu bis 
auf einen Factor dritter Ordnung genau, gleichmassig fiir alle 3 mmerhalb 
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der Grenzen hat 


(45) = [+ Goa) tae 


Da bis zu jeder beliebigen Ordnung genau 


"era" dx = I1m, 
0 
so wird bis an die Ordnung a+-3 ein Niherungswerth des Integrals (a) gleich 
II(a—1) (14 a(a+1) 4 a(a+1)(a+ 2)(3a | 
n@ 2n 24n? 
Aus diesem allgemeinen Resultate findet man das gesuchte, wenn man 
a = + macht, wodurch jener Niherungswerth sich in 


© - VEO+ get cae) 


verwandelt, genau bis an die Ordnung #. 
Setzt man m-+ 3 statt m und entwickelt nach absteigenden Potenzen von 
mn, so stimmt der entstehende Ausdruck mit der rechten Seite von (27) iiberein. 


Nach diesen Vorbereitungen suchen wir Naherungswerthe von 
o™ und P™ fiir » =oco mit Hilfe unserer Reihen auf. Wir 
nehmen x positiv an. 

I. Es sei #(§€)<1. Aus (18) folgt mit Htilfe von (27, a) 
sogleich der Niherungswerth fiir 2 = co 


IR —n—1 Qi used ia 1 
(8)... E10 G)= /* aS 
und aus (a’) in §5 


(28, a)... & Pe) = i 


il 
yuu y1—#" 
wenn die Quadratwurzeln positiv genommen werden. 

Il. Es sei (€)=1. Der Fall « =1 wird ausgeschlossen, 
in welchem fiir jedes ~ die Function Q unendlich, P gleich 1 wird. 
Man setze x =cos 0, O<0<4m. Da Q im Querschnitte das arith- 
metische Mittel aus den beiden Werthen am positiven und nega-- 
tiven Uferrande bezeichnet, ihm daher der Werth (18, a) auf 8. 130 
zukommt, da ferner 


CS ee 
pir cos[n+ 0+ F | Fisin[ n+p 04 4 | 
yi—& y2sin0 ’ 
so wird als Grenze der Summe der Uferwerthe, welche hier mit 


§ 41, 28. Kugelfunction zweiter Art. 175 


der Summe der Grenzen dieser Uferwerthe tibereinstimmt, erhalten 


(28, b)... O(c0s6) = Yo 5 -cos|@+H)0+ 2 ]- 


2n sin 0 


Um auch fiir P“(cos6) einen Naherungswerth zu finden, kann 
man sich der Formel (a) im § 5 nicht bedienen, ohne zu beriick- 
sichtigen, dass die Glieder der hypergeometrischen Reihe zwar im 
Anfange abnehmen, nach einer unendlichen Stellenzahl aber wieder 
zunehmen; durch ein ungenaues Vorgehen, indem man ndmlich 
zuerst m unendlich werden lisst und dann mit w in den Querschnitt 
geht, anstatt die Grenzen in umgekehrter Ordnung, zuerst nach x 
und dann nach » zu nehmen, wiirde man nur die Halfte des Werthes 
erhalten. Man kann aber bequem die Formel (f) des §5 benutzen, 
die sofort fiir = oo giebt 


Ce Oe ae ACN) kee / 


Man wiirde dasselbe finden, wenn man nach (8. 135) diesen Grenz- 
werth als Produkt von izmal der Differenz der beiden Werthe 
von Q am Uferrande betrachtet hitte. 


S 


2 -sin[ (w+ 0+ |. 


n7e sin O 


§ 41. Laplace bedient sich des von ihm herriihrenden Inte- 
grales (5) um den oben gefundenen Naherungswerth fiir P’(cos6) 
abzuleiten. Seine Prinzipien sind grundlegend gewesen, wo es sich 
tiberhaupt um die Ermittelung des angeniherten Werthes einer 
Function von » handelt, und diese Function durch ein Integral 
dargestellt wird, unter dem sich ein Ausdruck befindet, der mit 
einem sehr hohen Exponenten » behaftet ist. Diese Prinzipien 
wurden schon oben bei der Untersuchung des Integrals 


fiir n = co angewandt. Man sucht nimlich die Stelle auf, an wel- 
cher die n'* Potenz den gréssten Beitrag zum Integrale liefert 
(hier ist sie bei s = 0), setzt die n'° Potenz in eine Exponential- 
grésse um (hier e~*) und integrirt die so entstehende Function 
(e-*x*1), Es kommt in den besonderen Fallen nur darauf an, 
diese Principien mit der erforderlichen Strenge anzuwenden. 

Im Folgenden werde ich daher von der Betrachtung der In- 
grale fiir P und Q ausgehen, und die Grenzwerthe dieser 


/ 
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Functionen bei wachsendem n, zugleich aber mit der im vorigen 
Paragraphen in Aussicht genommenen grésseren Niherung bis an 
die Ordnung 3 aufsuchen. 
I. Angenadherte Werthe der Function erster Art P™ (a). 
Wiederum sei x positiv, e—ya’—1 = & h=né® und <0, 1. 
1) M(©<1. Aus der Zusammenstellung auf S. 40 ist klar, 
dass 
*M (a+ cosp.Va*—1) 
sein Maximum fiir ¢ = 0 und fiir keinen anderen Werth zwischen 
g=0 und p= erreicht. Man transformire nun das Laplace’sche 
{ntegral fiir P"(x), indem man sintg =z, 1— & = a’ setzt, in 
ie P (a) & =-[{ 1—a’s’y" a” . 
Pe). =f d-ay 
Das Integral auf der rechten Seite wird in ahnlicher Art zerlegt, 
wie es im § 40 8. 173 geschah. Es zeigt sich, dass der eine Theil, 


welcher sich von \~ bis 1 erstreckt, sich dem Werthe Null zu 


jeder Ordnung nihert. Der Modulus dieses Integrales ist naémlich 
kleiner als das Produkt von 47 und dem gréssten Werthe, welchen 
A (A— a’s*)” zwischen den Integrationsgrenzen annimmt. Fiir jedes 
feste, von Null verschiedene z zwischen 0 und 1 ist ferner 
MA (i—a’s’) kleiner als 1, und zwar um eine feste, endliche Grésse 
davon verschieden. Denn man hat 
1—a’x’ aoe 
poe | cospy¥a°—l. 


Da aber, nach dem Obigen, 

M (a+ cosp.Vx2*—l) < M(a+ya'—1), 
so wird -(1—a’s’) <1, nur fiir s=0 gleich 1. Daher nihert 
sich die n° Potenz von -”(1—a’s’) der Null zu jeder Ordnung. 
Aber auch noch an der unteren Grenze von s, die nicht fest ist, 
sondern sich der Null niihert, fiir die nimlich »s*=h, findet 
dasselbe statt, da 


4p2 

—log(1— a’s”)" = a*h pee S a 
und a’ = 1—&’ einen positiven reellen Theil besitzt (nach der An- 
nahme #(§) <1). Daher wird 


(1— a’s”)” = gy 


§ 41, 28. Kugelfunction zweiter Art. 75 


wo Mf =1 fiir n= oo, wihrend die Exponentialgrésse sich der 
Null zu jeder beliebigen Ordnung nihert. 

Es wird also, wenn M&<1, mit wachsendem n, zu 
jeder beliebigen Ordnung, 


1 
(a)... daP\e).2= ing ep aga 


Wenn man 

2) den Fall behandelt, dass M&=1, so zerlege man gleich 
von Anfang an das Integral fiir P, welches von O bis 7 zu nehmen 
ist, in eines von O bis 4% und eines von 3m bis a. Indem man 
in ersterem sintg = %, im zweiten cos}g = 5 setzt, ferner 

a= y1l—#® = V1-=, 

wobei die Wurzeln mit positivem reellen Theile (ein reeller Theil 
existirt immer, da der Fall « =1 ausgeschlossen werden konnte) 
genommen werden sollen, so erhalt man 


yo. P(e) = E- “if (l-a’s’y 


Nun ist 


‘(bsp 


re 1— 


a’ = 2sin O(sinO + icos9), 
also -#(a’) = 2sin@. Die Schliisse unter (1), auf den vorliegenden 
Fall angewandt, zeigen, dass es erlaubt sei, jedes der beiden In- 
tegrale, wenn es sich um die Grenze m = oo handelt, von O nur 


’ h : , ; 
bis ye zu nehmen. Das zweite Integral ist aber die zum ersten 


conjugirte Zahl, und man hat das Resultat gewonnen: Mit 
wachsendem » wird 4aP"(z) zu jeder beliebigen Ordnung 
gleich dem doppelten reellen Theile von 


‘3 y1—z 
Es bleibt zur Erledigung beider Fille, dieses und des ersten, 
die von hier an gemeinsam behandelt werden, noch tibrig, einen 
Naherungswerth fiir das letzte Integral zu ermitteln. Man fiihre 
dazu statt = eine Grésse w durch die Substitution u= syn ein, 


wodureh das Integral sich in 
Heine, Theorie der Kugelfunctionen. 2. Aufl. 12 


178 I. Theil. Drittes Kupites. § 41, 29. 


1 AG eaursey da 
yf SoS rie 


0 1 > 
verwandelt. Entwickelt man sowohl die Quadratwurzel im Nenner 
als auch die n'® Potenz, letztere wieder wie oben mit Hiilfe des 
Logarithmus, nach absteigenden Potenzen von in offenbar sehr 
stark convergirende Reihen, und beriicksichtigt die Potenzen von 
n nur bis zu einer bestimmten Ordnung, beispielsweise bis an die 
Ordnung 7, so wird das Integral bis an diese Ordnung gleich 


Vh il git 
—— en ew [1+ = (YSU) 
2n ( ) 


1 
+ — (gu‘— tatu’— taSuet- yaru’)| du. 
n 
Mit derselben Berechtigung, wie auf S. 174, kann man in jedem 
einzelnen Integrale dieser Summe, welches von der Form ist 


Vh 25,2 eI 
ere at Otte 


0 
bis zu jeder Ordnung genau, die obere Grenze yh mit oo ver- 
tauschen, also das Integral selbst mit 

Ly 4). 7". 
Auf diese Art ergiebt sich als Werth des Integrales (@) bis an die 
Ordnung 3 


5 yz [1 = IF Ee ip iy (3 a a ats 5 I: 


Hieraus erhailt man, indem man sich zur Abkiirzung der Formeln 
mit einer Anniherung bis an die Ordnung $ begniigt 

: 1 1 3 it j 

AST NMR 5 ea (epee ae ie ah | 

Ci) csantitis® way naBIaT bens adatieeennt 
wenn Mé<1; ist aber ME=1, so wird (@ = cosO) wiederum 
bis an die Ordnung 3 


(29, 6).-: P*(cos6) = aoe [G— <)eos (n+ 1)0—4n) 


n7e Sin 0 


1 ; 
+ = cotgOsin(n+4)0—10)]. 


Herr Bonnet findet (m. vergl. S. 174) eine Formel, die sich von der 
obigen dadurch unterscheidet, dass der Factor von cos((n-+-4)0—4z) in 


‘ cd Lae ate 
der Parenthese nicht wie hier mit ae es sondern mit ieee multipli- 
n n 
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cirt ist. Dass die Formel des Herrn Bonnet unrichtig sei, zeigt eine Priifung 
durch unsere Formel (46), (welche bei Herrn Bonnet selbst die Formel des 
Théoréme V. S. 267 ist), nimlich durch die Gleichung 


( + —)P™ (cos 0) +P" (cos0) = (2 —- eos P* (cos @). 


Das richtige Resultat theilte ich einigen Gelehrten mit, u. a. als ich das 
Schreiben einsandte, welches als Lettre 4 M. Resal, 6 Janvier 1876 im 
Journal de Mathématiques abgedruckt ist. Oeffentlich berichtigt hat aber erst 
Herr Ascoli diese Formel im § 3 seiner interessanten Arbeit Sulle serie SA, X,,, 
im 7. Bde der Annali di Mat. pura ed applicata diretti da F. Brioschi e 
L. Cremona. 


Dasselbe Verfahren lisst sich bei Integralen von allge- 
meinerer Gestalt, z. B. von der Form 


A = {"@+ cosp. Vx’°—1)"x(sing, cosp) dq, 
0 


anwenden, wenn x eine ganze Function der hinzugeftigten Argu- 
mente bezeichnet, in welcher der Buchstabe m nicht selbst auftritt. 
Im ersten Falle, d.h. wenn /§ <1, wird man erhalten 


. bi *s Z 
Ae l= (2 OI) == 
2 ‘ ( a ) ( ) yi o ’ 


wo #(z) eine aus x durch die Substitution sindg =z entstehende 
endliche Function von 2 bezeichnet, so dass 


4 (28 V1— 27, 1— 22") = 9). 
e h oo 
Statt der obern Grenze nimmt man wiederum j= und erhilt so 


icles meer 4 vn es ape du 
5 As np fli a ) aS (nu) ar 
0 


ie 


Indem man, wie oben, die n'* Potenz durch eine Potenz von e er- 
setzt und nach absteigenden Potenzen von » entwickelt, erhailt man 
eine Reihe von Gliedern, bei denen die Integration ausgefiihrt 
werden kann. Ist z. B. y= cosmg, so wird nach der Formel, 
welche den Cosinus des vielfachen Bogens durch Potenzen von dem 


2 


Sinus des einfachen, also hier von 2s)/1—x’ ausdriickt, 


: 16m? (m?— 4 Ae 
cosmp = 1— - m°(1— 2°) + ee 2 =) — 


und hieraus 
12 * 
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oe -(u? —a'u)| tales | du 


1 aye 3 1 m” 
aes : Sn + dna na? 
wenn man wieder bis an die Ordnung 3 geht. 
Nimmt man, wie im zweiten Falle, -/ gleich 1, so ist wieder 
die rechte Seite zu verdoppeln. 
Man sieht hieraus, dass der Niherungswerth der Integrale 
eG + cos. )a’—1)" cosmo dp 
0 
bis an die Ordnung $ unabhiingig von m ist; erst bei der Nahe- 
rung bis an die Ordnung $ tritt dem fiir m= 0 geltenden Aus- 
druck noch ein Glied 


¢ 7 V he 
py 2 ph seaitewnd 


m? 


hinzu, wenn /&<1; wenn M&§=1 das Doppelte. 
Andere Beispiele fiir die Anwendung unserer Methode giebt 
die Betrachtung der Integrale 


ae cosma dp ne ue sinmy dp 
/ G@teosp.ye—tyr’ ) @feosp.ye—iye | 


Anmerkung. In einer andern Richtung hat Dirichlet die Unter- 


suchung tiber den Grenzwerth von P"(x) verallgemeinert, wenn 
a—cos0, 0<O0< Xn. 

Es geht dies aus einer Nachschrift der Vorlesungen von Dirichlet iiber 
Wahrscheinlichkeitsrechnung hervor, die etwa im Jahre 1837 gehalten wurden. 
Dies Collegienheft hatte ich wenige Jahre spater in Handen, und vervollstindige 
hier den Auszug, den ich damals aus demselben machte. 

Dirichlet untersucht den Werth der beiden Ausdriicke 


ae ? cossp cosng dp ™ coss (7 — g) cosnqdp 
hear | 2 (cos p — cos 6)}° : [2(cosO6—cosg)}>  ’ 
Se ? sins@ sinng d—p af sins(7 — @) sinng dp 

4 [2 (cos g — cos 0)|° [2 (cos 0 — cos @)|s 


fiir m= co, wem O<s< 4. Fiir s = 4 gehen U und V, nach (7) und 
(7, a) in P"(cos@) tiber. Beide lassen sich aus je vier Integralen 


[7  cosagdp 
ae ye [2 (cos gp — cos) 


zusammensetzen, indem man hat 
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= (n+s, 0)+(n—s, 0) +(-1)"(n+-s, ~— 0) 4+ (n—s, w— 86)), 

= (n+s, 6) —(n—s, 6) + (—1)"((n+-s, ~—0)—(n—s, n—O)). 
Daher geniigt es, einen Niherungswerth fiir ein Integral (a, 7), in dem a—n 
eine endliche Grosse ist, fiir 2 == co aufzusuchen. Aus dem 4. Satz im 2. 
Anhang zum 1. Kapitel, S. 62, ergiebt sich, wenn man (a, 7) durch die Sub- 
stitution 7—g = 2w auf die Form 


Ped io w ’ cosa(2w—~n) 
’ — a a = 5 iy 
(a, 7) ve ( sin wsin (7 — w) ) ys dy) 


gebracht hat, fiir m = oo 


st TT — 
(a, n) = rea sin(an + 487). 


Hieraus folgt, wenn man Glieder der Ordnung 2—s vernachlissigt, 


(n+s, 0—)+(n—s, 0) = e ee iG £C— 9) n(n + 487) 005(s0), 


(n+, 0) —(n—s, 0) = (= ei “ Fa ++ 4871) sin(s 6) 


und _ schliesslich 


aie @& Vee BOS FCS 2[sin(n0-+ J s7t)e0ss0—sin(nd—}s70)coss(1—0)], 


40V = ( : Ne ro =) feos (n0-+ 48m) sin s+ cos(n0— 4870)sin s(7#—6)]. 


n sin’ 0 

Fir s = 4 verwandelt sich selbstverstindlich jede dieser heiden Glei- 
chungen in (28, c). 

II. Es sind auch noch (m. vergl. 8. 176) die angenaherten 
Werthe der Function zweiter Art bis an die Ordnung 3 auf- 
zusuchen. Aehnlich dem Verfahren im I. Falle verwandelt man 
das Integral fiir Q”(#) durch die Substitution s = —isin}iw in 


5 1 dz 
1¢Q” — n+l 5 ae 
2 Q (x) g VE (+a’s ‘ae y1 rn 2 y) 


ge. a hi 
wo a’ =1—é’. Man zerlegt das Integral in eines von 0 bis / “7 


und eines von dieser Grenze bis 7, welches den Grenzwerth O zu 

jeder Ordnung hat. Denn selbst fiir den kleinsten Werth, den s 
; atte [Bis 

zwischen diesen Grenzen erreicht, nimlich 2 = \5,> ist zu jeder 


Ordnung 
a ae 


MA+ as) = A+ — 
Null und daher 
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E10"G@) = wd 6 ee 
(14 ca 


Ferner wird 


(n +1) log G+ oS) ¥ a’s°-|- = G7 = + 


und hieraus 
aap 4 
é = ~ = ewe [1 = Gee “5 )]. 
Durch Benutzung dieser Formel fie man 
EM ase [Vewe[1— (tae) ae 
Mit gleicher anSenhgeird fiir M§<1 
9)... 10° @) = gm (I-G — Gqey) 


wobei die Quadratwurzel positiv zu nehmen ist. Fiir « = cos0, 
0<6< in, wird daher 


(29,8)... O"(cos6) = V x eg [ cos(n + 4)0-+47) 


Lees : 1 
-++ Tn 2 iz sin(n-+ 4)0-+ ae cotgé cos((n-+4)0 + 1)| . 


Durch ein &hnliches Verfahren, wie 8.179, findet man den 
Naherungswerth des allgemeineren Integrales 


i. cos miu du 
/ (a+ cosiu. Va*—1)y"1 ' 


wenn die ganze positive Zahl m unter n+1 liegt. Nachdem man 


h 
die Grenzen auf O und 1 gebracht hat, setzt man 


cosimu = 1 + 2m?s? (1 — 5”) 
und erhalt fiir das gegebene Integral im ersten Falle, ce 
den Ausdruck von (29) in der Parenthese vermehrt um 


a —F) 2 hi 


im zweiten Falle, .@§=1, die rechte Seite von (29, b) vermehrt um 
7 0 1 i 
: : sin ((m -- 4)0-+ 47). 
x Vas sin 0)° ee Dee 


§ 42. Die Ausdriicke im § 40 fiir P” und Q” bei wachsendem 
n bleiben wesentlich ungeiindert, wenn auch @ selbst den Buch- 


§ 42, 29. Kugelfunction zweiter Art. 183 


staben in der Art enthilt, dass es mit wachsendem n einer festen 
Grenze a, zustrebt, die von 1 verschieden ist. Die vollstin- 
digeren Gleichungen, im § 41, wiirden eine Modifikation erfordern, 
da neue Glieder hinzutreten von einer Ordnung, welche unter oder 
tiber $ ist, je nach der Art wie # der Grenze x, zustrebt. Ohne 
den allgemeinen Fall weiter zu verfolgen, betrachten wir den Fall 
co 1, 

Auch dann noch hat P"(e) fiir n = oo die Grenze Null und 
nicht 1, wenn a sich der 1, aber nur zu solcher Ordnung nahert, dass 


0 
a. ar of ale ae O=ce = 1. 


und zwar muss man fiir @ einen Werth nehmen, der angebbar 
unter + liegt. Die Annaiherung von P’(v) an Null ist dann von 
der Ordnung 4(1—a). 

Convergirt « noch schneller zu 1, wenn nimlich « = 1, also 


0 a n 
t= COS—-, 80 erhalt man als Grenze von P’(x) und Q"(x) neue 


Functionen, welche in diesem Paragraphen néiher untersucht 
werden. 

Das erste Resultat ist fir uns von besonderer Wichtigkeit, 
denn auf ihm beruht der Schluss bei dem neuen Beweise fiir die 
Méglichkeit, Functionen in Reihen von Kugelfunctionen zu ent- 
wickeln. M. vergl. § 117. 


Behandelt man das Integral von Laplace fiir P"(a), indem man e=cos(n~“0) 
substituirt, nach der Methode des § 41, so hat man auf S. 177 zunichst 


A Boe Clee a0 if Ne 

i 2sin—~(sin— + 4. cos —) 
Man setzt wiederum h = n*, und nimmt e < 4, jedoch ¢ > 2a. Dann wird 
die logarithmische Reihe im § 44 noch immer ein Glied a’h enthalten, dessen 
reeller Theil, angendhert 

26° nt? 2s 
mit m in’s Unendliche wiichst, wahrend die tbrigen Glieder, wie 2 mit den 
negativen Exponenten 
2(e—2a)—1, 3(e— 2a)—2, 

zu Null convergiren. Es wird also noch immer, wie S. 178, dn P (ax) fiir 
n = oo der doppelte reelle Theil von 


2 ante wh au du 0 0 
ge oe Ss 
7 ; uw? ne ne 
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Da w?2:m selbst fiir die obere Grenze, uw? =h, noch Null wird, so darf man 
den obenstehenden Ausdruck mit 


—n Vh 
g = ip en ew du, 
yn 


also auch mit 


vertauschen. Ferner wird Ya zur Ordnung $(1—o) unendlich. Wir er- 


halten daher das Resultat, dass P"(a) fiir 2 = cos(nm—*@) bis an die Ord- 
nung 4(1— a) Null bleibt, wenn @< }. 


0 
Nun sei o — 1, also a — COs: Da P und Q, nach den 


friiheren Festsetzungen, einwerthige Functionen von x sind, so 
werden die Grenzen fiir » = co soleche Functionen von 6, welche 
durch Vertauschung von 0 mit —@ ungedndert bleiben. 


Als Grenze von P* (cos) fir » = co findet man die 
Function J auf S. 82, also 


Co) Poe eee 


“ 0 
2? + 27.4? Pren 6 4 epee & (cos); 
Dies Resultat leitet man (sofort) mit Herrn Mehler*) aus der 
Formel (6) des § 5 her 


P*(cos ES = F(n +1,—n7, 1, sin’). 


Dieselbe Function ergiebt sich in anderer Form aus dem Integral 
von Laplace, indem man zuerst erhilt 


m P* (cos moa (Lb coset ie) ao, 


wo r eine endliche Grisse vorstellt. Durch Uebergang zur Grenze 
findet man die zweite Form von J 


. 1s. 
(30, a)... JO) == f civ ndg, 


0 


Das Integral zweiter Art Q’() nihert sich, wenn man 


6 ; : 
v= cos—- setzt, mit wachsendem » einer Grenze, die K(0) heisse. 


Versteht man unter 6 die complexe Zahl mit positiv ima- 


*) Ueber die Vertheilung der statischen Elektricitit in einem yon zwei Kugel- 
kalotten begrenzten Kérper; Borchardt, Journal f. Math, Bad. 68, S 140. 
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ginaérem Theile, so findet man als Grenze von Q"(2) 
(30) 5). >. iy ICQ) =f “eidcosiu dy — Grex. O cos a). 
0 


Gehort x dem Querschnitt an, ist also @ reell, so wird die 
Grenze von Q”, also K(0), durch 
(80, ¢)... 2K(0) = K(0 +-0.1)+ K(6— 0.7%) 
gegeben, eine Formel, die offenbar auch fiir jedes complexe 0 gilt. 
Nach (380, 6) erhalt man hieraus den Ausdruck durch ein Integral 
fiir ein soleches 6, welches in dem auf der Axe der reellen 0 von 
—oo bis co gezogenen Querschnitt liegt 


(30, d) ... K(0)= [” cos@Bcosin)du. 
0 
Fiigt man die aus dem Eingange dieser Untersuchungen fiir be- 
liebige 6 folgenden Gleichungen 
(30, e) ... J(@)=J(— 9), K(0) = K(— 8) 
hinzu, so sind J und K in der ganzen Ebene @ eindeutig 
gegeben. 

Geht man ferner von (18, 6) zur Grenze tiber, so findet man 
fiir die Differenz aus dem Werthe von K im Querschnitte und 
am Uferrande 47iJ(6), andererseits den Ausdruck dieser Differenz 
durch ein Integral aus 30, b und d, und so die Doppelgleichung 
fiir ein reelles positives 0 vais 
(30, f) .... K(O+0.i)— K(0) = +4niJ(0) = +i if sin (9 cosiu) du. 

9) 

Die Functionen J und K nennen wir Cylinderfunctionen 
erster und zweiter Art; spiter miissen sie genauer als Functionen 
des Kreiscylinders von denen der elliptischen unterschieden werden. 
(M. vergl. § 3, S. 5.) 

Zum Beweise des Vorstehenden setze man 6 =c+ip, wo ec und p 
reelle Grossen, eine nicht negative bezeichnet, und 70 > 0. Der Beweis 
ist gefiihrt, wenn man zeigt: 

1) Das Integral im zweiten Gliede von (30, 6) bleibt endlich und con- 
tinuirlich bis incl. p = 0, und ist 

2) die Grenze fiir = 00 von 


re) (4) i) —n—1 
sf (cos ~ —isin ETCOS in) du. 
J n n 


Beweis von 1. Es wird geniigen, wenn wir den Beweis des Satzes 
nur fiir den reellen Theil des Integrales fiihren. Indem man ¢. cost = 3% und 
cp statt p setzt, geht dieser in das Integral 
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dz 
fer css 
\s—c 


von c bis oo iiber, dessen Continuitét und Endlichkeit bis an p = 0 klar 
ist. Um sie auch bis p = 0 incl. nachzuweisen, zeigt man nur, dass das In- 
legral von einem hinlinglich grossen 3 bis oo genommen, beliebig klein wird. 
Fiir beide Grenzen darf man ganze Vielfache von 7 setzen; sie seien m7e und 
(n-+-v)7. Dies Integral wird in der That fiir jedes » bei einem hinling- 
lichen grossen 2 beliebig klein. 

Zerlegt man es nimlich in eine Summe solcher, deren Grenzen sich um 
m¢ unterscheiden, und hat eimes von ihnen die Grenzen mze und (m-+-1)7, so 
zerlege man dies wieder in eines von m7 bis (m-++4)ze, und eines von 


(m-+ 4) bis (m-+-1)z. Das erste ist das Produkt von fossa =sin(m+4)0 


und einem Mittelwerth der Function 
e-??(z°— ¢”)-2 
zwischen 5 = m7 und 2 =(m-++4)m, so dass das Integral von mz bis 
(m-+1)7 gleich ist cosm mal der Differenz eines Mittelwerthes obiger 
Function zwischen mze und (m-+ +) weniger einem Mittelwerthe derselben 
zwischen (m-}+ 4) und (m-+1)z. Da sowohl die Exponentialgrésse als 
auch die —4'® Potenz nicht zunehmende Functionen von % sind, so wird das 
Integral von mz bis (m 4-1) 7, absolut genommen, 
< e~™P™ | (m? r6°— c”)— — e—#* ((m +1)? ?— c”)—4], 
also das Integral von ne bis (n-+-y)2 
< e—""(n? 1? c”)-3, 

daher gleich 0 fiir n = oo. 

Beweis von 2. Man nehme beim Beweise an, es sei p > 0; der Fall 


p = 0 erfordert, da der 4, Satz bewiesen ist, nur unwesentliche Modifikationen. 
Beriticksichtigt man, dass dann (S. 40) 


6 es a ae. 
e=cos—, jar—i=—isn—, §F= ae r 
n n 
(wenn r eine Zahl vorstellt die zur zweiten Ordnung 0 wird) die gehdérigen 
Vorzeichen besitzen, so kann man wie S. 184 verfahren und erhilt 


=1—6& = @—/) 
wo @ und y mit wachsendem mn sich p und c¢ nahern. Hieraus folgt 
6 = OY Se see 
(fa’s" = (1+ @—7a| 


gleich Null sobald x, gleichgiiltig von wie geringer Ordnung, mit m zugleich 
unendlich wird, so dass man fiir 7% = oo setzen kann 


Pe es sh 
eel Q" COs baenkiiy — 2f ds 
n (a a) yee ext 


wenn fh eine Potenz von m mit einem beliebig kleinen positiven Exponenten 
bezeichnet. Nun ist 
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22\3 
nlog(1-++ as”) = na’x’— - LDL ee a 
t 


Da na’ als Grenze 2(p — ci) = —2i0 ae so convergirt diese Reihe sehr 


: 0 
schnell zu — 2¢6z7 und man erhilt als Grenze von Q"(cos—) 
n 


i nf 
D) eof ertiz a5 
yo+1 


0 
Dieser Ausdruck verwandelt sich durch die Substitution 3 = —isin4du in das 
Integral auf der rechten Seite von (30, b). 


Aus (30, f) folgt, wenn @ reell und positiv ist, fiir J(@) 
(a)... 42aJ3(0) = [- sin(cosin) du, 
0 
was dem gleichfalls fiir reelle 6 geltenden Ausdruck (30, d) fiir 
K(@) entspricht. Herr Mehler fand (a) in den mathem. Annalen 
von 1872 direkt, indem er von der Gleich. (7, 6) auf S. 44 aus- 


ging. In derselben vertauscht er 0 und @ mit a und £. Der 


Uebergang zur Grenze m = oo verschafft darauf 
ee cosy dg a sin gdp 
Ve 4 Vee 
Setzt man links g = 0cos ee pe gy = Ocosiu, so entsteht 
in s 
1h cos(O cos w) dp = {- sin(cosin)du. 
0 0 
Die linke Seite ist aber nach (30, a) gleich 472J(@), so dass die 
vorstehende Gleichung mit (@) iibereinstimmt. 
Zu dieser kann man noch die folgenden hinzufiigen, die fiir 
ein positives rein imagindres 6 gelten 


ee Oe ap sin (Osin iu) du, 
0 os 
pas He) = fe. cos(Osin iu) du, 
0 
Man leitet die erste ab, indem man die Gleichung 
A a a 
20 f 2’ +cosp ya?+1’ 
welche aus (4) folgt, mit sinzada multiplicirt und darauf von 0 bis 
oo integrirt. Hierdurch erhalt man 


fe 7 608 qf =/- sin «2 —— ge 
—n cos C= is 
‘ saa 


Q 
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und fiir 1 = —i0 ist dies (@). Geht man von der Formel 
2 5 li 


7 J ta” a Vi+2? 
aus, multiplicirt dieselbe mit cosy7xda und integrirt von 0 bis ~, 
so findet man (y) fiir 7 = — 70. 

Die Function J, welche hier durch einen Uebergang zur Grenze 
eingefiihrt wurde, aber schon auf S. 82 auftrat, kam dort mit an- 
deren ahnlichen Functionen J, zugleich vor und wurde mit dem 
untern Index 0 versehen. Sobald die J, wieder neben ihr vor- 
kommen, werden wir ihr auch wieder den hier bedeutungslosen 
Index 0 anhingen. 

Die Differentialgleichung (8) der Kugelfunctionen ver- 


6 
wandelt sich, indem man in der Form (6) derselben - fiir 6 setzt 


und » unendlich nimmt, in die Gleichung 
(31) ... Od’s4+-dzd0+ 62 d0* = 0, 
die also J(@) und K(@) zu Lésungen hat. 

§ 43. Der hier hervorgehobene Zusammenhang mit der Kugel- 
function dient zur Einfiihrung der neuen Functionen; aus demselben 
gewinnt man erst eine wissenschaftlich begriindete Einsicht in die 
Higenschaften der Cylinderfunctionen. Es empfiehlt sich aber, diese 
Funetionen auch selbstindig, nicht allein als Grenzfaille der com- 
plicirteren Kugelfunctionen zu behandeln, und nur die Gesichts- 
punkte der Theorie der letzteren zu entnehmen. Einen werthyollen 
Beitrag fiir diese Darstellung hat Herr Carl Neumann®*) in seiner 
»Theorie der Bessel’schen Functionen‘ geliefert, die er als ein 
Analogon zur Theorie der Kugelfunctionen bezeichnet, und zu- 
mal durch das spater zu entwickelnde Additionstheorem der Cy- 
linderfunctionen, bereicherte. Von neueren Arbeiten benutze ich 
ausser dieser Schrift bei der unten folgenden Darstellung haupt- 
sichlich meine kurze Abhandlung in Borchardt’s Journal f. M.**), 
Aus dem grossen Reichthum von Formeln, die man in den Ar- 
beiten tiber diese Functionen findet, habe ich nach den auf 8. 9—10 
angegebenen Gesichtspunkten eine Auswahl getroffen. 

Zur Literatur der Cylinderfunctionen gebe ich, eine Tafel des Herrn 

*) Leipzig, 1867. 

**) Die Fourier-Bessel’sche Function, Bd. 69, 1868. 
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Carl Neumann fortsetzend, ausser den bereits citirten Werken noch 
folgende an: 

Fourier, Théorie analytique de la chaleur. S. 369 (1822). 

Poisson, Sur la distribution de la chaleur dans les corps solides. Journal 
de l’Ecole polyt. Cah. 19. S. 349 (1823). 

Bessel, Untersuchungen des Theils der planetarischen Storungen, welcher 
aus der Bewegung der Sonne entsteht. Abh. der Berliner Akad. d. 
Wiss. aus dem Jahr 1824. 

Jacobi, Formula transform. Crelle, J. f. M. Bd. 15, S. 13 (1836). 

Hansen, Ermittelung der absoluten Stérungen in Ellipsen etc. Schriften der 
_Sternwarte Seeburg. Gotha (1843). 

Kummer, De integralibus definitis et seriebus infinitis. Crelle, J. f. M. 
Bd. 17. 

Kirchhoff, Ueber den inducirten Magnetismus etc. Crelle, J. f. M. Bd. 48. 

Anger, Untersuchungen iiber die Function pe etc. (1855) und die Fest- 
schrift tiber das Integral etc. Danzig (1858). 

Riemann, Zur Theorie der Nobili’schen Farbenringe. Pogg. Ann. 95. Bd. 
(1855). 

Lipschitz, Ueber ein Integral der Differentialgleichung etc. Borchardt’s 
Journal. Bd. 56. 

Schloemilch, Ueber die Bessel’sche Function. Zeitschr. f. Math. u. Physik. 
I. Jahrgang. 

Carl Neumann, Ueber die Theorie der Wirme und Elektricitét. Bor- 
char dt’s Journal. Bd. 62. 

Lommel, Studien tiber die Bessel’ schen Functionen. Leipzig (1868). 

Carl Neumann, Ueber die Entwickelung einer Function nach Quadraten 
und Produkten der Fourier-Bessel’schen Functionen. Berichte der 
Siichs. Gesellsch. d. W. aus 1869. 

Ausserdem treten diese Functionen in mehreren neueren Arbeiten auf, von 
denen ich die in den Mathem. Annalen erschienenen der Herren H. Weber, 
H. Hankel (1. Bd.), Lommel (2. u. 3. Bd.), Schlifli (3. Bd.), Mehler, 
Ermakoff (5. Bd.) erwihne, aus Borchardt’s Journal die Abhandlungen der 
Herren Mehler (Bd. 68) und H. Weber (Bd. 69, 75, 76). 


Die Differentialgleichung 
(31)... 0d’s+-dsd0 + 0d0" = 0 
stellen wir an die Spitze unserer Theorie der Cylinderfune- 
tionen. Andere Formen derselben Gleichung sind 
(31, a)... d?s+6’x(dlog 6)’ = 0, 
(31, 6b)... 4d°2+nz(dlogn)* =0; (7 = 8"), 
(31, ¢)... 4d°s+ dzdn-+ 4dr’ = 0. 

Wenn man versucht (31, a) durch Reihen zu integriren, wobei man 
die Gleichung 
d(0”) = nO" dlogé 
benutzt, so findet man eine Liésung, welche mit dem Buchstaben 

J bezeichnet wird, nimlich den Ausdruck (30) fiir J(@), also 
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00 p 
(30) ... 1(6) = F( 9,1, — ga) ‘euvemeyeess 


Die allgemeinen Regeln der Integralrechnung zeigen, dass ein 
zweites Integral sich nicht in eine Reihe entwickeln lasst, die 
nach Potenzen von 0 aufsteigt, sondern dass es die Form hat 

5, =I(O).log 0 +y, 
wo y eine nach geraden Potenzen von 6 aufsteigende Reihe be- 
zeichnet, die sich, wie Herr Carl Neumann gefunden hat, in eine 
einfache Form bringen lasst. Man erhalt némlich 
(30, 9)... 5, = J(@)log0 +244, (0)—4J,,(0) + 44,0) —---, 
wo J,, J,, ete. die Functionen sind, welche man aus (14, ¢) auf 
S. 82 kennt. (M. vergl. § 61, Gleich. 44, f.) 

Indem man }log@* fiir log@ setzt, kann man die zweite par- 
tikulire Lisung, ebenso wie die erste, als Function von 6’=7 
auffassen, was mehrfach geschehen wird (s. u.), wie Q(@) als Func- 
tion von xv. Nach jener Umwandlung des Logarithmus ist der Aus- 
druck z, wenn man von @ = 0 in das reell positiv Unendliche einen 
Querschnitt zieht, in der ganzen Ebene bis an den Querschnitt ein- 
deutig und continuirlich und giebt fiir —0 denselben Werth wie 
fiir 0. 

Unten driicken wir 2,, oder vielmehr eine Combination von sz, 
und J (m. vergl. 44, f)) durch das bestimmte Integral (30, b) 
fiir K aus, welches ebenso neben (30, g) zu verwenden ist, wie 
der Ausdruck von Q durch ein Integral neben dem einen Loga- 
rithmus enthaltenden (20, c). Dieses Integral K verliert aber 
die Bedeutung, wenn @ einen negativ imagindren Theil 
bekommt, definirt also die Function nur auf der Seite des 
positiv Imagindren und ist durch die Gleichung K(@0)=K(—6) 
fortzusetzen. 

Es sei 0 die Quadratwurzel aus 00 = 7, welche einen posi- 
tiven imaginiren Theil besitzt oder eine positive reelle Zahl ist. 
Wir ziehen einen Querschnitt in der Ebene der 7 von 7 = 0 in’s 
positiv Unendliche, die Axe des positiv Reellen, und suchen den 
Ausdruck der Lisungen durch Integrale, die in der Ebene bis an 
den Quersechnitt continuirlich bleiben. Im Querschnitt selbst 
wird als Lésung das arithmetische Mittel aus den Wer- 
then am Rande der Ufer genommen, d.h. wenn 7 einen Punkt 
im Querschnitt, also eine positiv reelle Zahl bezeichnet, aus den 
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Werthen fiir 7-+0.i und 7—0.i, oder 0.i+6 und 0.i—O. Dieses 
Mittel gentigt der Differentialgleichung noch im Querschnitte selbst 
und ist ein von J verschiedenes Integral. 
Die Gleichung (31) integriren wir hier durch bestimmte 
Integrale: Bildet man aus 6 und einem Winkel ¢ cine Function 
. y = eidcosy, 
so wird offenbar 


2OY oy ey 
(a)... 0 a7 to ae + OY = iG ogi8 


Setzt man Sve fiir z in die linke Seite von (31) ein, so ver- 


wandelt sich diese, abgesehen vom Factor d0’, in — Ody: dg, d. h. 
in ¢Osingy, ist also Null fiir g = 0, ausserdem aber fiir g = 7, 
so dass man zuniichst ein endliches Integral 


% =["ye9 
0) 


als Lésung von (31) erhalt. Da dies fiir 6=O sich in w ver- 
wandelt und als endliche Lésung dieselbe sein muss, wie die in 
(30) enthaltene, so ist sie wJ(@) und man gewinnt auf diese Art 
wiederum den Werth (30, a) fiir J(@). Ferner wird i@sing.y auch 
dann gleich Null, wenn y selbst Null ist. Dies geschieht nur und 
immer, wenn g einen solchen Werth annimmt, dass iO cos einen 
negativ reellen Theil erhalt, der unendlich wird. Man findet also 
immer eine Lésung z der Gleichung (81), wenn man in dem 
Ausdruck 


3 Teneo du 
0 

uso in’s Unendliche wachsen lisst, dass die Exponential- 
grésse zu Null convergirt. Dies gentigt schon, da y als Ex- 
ponentialgrésse auch hinreichend schnell zu Null convergirt. 

Gehért 7 nicht dem Querschnitte an, so wird y Null, wenn u 
in das reelle positiv Unendliche wachst, welches da, wo eine 
nihere Bestimmung wiinschenswerth ist, nicht schlechtweg mit oo, 
sondern durch g bezeichnet werden soll. In der That ist, wenn 
man wie oben 0 = c-+ pi setzt, 

HM. e” cosig — e—pcosig — (), 

War dagegen 0 reell (also positiv), so darf man nicht auf diese 
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Weise in’s Unendliche gehen, wohl aber so, dass « = g+ 37% wird, 
da dann 
10 cosiu = i0 sinig 

negatiy unendlich ist. Das erste Mal kann man also nach w auf 
der Axe des Reellen von 0 bis g integriren, das zweite Mal, und 
da y continuirlich ist auf belicbigem Wege, bis g-+ 37%, z. B. in- 
dem man von O auf der Axe des Imaginiiren bis 4a¢ und von da 
parallel und gleichgerichtet der Axe des positiv Reellen in’s Un- 
endliche integrirt. Man hat also den 

I. Satz. Die Differentialgleichung (31,6) hat zwei 
particulare Integrale Jund K, von denen das erste durch 
die Gleichung 

80,6)... WO) = + fever dy = 6), (0 =7) 

0 

ausgedriickt wird. Das andere ist, wenigstens so lange 
nicht 7 eine positiv reelle Grésse vorstellt, wenn man den 
imagindren Theil von @ positiv nimmt, 


(80, b) ... K(@) = [“eeosedu = K(— 0); (9 =>). 


0 
Fir ein 6 im Quersechnitte selbst hat man zwar so eben gleich- 
falls eine Liésung gefunden, néimlich 


Hs 
fa ae BR5i clay 


0 
es ist dies aber nicht eine solche, welche nach unserer Festsetzung 


8. 185 durch A(@) bezeichnet werden darf; vielmehr ist dort K ein 
arithmetisches Mittel und man hat den 
II. Satz. Ist aber 7 positiv reell, so wird 


(80, d)... K(0) = f “cos(0 cosin)du = K(— 8). 


§ 44. In den Integralen fiir J und K kénnen ausser den 
reellen auch imagina&ire Substitutionen vorgenommen werden. 
(M. vergl. meine friiher erwihnte Abhandlung im 69. Bande von 
Borchardt’s Journal). 

Im vorigen Paragraphen zeigte sich, dass man fiir jeden Werth 
von 7 eine Cylinderfunction zweiter Art erhilt, wenn man ydu von 
0 bis co integrirt. An der obern Grenze trat aber (s. oben) eine 
Discontinuitait ein, indem man im allgemeinen bis g, nur fiir ein 
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reelles 0 bis g+477 integrirte. Dieser Sprung lisst sich erkliren 
und vermeiden durch den 
III. Satz. Bezeichnet 0 eine beliebige Zahl mit nicht 
negativem imagindérem Theile, und setzt man 
—i0 = a(cosa—isina), (—inm Xa <= }n), 


Bray as ya 
(6) 2u% of eid cosin dy 


0 

eine Lésung von (31), und bleibt unverindert, welchen 
reellen Werth zwischen —i” und ia, mit Ausschluss 
dieser Grenzen*), man auch y beilegt. 

In der That hat das Integral erstens eine Bedeutung 
und ist zugleich eine Lésung von (31), sobald 

— 10 cosi[g + (a +-x)i] = a(cosa — isin) cos(a + x — ig) 
einen positiven reellen Theil besitzt. Der reelle Theil ist 

a[cosacos(a-+ y¥) cosig—isin @ sin(a + x) sinig]. 

Setzt man fiir cosig und isinig ihre Ausdriicke durch Exponential- 
gréssen, so wird der Theil, welcher mit g in’s Unendliche wichst 
4A COSY.€9, 
also in der That posi- 
tiv, wenn—ia<y<in. 

Zweitens ist das 
Integral (0b) von x 
und von dem Inte- 
grationswege un- 
abhangig. In der 
Figur sei AX die Axe 
des positiv Reellen, 
AY des positiv Imagi- 
niren, AB= g, AC=a, 
also nicht grésser als 
in. Die Figur zeigt 
den Fall eines 6 mit po- 
sitivem reellen Theile, 


*) Die Untersuchung ist so gefiihrt, dass sie noch fiir die allgemeineren Integrale 
des § 57 gilt, in welchen die nach u zu integrirende Function aus der obigen durch 
Multiplikation mit cosiyw entsteht. In dem hier vorliegenden Falle darf man die 
Grenzen +47 noch einschliessen, wie sich durch eine einfache Betrachtung zeigen 


so wird 


Y| 


liesse. 
Heine, Theorie der Kugelfunctionen. 2. Aufl. 13 
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CE und CH sind gleich 47, so dass alle Werthe, die t(a-+ x) bei 
verinderlichem y annehmen kann, zwischen E und # lie- 
gen. In dem besonderen Falle, dass a = 42, wiirde H genau in 
A fallen, wihrend H fiir jedes andere positive a, wie in der Figur, 
auf der negativen Axe der Y liegt. AB’ ist gleich AB gemacht. 
Die Figur wird dann in selbstversténdlicher Art vollendet. 

Der Punkt D stellt die Zahl g+ ai vor, simmtliche Punkte N 
auf FK, nur F und K ausgeschlossen, sind Zahlen g-+ i(a-+x). Es 


wird nun behauptet, dass [yee sich weder andert, wenn man von 


A aus auf verschiedenen Wegen bis zu demselben Punkte N, noch 
wenn man bis zu verschiedenen Punkten N, die simmtlich auf FK 
liegen, integrirt. . Das erste ist klar, da die verschiedenen Inte- 
grationswege einen Raum einschliessen, in welchem y endlich und 
einwerthig bleibt. Um das zweite zu beweisen, zeige ich, dass 
das Integral tiber ACMN gleich ist dem tiber ACD. Dies ergiebt 
sich daraus, dass das Integral iiber das Rechteck CMNDC Null ist, 
ebenso auch dass iiber ND, da der Weg ND endlich und die zu 
integrirende Function y im Unendlichen, also auf der Linie FK mit 
wachsendem g, Null ist. 

Der soeben bewiesene III. Satz klart die friiher erwahnten 
Verhiltnisse auf. Wir heben folgende Punkte hervor: 

1) Ist 0 nicht gerade reell, so wird absolut genommen a < 4a, 
und daher liegt die Axe des Reellen AB innerhalb des Rechtecks 
KFF'K', — wihrend sie im Falle eines reellen 0, also fiir «=-+ 471, 
in eine Seite des Rechtecks, nimlich in KK’ oder FF’ fallen wiirde. 


Das Integral stimmt also mit J yau iiber die Axe des Reellen ge- 


nommen iiberein. 

2) Ist @ reell positiv, so wird «= 4m und CD halbirt das 
Rechteck EFKH. Das Integral tiber ACD, d.h. von O bis g + 47%, 
ist daher dasselbe, als ob man von A bis zu einem Punkte integrirt, 
der beliebig nahe an B auf BD liegt. Man findet also 


g+% 


(30, g) ... Je ™eidcosiudy —= K(0-+0.%), 
0 
so dass die fiir ein 7 im Querschnitt gefundene Lésung, wie frither 
(S. 192) schon erwihnt wurde, nicht K(@), sondern K(6+0.%) ist. 
3) Der Werth von K am negativen Uferrand lisst sich in &bn- 
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licher Art durch ein Integral ausdriicken, welches sich von 0 bis 
g—zm0 erstreckt. Denn nach (30, d) ist 
K(O—0.i) = K(— 0+ 0.4). 
Man hat nun nach dem III. Satze zu machen 
(O—0.i) = a(cosa—isina) = 04 70, 
so dass a@ nahe gleich —iz zu setzen ist. Es ergiebt sich also 


(30, h) eee n@ Gar 0.2) Seine cosiu du. 
0 


4) Die Integrale fiir K(@+0.i) kann man in solehe umwandeln, 
in welchen auf reellem Wege integrirt wird. Indem man den Weg 
von O bis g+4aiin einen Weg von 0 bis + 32% und einen zweiten 
von +4371 bis gt 37% zerlegt, und auf dem ersten uw =-+tig, auf 
dem zweiten u = +47i-+ 0 setzt, erhalt man 


K(O+0.1) = fe? edo [ex i9eo dep, 
0) 0 
Hieraus erhalt man sofort fiir die Differenz der beiden Werthe am 
Uferrande die Gleichung 
K(0 + 0.4) — K(0 —0.@ = in J(O), 
welche auf S. 185 direct bewiesen wurde. 

Hieraus ergeben sich fiir die Cylinderfunctionen die Siatze 
iiber die imaginaére Substitution. Man zeigt leicht, dass eine 
solche in dem Integrale fiir J erlaubt sei, nachdem man dort die 
Grenzen auf —z und w gebracht hat, und findet 


(c) eee J(0) = gel eP cos(g+w) dq, 


welche reelle oder nicht reelle von gm unabhaingige Grésse auch w 
vorstellen médge. Aehnlich verhalt es sich mit K. Indem man 
beide Fille, den eines 7 ausserhalb oder innerhalb des Querschnitts 
zusammenfasst und beachtet, dass nur im Querschnitt A(@-++ 0.2) von 
K(@) verschieden ist, hat man 
gtilaty) . t 
K(0+0.i) = fh ei? eosin dy, 

iv) 
Vertauscht man w mit —w, so ist rechts dieselbe Function, von 
—g—i(a-+y) bis 0, zu integriren. Man kann als untere Grenze 
aber auch —g—ia-+iy nehmen, da das Integral sich nicht dndert, 
wenn man fiir x irgend einen Bogen zwischen — 37 und 47: setzt. 


Aus diesen Betrachtungen folgt der 
io 
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IV. Satz. Bezeichnet 6 eine beliebige Zahl, so ist 


Piles = ‘ei0cos+0) dg = J(8) = (—8). 


—Je 
Hat 0 einen nicht negativen imaginiren Theil und 


setzt man 


— id = a(cosa—isina) (—in<a< 4m), 


so wird 
Cee if TF io cosiut+o) du = K(O-+0.1) 
—g—ai 
und K(0) = K(—0). Die Constante w kann in (c) willkir- 
lich genommen werden; in (d) muss der reelle Theil von 
cosiw positiv sein, d.i. der reelle Theil von tw die Form haben 
y+ 2mn, wo —40 <x < 40. 

Der Ausdruck (d) dindert sich offenbar nicht, wenn man als 
obere Grenze irgend einen unendlichen Werth mit positivem, fiir 
die untere mit negativem reellen Theile setzt, fiir den 70 cosi(u +) 
einen negativ unendlichen reellen Theil erhilt. 

Die hier entwickelten Satze fiir die imaginére Substitution 
werden unten eine erhéhte Bedeutung gewinnen, wihrend wir sie 
hier nur auf die Transformation der Integrale 

1 


a g 
: s~@-Lb si 1 i(a cosiu-++b sini — 
a ei(acosg-+d sing) dg, rf ei(acosiu+b siniu) du, g = oo) 


its 25 
anwenden. Das erste ist gleich J(//a’+b’). Beim zweiten ist zu- 
naichst der Fall eines reellen a und b zu erwahnen; nimmt man 
Va?+b? mit dem Zeichen von a, so wird das Integral gleich 
K(Va’-++ b°+0.1); fiir a=0 ist das Integral unendlich. In den anderen 
Fallen hat es einen Werth, nimlich K(j/a?-+-b*), sobald ia +b und 
ia—b einen negativen reellen Theil besitzen. 

Weiteres iiber die allgemeineren Integrale findet man § 58 u. f. 
Ferner wird man im § 60 Functionen kennen lernen, die ganz 
ihnliche Higenschaften besitzen wie J und K, nimlich die endliche 


Die Be- 


deutung derselben als Cylinderfunction héherer Ordnung findet man 
im III. Theil. 


Function ae und die im Endlichen unendliche 


Den im § 42 entwickelten Formeln fiige ich noch einige andere 
hinzu, die mehrfache Anwendungen finden: 
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Herr Lipschitz zeigt, dass man habe 
1 o 
(9) eet cera =i) e—* J (bx) da. 
Vorausgesetzt, dass der reelle Theil von a positiv und grésser als 
der von 6% sei, hat man namlich 
Zliees = fag Cathet coe py hk 
a IA a oh 
wenn der reelle Theil auf der Linken, der nach der obigen Vor- 
aussetzung nicht Null sein kann, positiv genommen wird. Durch 
Umkehrung der Integrationsordnung erhalt man (0). Fiir ein reelles 
b darf auch a gleich Null genommen werden. 
Multiplicirt man (0) mit cosa@da, integrirt von O bis co und 
setzt b=1, so erhalt man nach (y) auf S. 187 fiir ein reelles 6 
den Ausdruck des Herrn Mehler 


te faeces (ode 
Gyn PRO) ab oie 


neben der friiher gefundenen Formel (y), welche hier zur Ab- 
leitung benutzt wurde. 

§ 45. Es soll jetzt nachgewiesen werden, dass die Gleichung 
auf §. 78 


(1)... = SA tyP Oo 
immer besteht, sobald .M(a—ya2—1) > “(y—Vy’—D, wenn « 
und yx’?—1, ebenso y und yy?—1 dasselbe Vorzeichen erhalten. 
(M. vergl. S. 79). Den Beweis, den ich urspriinglich gegeben hatte, 
ersetze ich durch einen wesentlich einfacheren, welchen Herr 
Laurent gefunden und in der 3'" Serie des Liouville’schen 
Journals, 1. Band, November 1875 mitgetheilt hat. 
Durch eine einfache Combination der Gleichungen (16) und 

(17, 6) 

(n +1) P"t (a) —(2n-+1) a P"(x)-+-n P (2)= 0, 

(n +1)0"*'(y)—(2n+-1)y 0") +20" “(y) = 0, 
findet man mit Herrn Christoffel *), 


*) Borchardt, Journal f. Math. Bd. 55, 8.72. Herr Darboux macht im 
Liouville’schen Journal, 2. Band, 1876, darauf aufmerksam, dass die erwahnte 
Combination von Herrn Christoffel schon im Jahre 1858 angegeben wurde. 
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(n +1)(0"(Gy) P**@) — P*@)O"'(y)) 
= n(Q"'(y) P"(@) — P”"(@) 0" (y)) + Qn +1) @—y)P'(@) 0"); 
fiir n =O verwandelt sich diese Gleichung in 
(O°(y).P'@) — P°(@)Q'(y)) = 1+ @—y) P@) 0"). 

Hieraus ergiebt sich durch Summation nach » von »=0 an bis 
mu einem » von beliebiger Grésse 

(y—w) 3(2n-+1) P(x) 0") = 14+. @4+-D(P'@O"W)—O'WP""@). 
Fiir » =o wird das Glied, welches auf der Rechten zu 1 hinzu- 
tritt, Null. Setzt man nimlich «—y/a°—1 = € und y—yy*—1 =, 
so folgt aus den Gleichungen (28), wenn weder -/#/(&) noch -(m) 
gleich 1 ist, dass bei wachsendem » mit beliebiger Anndherung sei 


s ; n n n 
nP (2) QO (oe ; =: 
(Okara ca Cp) 
also Null, sobald .#n angebbar unter -//€ liegt. Wenn /§ =1, 
so modificirt sich der vorstehende Ausdruck, wie aus (28, c) her- 
vorgeht, zu 


nett sin (aE 2) 8+ 60s (m+ me 
y1— 7? ysin @ 
wird also gleichfalls Null, sobald . <1, d.i. wenn -//7 kleiner 
als .#& genommen ist. 

1. Anmerk. Neben die Entwickelung von 1:(y—2) in eine 
geometrische Reihe, welche in dem Kreise .-#(x) < -#/(y) conver- 
girt, und die hier vorliegenden nach Kugelfunctionen, welche in 
der Ellipse M&>-&y convergent ist, kann man eine andere 
stellen, die gleichfalls im Innern derselben Ellipse giiltig ist. Man hat 

Wyle iol 1 

yoe lone Sian 
Sobald -#n < -#& lassen sich die Ausdriicke auf der Rechten 
nach aufsteigenden Potenzen von 7§ und n§— entwickeln, und man 
erhalt 


—1. 


= + Syn + E-9) 
ja ie ee a ria 
eine Reihe, die nach auf- und absteigenden Potenzen von & ge- 
ordnet ist. Setzt man 2 = cos0, es mége @ reell oder imaginar 
sein, so findet man daher in der Ellipse die Entwickelung nach 
Cosinus der Vielfachen 
1 1 


= ay} Bos 1. 
y— cos0 Gacgliadl = Vy =1) cos). 
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Um auch eine Entwickelung nach 7 zu erhalten, verwandelt 
man auch 1:(1—~»’) in eine Reihe und sammelt die Factoren einer 
bestimmten Potenz von 7, z. B. der n-+1"". Diese sind 

BCE + E*) + 2(EP 4 EMI) 4 EAL Et) fa, 
wenn die letzte Parenthese, je nachdem » ungerade oder gerade 
ist, §'+ €-1 oder 1 enthalt. Summirt man diese geometrische Reihe 
und setzt wieder 2 = cos, so entsteht 
1 9% NES aes 

y—cosd ro «=: SN 
eine Entwickelung nach Differentialquotienten der Gréssen cosné, 
genommen nach cosé. 

Im letzten Theile wird die Bedeutung dieser Formeln in Bezug 
auf die Entwickelung (11) deutlicher hervortreten, indem dort § 124 
cosnd, sein Differentialquotient nach cos 0 und P” als Functionen der- 
selben Art, der Ordnung 1, 3 und 2 auftreten. 

2. Anmerk. Herr Carl Neumann bringt die Entwickelung 
(11) von 1:y—a mit eimem bekannten Satze von Cauchy in 
Verbindung. Bezeichnet f(y) eine Function, welche fiir alle Punkte 
einer Ellipse an deren Begrenzung -M(y-+-y/y’—1) constant ist, 
continuirlich bleibt, so findet man aus (11) 


gts at WAL eee 2 Wee n 
Din fla) = [Fy y= TCH DPC) [FDO Wy, 
wenn man die Integration iiber den Rand der Ellipse erstreckt, 


so dass der Satz entsteht: Fiir alle Punkte im Innern der Ellipse 
kann man setzen 


fle) = 24,P"(w), an = — 4 ** i [fo way. 


Wendet man aber den Cauchy’schen Satz auf einen ringformigen 
ebenen Raum an, der durch zwei confocale Ellipsen mit dem Brenn- 
punkt +1 begrenzt wird, so findet man fiir den Werth einer in 
diesem Raume monodromen und monogenen Function f im Punkte 
2 des Raumes 


f@) = Zan P"(s)+ bn0"(), 
wenn gesetzt wird 


a, = — EBT 1/03) 0" @)as, 


DIG yin 


be = ae fie P"(2)ds 
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und die Integrationen vb und fh sich auf die aussere resp. die 


innere Begrenzung beziehen. Aehnliche Gleichungen erhalt man 
offenbar fiir die Darstellung von f durch obige Reihen, die nach 
Cosinus der Vielfachen von 6 oder den Differentialquotienten der- 
selben geordnet sind. 

Man bemerke noch die Formeln des Herrn Carl Neumann: 


fPOU®d=0 US”) 
2704 
= Qn +1 (u =»), 
wenn iiber die Peripherie einer Ellipse in positiver Richtung in- 
tegrirt wird; und 


[Por ed = [0° @0' Wd =0, 


es mégen m und m gleiche oder ungleiche ganze positive Zahlen sein. 


Viertes Kapitel. 
Zugeordnete Functionen. 


§ 46. Aus der Darstellung von P durch das Integral von 
Laplace folgt unmittelbar, dass die Function P’(x) der Mittel- 
werth von 

(«+ cos g.Va?—1)" 

zwischen » = 0 und g = 7 sei, d.i. das von  unabhangige Glied 
in der Entwickelung jener Potenz nach Cosinus der Vielfachen von 
gp. In Folge von (5, a) auf 5. 36 muss dasselbe, wenn x positiv 
und zugleich nicht rein imaginar ist, auch fiir die Function 
gelten. Wahrend wir bisher nur tiber das von ¢ unabhangige 
Glied handelten, werden jetzt die iibrigen Glieder der Entwicke- 
lung und zwar als zugeordnete Functionen erster Art ein- 
gefiihrt. 

Die Entwickelung der positiven x'*" Potenz des Binoms in 
eine trigonometrische Reihe finde ich *) mit Hiilfe der Transfor- 


*) Dissertatio inauguralis 1842; § 8. 
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mation 


a+ cosy.|a?—1 = Acie leene 2 =e? Vo?—1. 
Entwickelt man vermittelst des Taylor’schen Lehrsatzes nach 


Potenzen von 2, setzt auch zur Abkiirzung (#’—1)" = u, so entsteht 


———— 1 du xz dey a Ph 
Dr ; 4 ; We 2 4)\r — ail h. ace. ot — tes iees 
rah dcadeia-et doy TI(2n) da® 
yok qd} u Ban 


| Ties) da” ae Toy" 
Bei den untereinander stehenden v'*" Gliedern (0 << » = x), welche, 
wenn man fiir 2 seinen Werth einsetzt, sind 
(x?- a i i attyy a ee Cf marael 
II (n-+-v) da*”’ ‘ I(n—v) dx*-”? 
miissen der Factor von cosyp-+-isinyy im ersten und cosrm—isin vy 
im zweiten einander gleich werden, damit nicht der Cosinusreihe 
auf der Rechten noch eine Sinusreihe hinzutrete, welche mit g ibr 
Zeichen andert, wihrend die linke Seite bei dieser Vertauschung 
ungeandert bleibt. Man hat also einen neuen Beweis der Jacobi- 
schen Gleichung (f) auf S. 155 
1 a” (a?—1)" Wiget ual Cea p 
II (n—v) dat’ ~ T(n+v) dart” 
und ausserdem die lat TM RE AN, 
xv’ —1)” dt’ (a le 

(32) cv. 12" e+ cosp.Ve*—1)" = are - is. ) 
in der unter dem Summenzeichen » auch mit —» vertauscht 
werden kann. 

Eine zweite Form findet man dureh Einfiihrung von P” durch 
(3) auf der rechten Seite, namlich 


el’ Pp 


COSY, 


(Vax2—1)" a P*(a) 
Wi(m+yv) da 

Endlich kann man auch die ganze Function $8 des § 32 ein- 
fiihren. Dann nimmt die rechte Seite von (32) die beiden folgen- 
den Formen an 


1) 
(32, b)... HI(2n).5' Mic 5 a cose, 


xe: ee (x *—1)- oe v@p () 
oy) n—1 Y 
Gores. 2 Lin neo J? (x) da”. 


(32, a)... («+ cosq.V2’—1)* = 21In >" 


COS V@. 


*) Durch S’ bezeichne ich im Folgenden eine Summe nach y, in der von v=0 
an summirt, das Glied, welches » =O entspricht, aber halb genommen wird. 
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ed 


Die Formeln, welche den Zusammenhang der hier vorkommenden 
Stiicke geben, sind 


(a)... Ba) = cs — abe ne Z) fi P(x) dx”, 


CD id Cat) i IMa—») de*(e?—1y 


Oe TI(2n) ax? II(2n) dartya.9 
* n-+yv n-+-v—1 1 
()... = =i, Qe) = or F(— Z ame E 5) EN, = 


Qn pao = (a1) RB (a). 
Die Formel (a) setzt ein positives » voraus, welches aber von be- 
liebiger Grésse, auch grésser als m sein kann; in (6), (c), (@) 
darf » positiv oder negativ genommen werden, nicht aber  tiber- 
schreiten. 

$47. Es bleibt noch die Aufgabe iibrig, welche Jacobi ge- 
lost hat*), die —(m-+1)'© Potenz des Binoms in eine trigonometri- 
sche Reihe zu entwickeln. Statt einer solchen Potenz behandeln 
wir zunichst den Fall, dass der Exponent, der dann mit a be- 
zeichnet werden soll, weder eine positive noch negative ganze 
Zahl vorstellt, iibrigens beliebig ist. Die Modificationen, welche 
eintreten, wenn man schliesslich fiir « eine negative ganze Zahl 
setzt, werden zum Schluss betrachtet. Der letzte Fall allein ist 
fiir die Theorie der Kugelfunctionen von Wichtigkeit, wahrend der 
erste bei anderen Untersuchungen, z. B. iiber elliptisehe Intégrale, 
wo a = —34, Interesse darbietet. 

Bei dieser Untersuchung bezeichnet eine reelle 
Grésse, w eine Grésse mit positivem reellen Theile. 

Wie oben wird auch hier s eingefiihrt, und man erhalt 
(a)... (w+ cos. ya°—1)* = (22)-*[(@+5)—1]", @=e'%. fx?—1) 
Dieser Ausdruck lisst sich in eine nach auf- und absteigenden 
ganzen Potenzen von 2 geordnete Reihe entwickeln. 


Den Arbeiten von Cauchy verdankt man man den Satz von fundamen- 
taler Wichtigkeit, nach welchem jede Function emer Grisse z, welche synektisch 
(d. h. continuirlich, monodrom und monogen) in einem Kreise bleibt, der mit 
dem Radius @ um den Anfangspunkt 2 = 0 beschrieben ist, sich fiir alle 
Punkte im Kreise in eine nach Potenzen von &% aufsteigende Reihe entwickeln 
lisst. Bleibt ferner eine Function von % synektisch, so lange ./%(%) > b, so 
kann man sie in eine nach Potenzen von % absteigende Reihe entwickeln fiir 


*) Crelle, Journal f. M Bd. 26: Ueber die Entwickelung ete. S. 83. 
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alle Punkte z, die ausserhalb dieses Kreises liegen. Bleibt endlich die Function 
synektisch, so lange -//(%) zwischen a und B liegt, so lisst sie sich in diesem 
Falle nach auf- und absteigenden Potenzen von % entwickeln. 

Eine Entwickelung nach auf- oder absteigenden ganzen Potenzen von % 
kann bekanntlich nur auf eine Art geschehen. Dasselbe ist noch der Fall, 
wenn die Reihe auf- und absteigende Potenzen von % enthilt. Denn eine der- 
artige Reihe ist nur dann Null fiir alle Werthe von 3, deren Modulus zwischen 
a und 6 liegt, wenn alle Coefficienten Null sind. Setzt man zum Beweise 

5=o(cosp+isng), (a<e<b), 
so wird angenommen, dass von g = 0 his gm = 27 sei 
0 = 3(c, 0” + %, Q”)cosvp + S(c,e” —x, 0”) sin vg, 
also fiir jedes ganze v 
C0. 4-40. = 0, 16,0” — “0” = 0; 
hieraus folgt c, = 0, x, = 0. 
Um diese Sitze auf das vorliegende Binom anzuwenden, zerlegt man 


dasselbe in 
(@ +2+1)(@+s—1)s4. 

Dieses wird im Endlichen unendlich fiir z= 0, und verschwindet fiir 
= 1—2e und 2 => —1—vw. Da pp hier einen reellen Winkel bezeichnet, 
so wird 5 = MYVx?—A wnd liegt zwischen den Moduln MC(a—1) und 
M(x +1), von denen nach unserer Festsetzung tiber das Zeichen von a, der 
erstere der kleinere ist. Die Function, welche entwickelt werden soll, die 
a'e Potenz der obigen rationalen Function von z, kann demnach zwischen zwei 
Kreisen mit den Radien a = -/(a@—1), b = (a +1) nicht verschwinden, 
ist auch monodrom, obgleich der Zihler und der Nenner im Kreise mit dem 


Radius @ je einmal verschwinden, da alog(a-+-s—1) und —alogz bei 
einer Umkreisung des Nullpunktes im Kreisrmge, um 2a@707 resp. —2a7bt 
wachsen. 


Man kann demnach setzen: 
()... [@+s)—1} = Qs" Sen”. 


Dividirt man (6) durch 2* und setzt fiir » seinen Werth aus (a), 
so miissen die Glieder auf der Rechten, welche Sinus der Viel- 
fachen von @ enthalten, fortfallen, woraus sich ergiebt 

OP RIe FI a are 
Ferner ist c, offenbar das von gm unabhangige Glied in der Ent- 
wickelung der «*" Potenz von «+ cosg.y2’—1. Bezeichnet man 
dasselbe mit P*(#), so hat man zunachst 


CO Sid ihe: + cosp. ya’°—1)*dg. 


Die Methode von Jacobi zur Bestimmung der c,, welche Con- 
stante in Bezug auf s aber Functionen von @ sind, beruht darauf, 
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dass der Ausdruck auf der Linken, also auch auf der Rechten 
von (b) eine Function von w-+2 ist, daher »mal nach « differen- 
tiirt dasselbe giebt wie »mal nach = differentiirt. Setzt man darauf 
in den rechten Seiten, welche so entstanden sind, die Faktoren der 
a" Potenz von s einander gleich, so findet man fiir ein positives » 


(@)... S% =@4@+2)...@+9)o, 


Es sind also die tae c der Reihe (6) bekannt und man 
erhalt die Gleichung (82, d) 
(Va?—1)y dd’ P*(@) 


(c-+ cos@. Vo°—1)" = 21a eM: II(a +) da” 


Diese Gleichung, welche (32, a) vollkommen entspricht, lasst 


cosy. 


sich auch auf eine Form wie (32, 6) bringen, wo Py eine hyper- 
geometrische Reihe ist, wie auf S. 202 unter (c), vorausgesetzt, 
dass .//(@) > 1. Es besteht auch eine solche Beziehung zwischen 
B, und %_, wie in (d) auf S. 202, was aus der Bemerkung ein- 
leuchten wird, die S. 155 itiber den Zusammenhang der dort ge- 
gebenen Gleichungen mit einer allgemeinen von Euler herriihren- 
den gemacht wurde. 

Die Differentialquotienten von P* in (32, d) lassen sich in ahn- 
licher Art dureh Integrale von P* ausdriicken, wie es in (32, ¢) 
fiir «=n geschah. Da namlich in den oben durch Differentiation 
nach x und 2 gefundenen Ausdriicken auch die Coefficienten von 
2*—” einander gleich sind, so wird 

Gee. Whaat len aS 
und dies giebt 
(9)... M(e—»).c_, = He [P(@)dz’, 
al 
womit man noch (c) zu verbinden hat. Jede Integration muss von 
x =1 an ausgefiihrt werden, weil c_1, c_2, ete. fiir 2=1 ver- 
schwinden. Man erhalt demnach 


(39, cs Gh ecodp. fer = Ong ee a, Pn) da’. 
1 


II(a—) 
Durch Verbindung von (g) mit (e) entsteht 
@ ly &PO@ a 


eles II(@ +- v) da” er /P% ate 


Wir gehen nun auf den Anfang dieses nee zurtick, 
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zu dem Falle, dass a eine negative ganze Zahl —n—1 vor- 
stellt. Dann wird nach (d) 
CO ioe 05 a = Ee 

Die Formel (c) behalt ihre Giiltigkeit, jedoch (e) und daher auch 
(h) nur so lange als yn. Die letzteren waren naimlich unter der 
Voraussetzung entwickelt, dass die »fache Differentiation von z*+” 
auf z* fiihrt; dies geschieht aber nicht mehr, wenn a +-» eine ganze 
positive Zahl wird, die unter y liegt, was in unserem Falle, wo 
a= —n-—1, eintritt, sobald »>>n. Dagegen bleiben die Formeln 
(f), (g) und (82, e) noch bestehen, wenn man in dieselben statt 
der II mit negativem Argument die mit positivem einfiihrt oder 
wenn man —n—1 sogleich in (f) statt « setzt, wodurch die linke 
Seite sich in 


(—1)’.(n4+1)(n +2)...(m4-) 6, | 
verwandelt. Man hat also in den beiden Hauptfillen, dass 
a eine ganze positive Zahl m oder eine ganze negative 
Zahl —n—1 ist, die Gleichung (82, c) auf S. 201 resp. 


(32, f) ... Ln.(@+cosp. ¥x*—1) 
= 2 >" (—ya*—1)-” cosrp. I(n +- ») [P@) aoe 
1 


Die verschiedenen Gleichungen (32) enthalten eine Anzahl von Formeln, 
deren Zusammenhang aus $$ 34—33 bekannt ist, fiir die Coefficienten von 
cosy in der Entwickelung der me? und — (m-+-1)'*" Potenz des Binoms. 
Die soeben hervorgehobenen Hauptformeln (32, c) und (32, f) zeigen, dass 
beide Reihen, abgesehen von Constanten, gleiche Coefficienten besitzen so lange 
y = 1; sobald » >, verschwinden die Coefficienten der ersten Reihe, wih- 
rend die der zweiten dieselbe Form wie die vorhergehenden bewahren. 

Die Gleichungen (e) und (2) kann man in dem Falle @ = ~—m—1 durch 
andere ersetzen, welche da gelten, wo die ersteren aufhdren zu bestehen, 
namlich wenn » >. Zunichst enthimmt man der Gleich. (f) in diesem 
Falle, fir » = —n —41, 


Hey), (n) 
Co» = — J iP (aw dv" *!" 
IIn , 


Aus (c) gewinnt man darauf c,41. Durch y fache Differentiation von (6), 
einmal nach 2 und das andere Mal nach z, erhalt man 
d” C41 
da’ 
Diese Gleichung, mit (g) verbunden, giebt die Formel, welche (h) entspricht; 
sie ist keine andere als die Gleichung (g) auf S. 155. 


= Wy .Cn4y41 =p: (a*—1)- at alas Clea: 
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Die im Vorhergehenden auftretenden Verbindungen von den 
Functionen $$ mit Potenzen von Ya*—1 kommen im Folgenden 
hiufig vor. Wir setzen deshalb 
(33)... (P= DT PO) = (Vo —=1)" PO) = PM) = Pa) 
und nennen P;(x) eine zugeordnete Function erster Art. 
Wenn diese Einfiihrung hier zunadchst aus einem Grunde der 
Zweckmissigkeit erfolgt, so zeigt sich spdter, dass sie eine sach- 
gemisse sei, indem verwandte Functionen, in welchen wir dieselben 
Eigenschaften wiederfinden und die wir als Verallgemeinerung der 
hier auftretenden ansehen (m. vergl. den III. Theil), wenn man sie 
specialisirt, sich gerade in das Produkt der Function % und der 
Potenz von 7a*—1 verwandeln. Die Quadratwurzel kann mit dem 
Zeichen von # genommen werden, wenn in einem speciellen Falle 
nicht- anders bestimmt wird. Jede Willkiir bei der Bestimmung 
des Zeichens lisst sich ausschliessen, wenn man die eingeftihrten 
Funetionen nicht von «#, sondern von & abhingig macht, wo 


wiederum §+ §-!'= 2a, ete. Nach Einfiihrung des Zugeordneten 
verwandeln sich die Gleichungen 32, ¢ und f in die folgenden 
POMC) 


(33, a)... 2°-!(@+ cosp.f2?—1" = TI(2n)..' cosy, 


(n+ v) W(n—v) 


(33,6)... 2” In TIn(e+ cos. Vx? —1)-"-' = Tn) S"(-1y P(a)eosrq, 
12. Shia toto) 
1.3.5...(2n—1) 


Eapeanetond PAO = (@®—1)- [| P(e) da’. 

1 
Vorstehender Ausdruck fiir PY ist fiir jeden ganzen positiven Werth 
yon » und y= 0 giiltig; fiir negative ganze » wird diese Function 
durch (33) bestimmt. Aus dem I. und IV. Satze im § 31 und 32 
ist ersichtlich, dass man in Folge der Wahl der Constanten hat 

we" Pee Lr oo: 
Man vergl. die Zusammenstellung der Formeln a—d am Schlusse 
des § 46. 

Aus den Gleichungen (33) erhalt man den Ausdruck der Zu- 
geordneten durch Integrale, welche dem Integrale von Laplace 
entsprechen, indem man den Satz tiber die Bestimmung der Coeffi- 
cienten in trigonometrischen Reihen anwendet. Man erhalt da- 
durch (33, d) 
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nr) on Un+v)Hn—y i == 
i ail Oe) Vem z: TI@n) rhe (a + cos. Va—1)"cosrpdp 
= (—1y2" IInIIn [7% cosvypdp 


HQn)4 (a+ cosp.~a°—1)y+1’ 
so lange die ganze Zahl »y<n und @ einen positiven 
reellen Theil besitzt. Ist »>n, so gilt zwar nicht mehr 
die Doppelgleichung, aber das erste Glied bleibt gleich 
dem dritten. Ist @ beliebig und »< 7, so wird das erste Glied 
noch gleich dem zweiten. 

Specielle Falle. Setzt man 2=1, so wird 


PG) 1 P= ed) — Sew Edy 0G 0) 


An n IIn (n+ v) 

) ih = O fe =v ee ne 

Pil) py) =e Thy Tn) 

Die letzte Formel leitet man mit Hiilfe der Gleichung (a = #) 


~ a Ic 
wi cosagp cos Bpdp = o.75 IT3(o + 8) IT3(a — 8) 


0 
ab, indem man das dritte, eventuell zweite Glied von (83, d) nach 
dem binomischen Lehrsatze entwickelt und in dem Gliede, welches 
(@’—1)-*” zum Faktor hat, 2 gleich 1 setzt. Ferner findet man 
fiir zc =0, n =v leicht aus (33, d), erstens, wenn 2 —» gerade ist, 
1.3...n+v7—1). 1.3...(n—y—1) 

1.3.5...(2n —1) 

und Null, wenn »—~y ungerade ist. Dann wird zugleich 

iy F 1.3...(n4+ 7). 1.3...(n—y 
pS OS eis . 
Sobald aber »>7, verschwindet die Zugeordnete nicht mehr fiir 
x = 0; man hat vielmehr 

' , v—ntl)(v—n+3)...v+n—1 
$B; (0) = (1) ( eS at thes ’ (vy > n) 

gleichviel ob m+» gerade oder ungerade ist. Man findet dieses 
unmittelbar aus dem Ausdruck von $$ auf S. 152, welcher dort den 
II. Satz schliesst. 


Fiir die Zugeordnete habe ich den Buchstaben P mit zwei Indices nach 
Gauss *) gewahlt, der ihn fiir den bei ihm einzig vorkommenden Fall ge- 


te Near 


*) Resultate aus den Beobachtungen des magnetischen Vereins im Jahre 1838, 
Leipzig 1839: Allgemeine Theorie des Erdmagnetismus § 18, oder Gauss Werke, Bd. V. 
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braucht hat, dass yn. Um zur Abkiirzung in geeigneten Fallen den einen 
oder anderen Index fortlassen zu k6nnen, erlaubte ich mir, sie nicht neben- 
einander zu setzen, wie es urspriinglich nach Gauss geschah, sondern den 
einen zum obern, den andern zum untern Index zu machen. Da a hier nicht 
allein, wie bei Gauss, solche Werthe annimmt, die reell und kleiner als 1 sind, 


so war es mit Riicksicht auf das Vorzeichen von Ya’—41 in diesem Zusammen- 
hange geboten, hier P,, zu nennen, was bei Gauss (+2)"P”” sein wiirde. 
Herr F. Neumann (Konigsberg) bedient sich im 37. Bande des Crelle’schen 
Journals gleichfalls des Buchstaben P, nennt aber P,,, was bei uns 
yd’ P°(e) 
eae 
da’ 


sein wide. 


§ 48. In den Gleichungen 32 — 32, oder 33, a, welche sich 
auf den positiven Exponenten 2 beziehen, ist es ohne Zweifel ge- 
stattet, eine imaginaére Substitution in der Art vorzunehmen, dass 
sie ungeindert bleiben, wenn auch  irgend eine complexe Grisse 
vorstellt. Anders verhalt es sich, wie ich jetzt zeige, mit (32, d—f) 
und (33, 6), die sich auf einen Exponenten a oder auf —x—1 be- 
miehen. 

Die Entwickelung von (6) im § 47, S. 203, nach aufsteigenden 
und absteigenden ganzen Potenzen von sz, bleibt bestehen, so lange 
Ms awischen M(x+1) und /(#—1) liegt. Um diese Bedingung 
besser auszudriicken setze man fiir z seinen Werth, zugleich aber 
g--tu statt g, wenn g und uw nunmehr reelle Gréssen bezeichnen. 
Des kiirzeren Ausdrucks wegen sollen w und die complexe Zahl x 
positiv sein. Dann erhilt man als Bedingung dafiir, dass (6) noch 
besteht wenn 


die folgende Ungleichheit: 

M(e—-l) <e*M Vol < Ml (w+1). 
Hieraus folgt, dass, wie im vorigen Paragraphen, x einen posi- 
tiven reellen Theil besitzen muss. Wiire es rein imaginar, 
so wiirde nimlich /(«—1) nicht kleiner, sondern gleich .“(«+1) 
sein. Die vorige Ungleichheit, in die Form gebracht 


HM asic A ce my ett 


giebt die Bedingung 


u<tloghM eam 
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Wir erhalten also den 

I. Satz. Die unter 32,d—f und 33,b angegebenen 
Gleichungen bleiben bestehen, wenn man in denselben p 
mit m-tiw vertauscht, so lange 2 positiv ist und w unter 


tlog ones liegt. 


Ueberschreitet « diese Grenze, so lasst sich die linke Seite 
von (6) auf S. 203, fiir a = —(@-+1), als —(-+1)'* Potenz von 
(@+s—1 =(e+s41)@+s—D, 
bei dem oberen Zeichen von wu in z nach aufsteigenden, bei dem 
unteren nach absteigenden Potenzen von % entwickeln. Man findet 
also statt (6), indem man sich des Taylor’schen Lehrsatzes be- 

dient, bei Anwendung des oberen Zeichens 


) pa \ 7 (Oe \ed mo 2 a (x’—1) 4 
(a+ cos(p + iu). Vx°—1) (2s) ; a = 


Transformirt man die rechte Seite mit Hiilfe von (13) auf S. 81, 
so erhalt man als Erginzung des I. Satzes 
e+ 
p—1 


x 


II. Satz. Ist aber wu> log 4 und sind x und w 


positiv, so hat man 


(34)... (—1)"*1(@4+ cos (Gu — ¢). Vo? 1) 
2, = (a? — 1)” d” Q"(a) env uti), 
. Tn ,241 Wv—n—1) da’ 
Diese Gleichung lasst sich mit Hiilfe der Ausdriicke in den 
§§ 31—33 in ahnlicher Art umformen, wie es fiir die P geschah. 


Solche Beziehungen, wie dort abgeleitet wurden, findet man auch 
durch die Methode des vorigen Paragraphen. Hatte man namlich, statt nach 
dem Taylor’schen Lehrsatz zu entwickeln, die unteren Zeichen genommen, 
und daher gesetzt 


= Vor—1.e9 +4, 
darauf nach absteigenden Potenzen von % entwickelt, so ware entstanden 
[22(@ + yo—i .cos(@ — tu))]—"—! =[(e@ + s)*—1]-"" 
— ky zen —2 +- k, z—2n—3 ++ rae 


Die Differentiation zeigt, dass 


(—1)”.(2n + 2) (2n + 3)...(Qn+ y+4)k, = 


Da ferner diese Entwickelung noch gelten muss, wenn w= 0, so hat man 
ih cee 
Heine, Theorie der Kugelfunctionen. 2. Aufl. 14 


d”k, 


da’ 
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(2°—1)-"—! =_ k, gen? k, mn —3 toe. 


& eps (n+ 1)(n42)_ 
es ee a ae k= ee 


Ketone =U: 
Hieraus folgt, dass k, eine ganze Function »'®" Grades von der Form 
ky = an” -+a,0”~?+ 4,27 4+: 
ist, deren ye, y— 2", y—Aler, etc. Differentialquotient nach a sich fiir 
x = 0 in (—1)” I(2n-++y-+1) multiplicirt resp. mit 


1 n+41 1 (n +1) (m+ 2) 1 
WQn+1) (1 © A@n+3)) 1.2 TI(2n +5)’ 
verwandelt, dass also k, selbst die ganze Function wird 
II(QQn+ 7414 we 1 
ee ioe F(—¥», tT 32 a 
Die so entstehende Entwickelung 
(a + ey cos( gy — 4a )\—" "= or Dy Be—n— 1 (w?—1)—*” e~"@ +19) 


y=n+ 
muss mit (34) iibereinstimmen, und man erhalt daher zwischen der ganzen 
Function 4, und den Differentialquotienten von Q die Beziehung, auf welche 
oben hingedeutet wurde 


(eT UG RS py _2” Hn Ty 
; eh ahs are 


Die ganze Function k, ist niémlich wesentlich, d h. bis auf einen constanten 
Factor, das was im § 34, I. Satz mit Q,4,41 bezeichnet wurde, wahrend die 


linke Seite nach § 32, III. Satz, wesentlich mit Q”.,_,,_; iibereinstimmt. Die 
gefundene Gleichung ist daher keine andere als (a) im § 33, nimlich 


D(a) = (#’—1)’D", (a). 

Um die Resultate, welche in (33, b), dem I. und Ii. Satze 
dieses Paragraphen, entwickelt sind, zusammenzufassen, fiihre ich 
eine Function Q;(@) ein, welche Zugeordnete zweiter Art ge- 
nannt werden soll. Man hatte 8. 153 und 151 gesetzt 

4 , 1.3.5...22n+1). d’ Q"(@). 
we ee (n+) dx’? 


i mea O'(e) de”, (v<n), 


“ subiesy nt2—y 2n4+3 1 
1p ie 2 =) 79" as) D) ry? oF (v>n), 


OD; (#) = 


und setzt ferner 
(a? —1)-* OF (a), = = (7? 1)? Q%, (a) = aes (a) = ae (x ). 
Dann wird fiir ein vii nicht negatives w, welches 


unter + log M — bas 


i liegt, vorausgesetzt dass « positiy sei 
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(34, a)... (@+cos(p tin). ¥x?—1)-"4 


IT2n s 
= Sinn & (YN Pel). cosm (yp Lin), 


wenn aber ~> slog % ee und @ nicht negativ ist 


(34,6)... (w+ cos(p Fin). Va?—1) 
—2)rt1 , Mv+n i Lees Ds 
at pote 1) aS a je n- by Ue) ee 
Fiir « = 0 verwandelt (34, a) sich in die speciellere Gleich. (33, b) 
und giebt dann nichts neues. 
$49. Die beiden Gleichungen 34, a=t liefern zugleich das 
Resultat einer imagindren Substitution in den Integralen 
(33, d), deren Grenzen vorher von O und zw auf 0 und 27 gebracht 
werden. Das erste Integral, welches das Integral einer ganzen 
Function von cosy ist, erlaubt selbstverstindlich, dass man 
durch g+w-+iw ersetzt, ohne dass die Grenzen 0 und 27” der 
Integration nach g zu dndern waren. Aus den Gleichungen 
33,a—b und 34, a—b erhilt man, wenn man setzt 
(Bb) "fr = wt cosy — wt i). yo?—1. 
folgendes System von Gleichungen 35,a—e: 
1 2D 2” TI(2n) 


ee n a ‘Y ae 
200 J cos vp dep Tin») Wn—) | Py(a)cosvp+in), (vn); 
i He 1 ae 27” II(2n) _ pr : . <a 
2a Bo Be Mn+») 1(n—r) P,{x).sinv(priu), (vn); 


CY 7008 yg 2M 


2m rat, So te he, - P(x) cosy (pin), 
(Oi < flog M— = ae 
Cb " sin vp TI(2n) sn 
ae fate 8 = rare PC sine 
= ~ 1 
(0<u<4log.m 24%), 
1 * COSY 4 5 2m sin vp ae EES 
au ay d precia ch apa OP (u > plog ae 
= (yet pg TE) otlaye rer 


T1(2n+ 1) H(vy—n—1) 
wenn v > n; 
= 0, wenn v=. 


14 
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In den Fallen 35,c—d ist @ positiv zu-nehmen, im Falle (35, e) 
nicht negativ. 

Diese Gleichungen geben zum Theil den Inhalt des IV. Satzes 
im § 8 und die daran gekniipften Folgerungen wieder, zum Theil 
vervollstindigen sie ihn. Dies geschieht durch den Theil der 
Gleichung (35, e), welcher die Function Q auf der Rechten enthalt. 
Man hat hier néimlich nicht nur die Reduction auf die einfacheren 
Integrale, sondern auch den ausgefiihrten Werth der letzteren. 

Das System der Gleichungen.(35) gestattet auch, die Integrale 
mu ermitteln, in welchen statt des Ausdrucks r die Grésse 

R = A—Bcosg — Csing 

auftritt, und dadurch die Untersuchungen auf S. 35 im § 8, dessen 
Bezeichnungen wir hier beibehalten, weiter zu fiihren. Wir stellen 
das Resultat der Uebertragung von r auf R, zugleich mit den Fest- 
setzungen, zu folgender Tabelle zusammen. 


A— Beoosy— Csing = R; vy positiv und ganz. 
A=a+a1, B=S+if,, C=y+in. 


: A 
Jy A baa 0 SS SD + oati 
BY Bi oT (ma Tas: a; « nicht negativ. 
oe ar pas —n IT (: A2— Be C2)"t” 
Ir ( : ) R"(cosvptisinve)dp= agile WA Eh, c*) B(x). 
Qn II(n+v)IT(n—v) (Bic) 4 


0 
Il. Wenn (@f,—«,8)?+ (ey,— my)? > (87,— Bi y)?, 
1 Qn cosyvg tisin yp ke 2—n IT (2n) GV 2 aBi= CRyy-t) 
is st Pra 


Ta peti TInTIn (Byidy 


I. Wenn (e@f;— Be)?+ (ei — ym)? < (By — vB), 
"A 4 : Oi as 
a a dp = ae shall dip 
1 Rrtt 7 Retr 


0 0 
W(n+y) (B+icy 
H(2n+-1)H—n—}) (42 BC" 


ss TST 8s gee) ee 
DA) S395) Ont) sO 
i 


Py (2). 


= (—2)eH1 


Qt , (2) 


» 1:3.5-+.(2n-+)) d” Q” (x) | 
1.2.3,..(n+y) dav 
Pye) = (—-1)* 1p @=P",@; B@) =@-1t/S4,@ = Qt. 


Q" , (7) =(—) 


Wenn (af, i Ba,)’-+ (ay, jada ay)” = (By, as, 78,)", so haben die 
Integrale unter I. und III, keinen Werth, mit Ausnahme des Falles 
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dass A, B, C sich zu einander wie drei reelle Zahlen verhalten, 
und zugleich .(B’+C’) unter .#/A’ liegt. Sind diese Bedingungen 
erfiillt, so gilt noch die Gleichung unter II. Die Resultate im spe- 
ciellen Falle » = 0 wurden bereits im III. Satz des § 8 angegeben. 

§ 50. Die Formel (83, d) auf 8. 207, welche den Zusammen- 
hang der beiden Integrale zeigt, die P; vorstellen, riihrt in dieser 
Form von Jacobi her, ist aber schon*) in einer von Euler ge- 
fundenen Gleichung enthalten. Der Zusammenhang der beiden In- 
tegrale, welche diese Gleichung verbindet, hat Euler an verschie- 
denen Stellen beschaftigt. Er behandelt im 6. Kapitel der Insti- 
tutiones calculi integralis, Sectio I., Vol. 1, No. 290 zunichst die 
Beziehung zwischen den von @ freien Gliedern in der Entwicke- 
lung der beiden Ausdriicke (1-+-ncosq)” und (1-+-ncosgp)-”—! nach 
trigonometrischen Reihen. Diese fallen allerdings nicht so einfach 
aus wie bei der hier behandelten Form, in der 1+ ncos@ durch 
x+cosg.Va*—1 ersetzt wurde, da die Symmetrie in Bezug auf « 
und 2, welche oben in der Form (#-+%)’—1 sich zeigte, die Unter- 
suchung wesentlich vereinfacht. Indem Euler die von @ freien 
Glieder betrachtet, beweist er unsere Formel (33, d) fiir den Fall, 
dass in derselben » = 0 gesetzt wird, also die Gleichung (6). Im 
vierten Supplement zum fiinften Kapitel, im 4. Bande der Integral- 
rechnung, § 21—§ 112, giebt er das von ihm errathene Theorema 
maxime memorabile cirea formulam integralem 

coshgdp Ls p=) ] 
(1+ a’—2acosp)"*1 Lad g = 180°)’ 

nach welchem dies Integral einfach mit dem Integrale 


fd+e- 2acos@)”coshy dp 

0 
verbunden ist; erst im § 83 geht er an den Beweis dieses theore- 
matis insignis per conjecturam eruti. Dass dies Integral sich nur 
unwesentlich von unserer.Form P; unterscheidet, lehrt der Augen- 
schein. Legendre beweist den Satz in den Exercices, T. 1., p. 376; 
m. vergl. auch T. II, p. 274 und Traité des fonctions elliptiques 
T. II, Appendice, Section premiére. Endlich hat Jacobi in der 
schon erwahnten Abhandlung Formula transformationis ete., im 


*) Crelle, Journal f. Math. Bd. 26, § 2, 8.85. M. vergl. die Bemerkung 
unter dem Text der S. 36, 
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15. Bande des Crelle’schen Journals §.9, einen sehr einfachen 
Beweis der Euler’schen und damit auch unserer Gleichung (33, d) 
geliefert, der zum Zwecke einer spiteren Uebertragung auf die 
Functionen zweiter Art hier im wesentlichen reproducirt werden soll. 

Die Entwickelung der n'*™ Potenz von #+cosy./2?—1, wie 
sie in (32) und den folgenden Formeln vorliegt, findet sich, wie 
schon bemerkt wurde, in meiner Inaugural-Dissertation (Berlin, 
30. April 1842); die Entwickelung der —(m+1)'" Potenz, also die 
Gleichung (32, f) ist von Jacobi gefunden, dessen Arbeit im 
26. Bande des Crelle’schen Journal das Datum 29. Mai 1843 tragt. 
Indem ich die Daten der Publikation zusammenstelle, bemerke ich, 
dass diese Abhandlung von Jacobi, welche die Entwickelung der 
nen Potenz gleichfalls enthalt, urspriinglich einen Theil eines alteren, 
ziemlich umfangreichen und inhaltreichen Manuscripts bildete, in 
welchem u. a. auch das Integral von Herrn F. Neumann, § 28, 
Gleichung (21) vorkommt. Auf der Grundlage dieses Manuseripts 
ist die Abhandlung iiber die hypergeometrische Reihe entstanden, 
welche aus Jacobi’s Nachlass herausgegeben wurde *). Die Ent- 
wickelung der —(n--1)'*" Potenz fiir den Fall eines imaginaren g, 
welche in den Formeln (34) enthalten ist, und die daraus gezogenen 
Resultate kommen zuerst im Handbuche vor. Die Resultate, welche 
in der Tafel auf S. 212 unter IL. und II]. zusammengestellt wurden, 
hat Jacobi fiir n=O gefunden, und, meist indem er a, =0 setzte, 
im 32. Bande des Crelle’schen Journals S. 8—13 mitgetheilt. 

Wir kommen nun zum vorerwihnten, einem direkten Beweise 
der Formel (83, d) von Jacobi. Es sei « wiederum eine beliebige 
Zahl, » eine ganze positive; ist im speciellen Falle auch e@ eine 
ganze Zahl, so muss im Folgenden »=.#/a@ genommen werden. 
Wiederum ist fiir # eine positive und nicht rein imaginire Zahl 
zu nehmen. 

Jacobi ersetzt sinvp durch einen »'*” Differentialquotienten 
vermittelst der Formel (3, a) auf S. 21, wodureh man erhalt, wenn 
cosm = % gesetzt wird 

= Se AMIE D Oe 
Ces : ds” ack 
Man hat demnach die Gleichung 


cos vp = 


*) Borchardt, Journal f. Math. Bd. 56, S. 149 --165, 
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1 se aa 
I (2+ cos. Vx>—1)*cos vg dp 


1 phon 
CN af ery a 


integrirt man auf der Rechten » mal durch ae so verwandelt 

sie sich in 

a(a—1).. (a—y +), is he we Nein 
ere ee, 


Setzt man wieder cos@ statt muriiek, so findet man daher 


BD, yin ae (c+ cos. Vx’°—1)*cosrg do 
0 


AAG CE De rarer am ih psciseonite, i) 

On 1). (Va MY (x + cos p.ya°—1)*-’sin” pdg. 
Nach $10, S. 41 lasst das Integral auf der rechten Seite, wenn 
wie hier «x einen positiven reellen Theil besitzt, sich durch die 
Substitution 


acosg -+-Va?—1 
a2 +cosp.Va°—1 
transformiren. Aus der so entstehenden Gleichung 
(85-9) <4 vA («+ cos. Vx?—1)* cosypdp 
0 

i is .(a—v-+1) sin?” » dy 

n ..(2v 1) (w+ cosy. Va?—1erre) 
erhalt man dureh fron von "(85, f), wenn man dort a mit 
—a—1 vertauscht, 


ESR) ose dy “Fieey = oh (x + cosy. yx?—1)* cosyg dp 


eI os yf" __ cosvepdgp 
PAMIT2E) , («+ cos. Va*—1)+! 
eine Gleichung, die fiir a= mit (33,d) iibereinstimmt, 
und zwar ist jede der beiden Seiten gleich = 272-"P; (a). 

Setzt man —n—1 statt @ in (35, f) ein, so erhalt man durch 
Vermittelung von (33, d) fiir jeden ganzen positiven Werth 
von vy und ein « mit positivem caren Theile 
ais A — onsy Ln Ty n+) sin?” pd 
eee ee 11(2n) TIQ2r) ) (a+cosp.V2?— fyetett 


cosy = 
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Dieselbe Methode lasst sich offenbar auf Integrale anwenden, die zwischen 
heliebigen Grenzen, nicht zwischen 0 und 7, genommen werden. Man findet 
z. B., dass die linke und rechte Seite von (35, f), wenn man die obere 
Grenze 7¢ mit einer beliebigen gp vertauscht, sich nur um Grossen unter- 
scheiden, die vor das Integral treten und keine héhere Transcendente als 
trigonometrische Ausdriicke enthalten. Aehnlich verhalt es sich mit den Glei- 
chungen, welche nach Einfiihrung von 7 statt @ entstanden sind, man hat 


aber darauf zu achten, dass aus a+ cosp. Va°—1 bei dieser Hinfiihrung 


x —cosn.Va°—1 entsteht; oben, wo die Grenzen 0 und zw sind, konnte 
— cosy sofort mit cos7 vertauscht werden. 


 § 51. Die Differentialgleichung, welcher die Zugeordneten Py 
und Q? geniigen, trat schon am Schlusse des § 30 auf; sie ist 
(36)... da’) @’y—2a(1—a’) dy dx + [n(n+1) A —ax’)—»*|y da’ =0, 
und ihr allgemeines Integral 

y = aPy (x) +b0;(@). 

Man wurde dort auf sie gefiihrt, indem man von den Integralen 
zweier Differentialgleichungen zu ihnen hinaufstieg, namlich 
von (23) fiir 2 und (23, a) fiir z,. Die allgemeinen Integrale 
derselben, néimlich 


©) = aB™ + 0Q© 

ay = aBy + by? 
geben, das erste mit (7’—1)” multiplicirt, das zweite dadurch divi- 
dirt, das allgemeine Integral y. 

Urspriinglich fiihrten aber physikalische Untersuchungen 
iiber die Kugel ganz direkt zu der Differentialgleichung 
fiir y, die bei Laplace erscheint, und von der ein Integral, unser 
P;, fiir ein solehes Argument «x auftritt, welches reell und kleiner 
als 1 ist, wahrend die zweite Lisung, Q? bei dem Potential des 
Rotationsellipsoides, daher zuerst in meiner Arbeit im 26. Bande 
des Crelle’schen Journals vorkommt. 

Wie die Gleichung (8) im §12, so kommt auch (36) mehrfach 
in anderen Formen vor, die durch Einfiihrung neuer Verinder- 
lichen entstehen. Setzt man # = cos@, so geht (36) tiber in 


2 vy” 2 
(a)... a@y+ seed hae (n(n +1)— ay yao ==10, 
durch die Substitution @ = ya#’—1 in 
2) 72 1+ 20° ; 
(6)... +-0%)d’y+ “TE dyde— (n(n +1) + ta ude’ =, 


Ferner stellen wir die Gleich. fiir ©) und z, auf S. 148 mit denen 
zusammen, welche aus ihnen entstehen, wenn man fiir 2 einfihrt 
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a = cos0, 9 = ya*—1, v= 4(1—2), endlich & durch die Sub- 
stitution 
E=e-Ye1, WHEE, Bye —1=F-£ 
Diese Gleichungen sind 
(a)... (l—a’) d’s, +2(v—L ads, dw + (n+7)(n—v+1)z, dx’? = 0, 
(6)... d°z, — (Qv—1) cotg@ dz, dé + (n+ y)(n— v+1)s,d0" = 0, 
Ges 0p ae aes eee dzdo 
+ (0 4+-n)(v—n-+1) 5, de? = 0, 
(0d)... vo l—v)d’s,—(v~—1) (1— 20) dz, dv + (n+v)(n—v+1)s, dv’? = 0. 
(e)... PA—&)d’s, + 2§ (y+ (v—1) 8) dadé 
—(n—v+1)(m+ v)A—&)s, d? = 0. 
Das System der Gleichungen fiir s©) entsteht aus diesen durch 
Vertauschung von » mit —», so dass z. B. aus (a) die Gleichung 
erhalten wird 
» (L—a@) 02 —- Av + Dada dx + (n— v)(n + v9 +1) da’? = 0. 
Nach der Methode des § 26 findet man aus einem partikularen 
Integrale dieser Gleichungen ein zweites; so erhalt man aus der 
Lésung z, = %;(x) von (a) eine zweite 
sof CD 
(B@))* 
woran sich ahnliche Sehltisse iiber den Gang dieser Function 
kniipfen, wie im § 26. Diese Ausfiihrungen iibergehen wir, und 
handeln von der Integration der vorstehenden Gleichungen durch 
Reihen, wobei nur solche Reihen ausgewihlt werden, die bisher 
bei einer Untersuchung Anwendung fanden. 
1) Entwickelung nach Potenzen von x. Man findet, 
wenn vy< x2. 


‘i n+yv n+v—1 2n—1 - 1 
sBicoysiartio (EE yee ST ae SO oe) 


und fiir jedes » 


D(a) = orp 2” a 


nmt+2—y 2n+3 =) 
2 : a 
Wenn »=—n, so wird, wie man aus dem II. Satze des § 31 ersieht, 
Zy nicht mehr die erstere Reihe sondern eine lineare Verbindung 
beider. So lange vn, convergirt die zweite Reihe nur unter 
der Voraussetzung “x= 1, so dass hier tiber den Werth von 9 


im Querschnitt besondere Festsetzungen nicht erforderlich sind; 
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wenn aber »>n, so ist Q eine ganze Function von 2, welches 
also in den Querschnitt treten kann, ohne dass diese ganze Function 
Q mehrwerthig wird. Was hier tiber die Werthe von $y fiir ein 
solches v gesagt wurde, welches grésser als n ist, gilt auch fiir 
das Folgende. Es wird dort also nicht jedes Mal wiederholt 
werden. 

Durch Vertauschung von » mit —» erhalt man die Reihen, 
welche gleich $",(v) und 9",(x) sind und der Differentialgleichung 
fiir 2” geniigen. 

Nach aufsteigenden Potenzen' von w lasst sich, so lange vn, 
die Function %$ umsetzen und wie S. 147 entwickeln; fiir »>>n sind 
die beiden obigen Reihen ganze Functionen von 2, also sowohl 
nach absteigenden als auch nach aufsteigenden Potenzen zu 
ordnen. - 

2) Entwickelung nach Potenzen von og. Man erhilt 
durch Integration von (y) folgende nach absteigenden Potenzen’ 
von @ geordneten Reihen: 


Be) =e" F(— 
rn on n+1—v n+1+v In+3 ee 
0, (#) = e~" tty F( me aa ; i ’ =, Q 2 


2 7 =9 


- _ 


n+ y n—y 2n—1 «3 
ae} 5 MIRO 1%) or), Ces n), 


a 


Ueber die Vertauschung von » mit —» gilt dasselbe wie unter No. 1. 

Wahrend P(x) selbst und damit Pi(v) bei Legendre und 
Laplace in der Form einer Reihe, die nach Potenzen von a ge- 
ordnet ist, néimlich in der Form (2) auftritt, so kommt die Zu- 
geordnete P;, wo »>O0, bei Laplace*) zunichst als Reihe, die 
nach Potenzen von e@ geordnet ist, vor. Erst bei Legendre**) 
wird sie als Produkt von (a?—1)” in eine nach 2 geordnete Reihe 
dargestellt. Dort erwihnt Legendre S. 432 auch einen Irthum 
von Laplace, der nicht alle Zugeordneten erster Art in die Be- 
trachtung gezogen habe, sondern nur die, fiir welche »—» gerade 
ist. — Das was sich auf die Q bezieht habe ich hier hinzugefiigt. 

Nach aufsteigenden Potenzen von g kann man, so lange 
yn, nur §, nicht aber Q entwickeln, weil diese Function fiir 
o = 0 logarithmisch unendlich wird. Die erste von den beiden 


*) Memoiren der Pariser Akademie von 1782, S, 141. 
**) Memoiren von 1789: Suite des recherches sur la figure des planttes. 
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Lésungen, nimlich $y, giebt fiir ein gerades n—», eine ganze 
Function, kann also nicht nur nach absteigenden sondern auch 
nach aufsteigenden Potenzen von @ geordnet werden. Fiir 
ein ungerades »—~» wiirde man eine nicht geschlossene Potenzreihe 
erhalten. Da aber durch die schon erwihnte Euler’sche Trans- 
formationsformel fiir die hypergeometrischen Reihen 
F(a, 8, 7,2) = (1—a)r-*-P Fly —a,7—B8B, 7, &) 
die erste Lésung die Form annimmt 


ane n—v—1 _ an—t oe 
B@) = et” V1+ 0° aR = ac eo 2 ’ s—,—e*); 


“ 


so hat man auch in dem ‘eit eines ungeraden x—vy diesen ge- 
schlossenen Ausdruck, der sich daher sowohl nach absteigen- 
den als nach aufsteigenden Potenzen von @ und zwar, abgesehen 
von dem Faktor 1-0’, in eine geschlossene Potenzreihe ent- 
wickeln lasst. 

Ist »>n, so sind die beiden Loésungen, von denen die erstere 
allerdings dann nicht $) ist (s. 0.), ganze Functionen, oder doch, 
nimlich wie im vorigen Falle, abgesehen von dem Faktor 
Vi+ 0, ganze Functionen von g. Nach demselben Satze wie die 
erste lasst sich naémlich auch die zweite umgestalten, so dass man 
hat (fiir jede Grésse von 7) 

F 2 
D@)= ort fire (7S AE, Ee). 
Hier zeigt sich ein wesentlicher Unterschied zwischen 


den Funetionen P;, die, wie man aus (33) weiss, aus %) durch 
Division mit @” entstehen, wenn yn” von denen, bei wel- 
chen »>n. Die ersteren werden nimlich fiir @ =O Null oder 
bleiben wenigstens endlich, die letzteren aber werden, ebenso wie 
die Q;,, fiir 9 =O unendlich. M. vergl. § 77. 
3) Entwickelung nach Potenzen von & Die Integration 
von (e) giebt fiir x, die beiden Lésungen 
(28) FG, — bs ¥,— "7 3,8), 
(2&)+1-+ FG. — », n+1—y, n+ §, &). 
Die erste von ihnen ist gleich 27(v) so lange »=n; die zweite 
wird gleich 9}(a) zu setzen sein, so lange #§<1. Wenn M&=1, 
convergiren diese Reihen noch. Fiir O(@) hat man im Gnae 
schnitt aber zu setzen 
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2%) = Di(w+ 0.4) + Qe 0.1), 
eine Bestimmung, die allerdings fiir den Fall »>~n iiber- 
fliissig ist, da in diesem Falle die zweite Lisung offenbar nach 
E eine Reihe giebt, welche sich durch Vertauschung von € mit ead 
nicht andert, was man auch erwarten musste, da Q; nach dem 
I. Satze im § 31 eine ganze Function von 2 ist. 

Fiir 2 =cos@ entsteht die Reihe, welche man mit (a) auf 
S. 17 vergleichen mag, 


Zr (e086) = cos(n-+9)0-+ CED cos (n+ 9—2)0 + 


die Reihe so weit fortgesetzt, bis sie von selbst abbricht*). 

Da die Vertauschung von » mit —» in den Reihen fiir $, und 
Q, die Functionen $_, und O_, giebt, so erhalt man z. B. 
(w?—1)”(28)"-"F +9, —n,3— 0,2) =(28)” "FG—Y, —n—9,4—, 6) 
und eine ahnliche Gleichheit fiir 9. 


Fiir den Fall~eines geraden »—y hat Hansen**) diese Reihe, welche 
nach Cosinus der Vielfachen fortschreitet, angegeben; man wird bemerken, dass 
bei ihm fm, wu), wenn B mit 4—O vertauscht und 2u = n — yr gesetzt 
ist, bis auf einen constanten Faktor mit unserer Reihe iibereinstimmt. Die 
Coefficienten von den Cosinus der Vielfachen des Bogens 6 méchten hier eine 
etwas einfachere Form hesitzen als an jener Stelle. 

Die obigen Festsetzungen iiber 2) im Querschnitt stimmen durchaus mit 
den friiheren tiberein. Im § 32, III. Satz ist © fiir jede Grésse von vy, also 
auch wenn »y <n, aus Q” so definirt, dass man dasselbe differentiiren muss, 
selbstverstaindlich nach der Richtung des Querschnitts, wenn a im Querschnitte 
liegt, fiir den Q schon frither als 4Q(a-+ 0.4)-+4Q(a—0.1) definirt war. 
An derselben Stelle und im § 34, I. Satz, sowie im § 48 kommt 9 nur vor 
entweder als nach absteigenden Potenzen von x geordnete Reihe, die nur Be- 
deutung hat, wenn a > 1, d.h. nicht im Querschnitt oder wenn vy > n, 
dh. in dem Falle, in dem Q)(@-+-0.4) und Q(a— 0.1) einander gleich sind. 


*) Wahrend des Druckes erscheint das glanzende Resultat der Forschungen des 
Herrn Hermite iiber Lamé’s Differentialgleich. im 85. Bde der Comptes rendus. 
Der Anfang der Arbeit, No, 16 v. 15. October, welcher eine Uebersicht des Inhalts 
giebt, den allein ich bis jetzt in Hinden habe, lasst mich lebhaft ihr spates Er- 
scheinen bedauern, welches mir unméglich macht, sie fiir diese ,,Theorie der Kugel- 
functionen“ ganz zu verwerthen; ich werde auf dieselbe bei den ,,Anwendungen“ 
zuriickkommen, Mit Bezug auf die Arbeit des Herrn Hermite sei hier bemerkt, 
dass die obigen Reihen anch fiir beliebige Werthe von » noch Lésungen der Diffe- 
rentialgleichung geben, diese aber aufhéren, periodische Functionen yon 6 
mu sein. 

**) Abhandlungen der K. Saichsischen Gesellschaft der Wissenschaften zu Leipzig, 
Bd. IV.: Entwickelung der negativen und ungraden Potenzen der Quadratwurzel der 
Function r?+ 7/?— 2rr’ (cos Ucos U'+ sin Usin U'cosJ), S. 345, No. 41, 
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4) Entwickelung nach Potenzen von v. Entwickelt man 
sy nach aufsteigenden Potenzen von », so findet man die partiku- 
lare Lésung 

F(—n—v,n-+1—y, 1— », v), 
welche aber fiir solche ganze positive », die » nicht tiberschreiten, 
nicht anwendbar ist, weil die Nenner in der hypergeometrischen 
Reihe Null werden. Daneben erhalt man noch eine zweite, die 
%; wird, wenn man die Constante gehirig bestimmt, nimlich 


ce — 2)” II(n - 
BG) = ONMENOE vo” F(—n,n+1, v +1, v). 


Diese Darstellung von 8) zeichnet sich vor den friitheren dadureh 
aus, dass sie nicht nur fiir jedes 2 sondern auch fiir jedes ganze 
positive v, also auch noch wenn v>n, die Function darstellt. 
In der That hat man, in Uebereinstimmung mit (b) im § 5, fiir» =0 
P"(2) = F(—n,n+1, 1, 2). 

Hieraus bildet man 8 nach § 31, Il. Satz, indem man P” nach dx 
von 1 an oder nach —2dv von Null an im ganzen »mal integrirt 
und mit (n+ y):1.3...2n—1) multiplicirt, so dass man in der 
That den obigen Ausdruck fiir 23(@) erhalt, wenn 20 = 1~—~a2 ge- 
setzt wird. 

Um $",(v) zu erhalten, kann man in der ersten Lésung » 
mit —v vertauschen, wodurch entsteht 


de aaa 5 ont fe Be 


n,n+v-+1, 14+, v). 


An diese Reihen lassen sich die Formeln kniipfen, welche 
Legendre zur Entwickelung von 
EY cosvg dp 

. a (+ a—2acospy*! 
benutzte. Dividirt man in dem Integrale Zihler und Nenner durch 
(1— a’*)"+! und setazt 

1+a 2a 

Toe oa se 
so findet man nach (35, c) fiir jenes Integral 
Tritt fiir % sein Werth aus der obigen Formel ein, so wird fiir 
das Integral 


2929 I. Theil. Viertes Kapitel. $52,130 


is v r a’ 

He eaves F(—n,n+1,9+1, a os -) 
gefunden. Dies ist Legendre’s Formel*), welche Jacobi durch 
Anwendung des Ausdrucks (3, a) fiir sinv@ ableitet. Euler hat 
eine andere Reihe**) fiir dasselbe Integral benutzt (§ 50, S. 213), 

E z= fortschreitet, d. h. 
l+a x 
wenn man 2 = cos@ setzt, nach Potenzen von tang@, wahrend die 
unsrige nach Potenzen von sin’36. Diese Entwickelungen, von 
welchen man fiir »y = O bereits im §$ 5 Proben hatte, verfolgen wir 
nicht und iibergehen dhnliche, die sich als ganz besondere Falle 
der allgemeinen von Herrn Kummer ***) betrachteten Umformung 
der hypergeometrischen Reihe erweisen. 


finite 


die nach Potenzen von 


§ 52. Bisher war Q; nur in dem Falle durch ein bestimmtes 
Integral dargestellt, dass » =>, namlich durch (35, e). Um das 
Gleiche zu erreichen, wenn » < +1, verfahren wir wie im § 24, 
setzen nimlich die Reihen des $51, No.3 im Integrale um. Mit 
Hiilfe der Gleichung (6) des § 24 findet man zuniichst 

IT(n+4) 


Lh 
Sa De\n+y el) (ES aay tao fe & —n—v—l 
SU@=CD = pinesayd Ye 


wenn man darauf weiter wie im § 24 transformirt 
S 


T—}) 1@—v 
und schliesslich den gesuchten Ausdruck 
hi —1)” 1.3.5..(2n+1) s£” sin?” iu du 
Sox Daw) = ( a R ——— 
i ) ( ) M(n—yv) 1.3.5...2»—1) ‘ (a+ cosiu.ya?—1)"+7+! 


= (21) 1 0,(@) =@=1)7"D@, (“E<), Wx n+). 
Im Querschnitt «= cos@ ist fiir Q das arithmetische Mittel 
aus den beiden Werthen am Uferrande zu nehmen, also fiir das 
vorstehende bestimmte Integral die Hilfte von 
sin?” iw du sin?” iu du 


wD lee} 

31,0) feo rine 

(37, @) 4 (cosd-Fisin Deosiny rt TL (cos6—isindcosiu)"+”+! 
( 


mu setzen. Um festzustellen, wie sich beim Ueberschreiten des 
Querschnittes indert, beweist man, am bequemsten nach der Me- 


*) Exercices T. II (no, 25), § 172. 
**) Institutiones Calculi integralis Vol. IV. Suppl. ad T. 1, Cap. V, § 98. 
re) Crelle, Journ. f. Math. Bd. XV.: Ueber die hypergeometrische Reihe ete, 
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thode der 2. Anmerk. zu § 38, die Formel, welche hier der Glei- 

chung (19, d) entspricht, dass nimlich fiir eine beliebige Grésse 

des Modulus von «=a-+bi, unter den daselbst angegebenen Be- 

dingungen iiber die Zeichen, sei 

(37,-b) ... up Se. iE a! Ed ar 
(a+-cosiu.ya7—1)"+7+! 4 (w—cosinya?—1)"" +! 


0 


fe sin?” pd 


aly a a i 
rif (a—cosp.Va?—1)"+"+! 

Die rechte Seite lasst sich nach (35, ¢) unmittelbar durch $ aus- 
driicken und giebt 

Se om Ce cer uc: (1.3...2y—-D) gn 

+70: Diy (+6) Fe) -P_,, (x). 
Fiir den Querschnitt es man demnach (# = cosé, O< 4@ < 4m) 
(37, c) ... (—1)”2",(cos0+0.1)—(—1)”Q", (cos 0) 
(Loo ah6 5 fan 1))" ge” 
Wee v) pe: 

Das Integral auf der rechten Seite von (37) formt man weiter 

um, indem man dasselbe, mit Einschluss der »'*" Potenz von —1, in 


wf: (2°—1)”-2dz 
4 (a -E eV x?—1)yrt7+! 
 d’(@’—1)"-3 dss 
= a? —1)-2” oe 
ee. Tine) is A dz” (atx? —1)" 
verwandelt. Dureh die Gleichung (3, a) von Jacobi entsteht aus 
(37) die neue Gleichung 
s 1.3«.2n+1l<in. £~ cosivu du 
Dover OMe) = - —— 
Soe @) M(n 4-v) Wn — v) 4 (@+ cosiu.~a°—1y+t’ 
wenn yv<n+l. Fiir ein & im Querschnitt versteht man unter 
Oy(a) das Produkt (isin 0)” D; (x), wo O<0< 4m. Der Werth am 
negativen Ufer iibertrifft den am positiven um 
e (1.3...20—I1))", 6 
(—1)’ Qn-+-1) ai jn GEIR - P; (cos @). 

Die Form (37) hat vor (38) den Vorzug, der Differentialgl. (23) 
S. 148 selbst dann zu geniigen, wenn » nicht mehr eine ganze 
Zahl vorstellt, also bei einer Verallgemeinerung der Kugel- 
functionen auf den Fall eines gebrochenen oder imaginiren Index » 
seine Brauchbarkeit nicht zu verlieren. 

Durch ein Verfahren wie im § 50 ergiebt sich fiir die Q eine 


= —in(n-+ 4) 
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Doppelgleichung, welche ahnlich der Doppelgleichung (33, d) 
auf S. 207 ist, sowohl was die Form als auch was den Bereich der 
Giiltigkeit in Betreff der Zahl » anbelangt. Fiihrt man in dem 
Integral der rechten Seite von (37) statt «, durch die Substitution 
der S. 159 unter 2, die Veriinderliche v ein, so geht dieses nach 
der Bezeichnung von §. 160 in F 


us “(a —cosiv. Vx? —1)"+” sin?’ iv dv 
10) 


iiber und man findet: ' 
I. Satz. Unter den Voraussetzungen des I. Satzes auf 


S. 160 ist 
(38, G) 8) ES) 


= FG TEL) O08 VET sn todo. 

Durch Gleichsetzung der rechten Seiten von (37) und (38, a) 
erhalt man eine Gleichung, die wir hier iibergehen, die aber vor 
der folgenden den Vorzug hat auch fiir solche » giiltig zu bleiben, 
die nicht ganze positive Zahlen sind. Indem ich in derselben die 
Potenz von siniv nach Jacobi’s Formel durch den Cosinus des 
Vielfachen ersetze, erhalte ich den 

Il. Satz. Unter den Voraussetzungen des I. Satzes 
S. 160 besteht die Doppelgleichung 


TnI n és Fei kook janie “ 
(38,0) fee 2? seat oe (2 — cosiv. Vx*°—1)"cosiww dv 
0 


Q 


T(2n-+1) 


a IIn In fe “a cosivu du 
(n+ v) T(n — v) , (#4 cosiu. Va?—1)r+} 
Die Ableitung setzt voraus, dass yn; wenn »> 2, so verliert 
das dritte Glied die Bedeutung, wihrend, wie im § 53 bewiesen 
wird, das erste noch gleich dem zweiten bleibt. 

In den speciellen Fallen, welche im § 36 unter 1, 3 und 4 
behandelt wurden, vereinfacht sich (38, 6); zB. verwandelt sich 
fiir « = iy nach S. 159 ihr zweites Glied in 

are cotg4 eae 
(— of ‘(Vy?-+1.cosy— y)” cos ry dy, 
) 
Wird x reell und >1 oder endlich <1, so verwendet man die 


» 


Ausdriicke von », unter 3 und 4. 
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§ 53. In diesem Paragraphen zeige ich durch eine Methode, 
welche in meiner Inauguraldissertation $9 angewandt wurde, dass 
die Integrale 


S@—eosg V2 —iyeosrp ag, if SUPP eee 

A / (a—cosg. ~a?—1)"+1 

zwischen geeigneten Grenzen genommen, der Differentialgl. (36) 

fiir die Zugeordneten gentigen und fiille die oben erwihnte Liicke 

aus, welche im Beweise von (38, b) fiir den Fall »>™7 ge- 

blieben ist. 
Zum Zwecke dieser Untersuchung mache man 


#cosy.j2?7—1=r, w, = (=1y fr cosygdg, 

0 
indem man unter @ eine reelle oder imaginire Veriinderliche ver- 
steht, unter a und » vorliufig irgend welche reelle oder imaginire 
Constante, so dass die nachsten Resultate sich auf sehr allgemeine 
Integrale beziehen. Man erhalt dann durch Differentiation, wenn 
man fiir die obere Grenze g in w zunichst einen von 2 unab- 
hingigen Werth setzt 


Pat de 


ie 
dgaglne 5; 


= o(—1y [re [ya’—1.sin(v +1) p — vsinrg]sing dg. 
1) 
Dieser Ausdruck ist die Summe zweier Integrale; das erste und 
dann das zweite geben nach einer Integration durch Theile resp. 
(1 r*sino+)go4+ 0+), (—L” ids sinvg +- macs 
yo*—1 ¥o?—1 


und eine Zusammenstellung der Resultate verschafft die Gleichung 


d 2 3 - 
@) ..5 Gol@—-)) Pw) = @ ret D@—)) Wy 41 


y+1 


+(—1y'r*(a*7—1) ? (sin@+1)9+ ea ite): 


Man erkennt hieraus, dass durch fortgesetzte Differentiation des 
Gliedes auf der linken Seite sein Index », er mag ganz oder ge- 
brochen, positiv oder negativ sein, fortwahrend erhéht wird, und 
dass #,;m, wenn m irgend eine positive ganze Zahl be- 
zeichet, durch Differentiation von w, gewonnen wird, indem nur 


noch Glieder hinzutreten, die frei von der Integration sind, die 
Heine, Theorie der Kugelfunctionen. 2. Aud. 15 
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nimlich trigonometrische Functionen von g, algebraische von x 


enthalten. So erhilt man z. B., indem man a = — 4, » =O setzt, 
als Resultat, dass das elliptische Integral 
cos ma dp 


0 Va—cosp.y2*—1 
durch mfache Differentiation nach « aus dem Integrale erster 
Gattung entsteht. 

Die Resultate modificiren und vereinfachen sich, wenn « und 
y so beschaffen sind, dass a+-»-+-m fiir irgend eine positive ganze 
Zahl m verschwindet; dann wird der m® Differentialquotient 
der linken Seite von (a) Null, also der m—1' constant, 
und eine neue Differentiation erhéht den Index »+m—1 von w 
nicht mehr. 

Da w, =w_,, so wird fiir ein ganzes positives » durch 
2vfache Differentiation aus 

(x? —1)?" w, 
dieselbe Function dividirt durch (#*—1)” erzeugt, — abgesehen von 
Gliedern, die vor dem Integrale stehen, also nur die Grenzen ent- 
halten. Es wird also z. B. das vorstehende elliptische Integral, 
welches m enthalt, durch 2mfache Differentiation aus sich selbst 
erzeugt. 

Nimmt man die Integrale w in géeigneten Grenzen, so kann 
man die erwihnten Glieder vor dem Integrale zum Fortfall bringen 
und erhilt demnach lineare Beziehungen zwischen ,ganzen“ Inte- 
gralen, wie man sie nennen kann, indem man den bekannten Aus- 
druck von den elliptischen Integralen entlehnt. Jeder von solehen 
Beziehungen zwischen den ganzen Integralen wiirde eine zwischen 
Integrale mit beliebigen Grenzen entsprechen, die wir nunmehr 
verlassen. 


Die Gleichung (a) reducirt sich auf 
yv+th 


A Ay pe 
0)... Se [@'=1)-w,)] =(@tr4 DA) * wy, 
wenn g so gewihlt wird, dass 
(@)... re(sm@+Det Tay my) =O), 


Dies geschieht erstens fiir m= 7, vorausgesetzt dass » eine 
ganze Zahl oder Null ist — und wir beschrainken uns jetzt auf 
diesen Fall; zweitens wenn o negativ ist und man setzt m = iu, 
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fiir w= 00, vorausgesetzt dass a+»+1 noch negativ bleibt. 
Drittens wird (c) erfiillt, wenn @ positiv und r Null ist. Da aber 
r nur dann Null ist, wenn die obere Grenze g von x abhingt, so 
muss man jetzt auch diesen Fall, der noch ausgeschlossen war, 
beriicksichtigen. Bildet man unter der Voraussetzung, dass x in 
der obern Grenze vorkommt dw,:dzx, so tritt zu den friheren 
Gliedern noch eines hinzu, nimlich 
ages d 
2 e4 

(2 —cosg.V'x>—1) cosyp- oF, 
welches aber O ist, da g so bestimmt wird, dass r=0. In allen 
diesen drei Fallen besteht also die Gleichung (6). 

Wir zeigen nunmehr, dass die Funectionen w in allen 
drei Fallen der Differentialgleichung (36) gentigen. Beim 
Beweise ist vorzugsweise zu beachten, dass w, = w_,. Setzt man 
zur Abkiirzung. 

(a’—1)-1" w, = 0;,, 
so wird daher 
(d)... (@’—l1)"% =v_,, dv, =(a4+7+1)o,41d2. 
Hieraus zieht man 
dv_, = (a—v-+1)n1_, dw = (a—v+1)(a@*—1)""10,_1 da. 
Nachdem man durch (@’—1)’— dividirt hat, kann man nach 2 
differentiiren und (d) anwenden, indem man dort » mit »—1 ver- 
tauscht. Fihrt man darauf fiir v_, und v, ihre Werthe in w ein, 
so wird erhalten 


45 [@ DY Ae’ wl | = @ +2) -@"-1¥w, 
auch selbst wenn einer der Zahlenfaktoren auf der Rechten ver- 
schwindet, was vorkommt wenn man n oder —(n-+1) fiir @ setzt. 
Dies ist aber die Differentialgleichung (36). 

Fiir » = 0 ist der Werth von w, =», im ersten Falle 2P"(«), 
in den iibrigen Fallen Q"(~). Man zieht aus (6) oder (d), durch 
wiederholte Differentiation 


()... Satta +2)...Ca+r)0, 


eine Formel, die v, verschafft, so lange kein numerischer Faktor 
auf der Rechten 0 ist, also w,, so lange »<n und positiv ist, in 
allen drei Fallen durch w, ausgedriickt. 
Um das Resultat zu gewinnen, welches zur Feststellung der 
LO 
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Gleichungen (38) noch fehlt, ist zu beachten, dass wenn @ =n, 
also positiv ist, ftir jede Grésse der positiven ganzen Zahl » er- 


halten wird 
IIn d’ w, 


eee ES ae ety 

Il(n+y) ies shir Pes: 

Ist nun, wie im ersten Falle, an der Grenze p= 7, also w, =1.P"(a), 
so erhalt man fiir jede Grésse von », in Uebereinstimmung mit 
(32, a) 


Oy = 


1 /* ae ey Sem LM 2 yp VP) 
rai 47908 2s“ PSR aa Teas) So Ulla ae 


Wahlt man aber, wie im dritten Falle, » so dass «—cosgVa7—1 
verschwindet, setzt also w, nach S. 161 gleich Q”(x), so erhalt man 
das gesuchte, S. 224 angegebene Resultat, dass fiir jede 
positive ganze Zahl » sei 


(Ay Tene eee =["e- COSw. )2°- —1)"cosivv dv. 


Eine Vergleichung mit dem Schluss der Tabelle auf S. 212 zeigt 
nimlich, dass die linke Seite mit der von (38, b) tibereinstimmt. 


Nachdem die Untersuchung fiir @ =~ erledigt ist, kann man noch die 
schon bekannten Resultate fiir @ = —mn—1 ableiten. 
a) Im zweiten Falle, in welchem an der obern Grenze g = ioo wird, 


drehe man zunichst das Zeichen von Y¥x’—1 um, und findet dann, da » in dem- 
selben der Natur der Sache nach kleiner als m-+-1 zu nehmen ist, nach (e) 


Ce cosivu du iG») yy = ey, 
eiye (a + cosiw. yo?—1)+1 b nent dice a 


was mit (38) iibereinstimmt. 
8) Im ersten Falle, wo die obere Grenze g gleich z@ ist, findet man, 


w, = 7 P"(@), daher 
=(-1)'n 


so lange »y <n. Um den ee VON Wy WU Wi ZU gewinnen, bestimmt 
man zunachst den Werth 


Ueda nlite) 


1.3...(2n—1), a 4\in 
1 TAP sey 0 (ay 


Oa = 10 (1 re 


und setzt dann nach (6) fiir a = —n—1, » = —n—1 
n-+1 
d[(a?—1)? w, 
et = On Ge Dhan. 


Beriicksichtigt man, dass w, fiir 2 = 1 verschwindet, sobald » > 0, so findet 
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man den schon aus (32, f) bekannten Werth 
= ES. eer 1). ‘ 
na = (—Var—1)y-1 Cag fo Ay de. 
HIn ‘ 


Fur einen noch grésseren Index » kann man wm auf doppelte Art erhalten. 
Dies geschieht entweder durch eine Integration, indem man von w, = w_, 
durch Differentiation zu w,—, oder w,—1, also durch Integration von w,_4 
7 W, gelangt, so dass eine «malige Integration wWy+14,. aus W,+1 verschafft 
und zwar in der Form wie diese Function in (32, f) vorkommt; oder man 
kommt zu den Functionen w mit héherem Index nach ganz direkter Anwen- 
dung der Formel ‘(b), durch mehrfache Differentiation des Ausdrucks 
n+l 
(@?—1) * wari. Auch dieses giebt bekannte Gleichungen. 
Endlich sei noch erwiahnt, dass man fir @ = mn, aus 


Wn =f “(e+ cos@ . Vx*—1)"cosnpdg. = (eee zy 
0 


‘nach (6) durch n fache Differentiation, indem man » = —n setzt, unmittelbar 
die bekannte Formel fiir P"(a) findet 


Ca 

da” 

§ 54. Auch fiir die Function Q7(7) hat Herr F. Neumann 
ein Integral angegeben, welches dem fiir Q” gefundenen (21) auf 
S. 141 entspricht. Zur Ableitung differentiirt man diese Gleichung 
yimal nach x und erhalt dann 


@.. CyS = mel eae 


2”. [In.w, = 1: 


woraus man nach dem III. Satz auf S. 153 findet 
Mtge) “Bi Geen / (1—y’"" 
ig ae ar ok. Onl @aagyrs 


Diese Gleichung zeigt, dass 0;(x) bei der Entwickelung nach ab- 
steigenden Potenzen von «w mit der —(n-+yv-+1)'*" Potenz von 
« beginnt. Endlich kann man in dem zweiten Gliede von (a) die 
Potenz von (w—y) im Nenner verringern, entweder vermittelst der 
Integration durch Theile oder indem man P nach dem Taylor’schen 
Lehrsatz in die Reihe entwickelt 

- dP"(x) _ (w—y)? d’P"(a) 

Pat ed 12 de * 

Hierdurch erhalt man 
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7 PYY)dy _ py, @=D7— eT De 
earn! ©) » 
dP"(x) (w—1)'-"—(w@ +1)” | 
1 de Lafgec) ee a 


war v>n, so ist diese Reihe fortzusetzen, bis sie von selbst ab- 
bricht. Ist aber »= 7, so hat man das v'¢ Glied mit 

aR (a) f° 4y 

Ty hank Fai 
zu vertauschen. Dies Integral wird im allgemeinen log(#+1)—log(#-1); 
wenn aber x dem Querschnitt angehért, ist, wie S. 143 gezeigt 
wurde, fiir dasselbe log(1-+«”)—log(i— 2) au setzen. 

Anmerk. Nach der Bezeichnung des Herrn F. Neumann ist 


ee 
BD e hy eae ile 

§ 55. Das Resultat einer imagindéren Substitution in den In- 
tegralen, durch welche die Zugeordneten erster Art dargestellt 
werden, giebt § 49. Man sah, dass die Integrale nach einer solchen 
noch immer Zugeordnete erster Art darzustellen oder in solche zweiter 
Art tibergingen, die besonderen Faille ausgeschlossen, in welchen 
die Substitution tiberhaupt unstatthaft ist, in welchen namlich die 
Bedingungs-Ungleichheit in eine Gleichheit tiberging. Bei den Inte- 
gralen, welche nach (38) die Zugeordnete zweiter Art darstellen, 
ist etwas 4hnliches der Fall, indem sie nach der Substitution ent- 
weder noch immer eine gleiche Function geben, oder um das Pro- 
dukt aus einer Constanten und einer Zugeordneten erster Art zu- 
nehmen. 

Die Untersuchung iiber dies Verhalien wird wesentlich durch 
den VI. Satz im § 38 und die dazu gehdrenden Anmerkungen er- 
ledigt. Behalt man die dortige Bezeichnung bei und stellt wiederum 
durch wy einen zwischen 0 und  liegenden Bogen, durch y, einen 
bestimmten Bogen in diesen Grenzen vor, so erhalt man, wenn 
yxnund wy, 


cosiv(u + ip) aye cosivudu 

/ , [a+ beosi(u+ ap)? Sa (a+ beosiu)?+!? 
sinty(w-+-ip)du aif sin ivw du 

ee [a+ beosi(u + ip)]rt! (a+ boosiny tt 
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d. i. gleich Null. Die linken Seiten dieser Gleichungen haben die 
Form Acosoy+Bsinnw und — Asinyy+ Beosyp, wo A und B 
bestimmte Integrale sind. List man noch A und B auf, so findet man 


7 costvu du cosivu du 
5S) ie ae = 
oy J [a+ bcos (iu — w)|"t! ee sof (a+ beosiuyrt!’ 


ieee _ sintvudu the) fi cosivudu 
J [a+ beos(iu—y)prtt val (a+beosiuy*+1 


Wenn noch immer y= 7 bleibt, aber w,< y<~z wird, so 
ist auf der rechten Seite der Gleichungen, von denen wir aus- 
gingen, also auch von (39) — 6b fiir b zu nehmen und dem Integral 
der Faktor cosyw hinzuzufiigen. In diesem Falle kann man auch 
die rechten Seiten der Gleichungen (39) nach S. 168 mit dem Pro- 
dukte aus cos»p resp. sinvy und 

“ — cosirudu cosy dy 
, + beosmu)"+} ai eesir yy} 


COS v7t 


vertauschen. Werthe die > n sind, oe man y nicht geben, ohne 
dass (39) seine Bedeutung verliert; Ww ausserhalb der Grenzen 0 
und zw zu nehmen, ware iiberfliissig. 

Wir iibertragen diese Formeln auf den Fall, dass a= a, 
b = yx"—1; wie frither (M. vergl. § 39, No. 4) sei « = p+qi. Als- 
dann wird w, so bestimmt, dass 


2 a = e (cosy, + isiny,); O<t <2) 
x 


Man findet hierauf, wenn O= y< y, 


1.3...(2n+1).IIn {* cosivu du 
(39, @)... Hei) ,(e-Feos(— yee T =207(«).cosmp 
1.3...2n-+1). Hn sinivu du Soya 


H(n+v) H(n—v) 7 (2+ 608 Ciu—w)Va?— 1)" 
und wenn yw, <w< wy gleich 2cosyw resp. 2sinvy multiplicirt mit 
y n ; H(n-+ v) 1(n—v) A 
(—1) (03 @) bin. A Pra). 

§ 56. Die Zugeordneten fiir unendlich grosse Werthe des 
obern Index » kann man durch zwei Methoden aufsuchen, von 
denen eine im § 40, die zweite im § 41 enthalten ist. Indem man 
aus § 51, No. 3 erhalt 
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(1— £07 (a) = (2) FG—», n+1—», n+ 3, 8), 

(1— By PX(@) = 26)" (4 —», —n—», —n +4, &, 
das Letztere, wenn vy = , so findet man, wie im § 40, dass ME <I 
vorausgesetzt, fiir m= co sei 

(28)-""O7@) = (1-8), CP, @) = d—s)4, 
also dasselbe Resultat, welches sich fiir »=0O ergab. Das 
gleiche Resultat giebt die Methode des § 41; man ersieht zugleich 
aus den Untersuchungen daselbst auf S. 179—180, wie der Buch- 
stabe » eintritt, wenn man noch die Glieder héherer Ordnung nach 
n beriicksichtigt. Auch der Fall eines Punktes im Querschnitt 
bietet nichts neues dar. 

Indem ich die weitere Ausfiihrung, namentlich den Fall, dass 
vy mit n zugleich unendlich wird, den Untersuchungen Anderer 
iiberlasse, erwihne ich noch, dass, wie Jacobi in der mehrfach 
erwahnten Abhandlung Formula transformationis etc. im 15. Bande 
des Crelle’schen Journals § 11 angiebt, aus Legendre’s Formel 
(§ 51, S. 222) der Werth von 


1 fy: % cosyg dep 
mS, (1+ a’— 2acosg)"t! 
fiir » = co gefunden werden kénne. Man erhalt nach derselben 
namlich fiir das Integral den Ausdruck 
II (n+ v) 
In Iv 
den Jacobi dort auf andere Art, vermittelst der Transformations- 
formel fiir cosvy, ableitet. 

§ 57. Nach Analogie des Verfahrens im § 42 behandeln wir 
den Fall, dass mit wachsendem obern Index » das Argument der 
Zugeordneten « = cos@ sich der 1 nahert. Die ausfiihrliche Ent- 
wickelung im § 42 macht eine wiederholte strenge Begriindung 
iiberfliissig; es handelt sich hier zuerst darum, den entstehenden 
»Cylinderfunctionen‘ ihren Platz unter den Kugelfunctionen anzu- 
weisen *). 

Die Functionen 


= P¥(cos Ss, =e y = 0; (cos 2) 


*) M. vergl. auch fiir die folgenden Untersuchungen meine Abhandlung iiber 
die Fourier-Bessel’sche Function im 69. Bande von Borchardt’s Journal. 


va (1a), 
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naihern sich mit wachsendem mn den Grenzen - 


1 OA Lice) 

— 70 COS 10 COS 7 ; . 

es €'° 5 cosy dg, i eS eosivu du; 
0 


0 
in Betreff dessen, was tiber co als Grenze zu bemerken ist, vergl. 
man das Friihere. Der Beweis ergiebt sich aus den Ausdriicken — 
(35, c) und (38). 
Die obigen zwei Grenzwerthe sind zwei partikulare Lésungen 
der Differentialgl., welche aus (36) in der Form (a) auf S. 216 ent- 


steht, wenn man dort ae fiir 6 setzt und die Grenze nach n auf- 


sucht, d. h. von 
6? d’y + 0 dy dé -+- (6’— v?)y db? = 0. 

Neben die Zugeordneten P und Q stellte ich Functionen % und 

, die mit ihnen so zusammenhingen, dass 

Pi = (ya? 1) Bev, OF = (Va? —1)2*D4>. 
Einen Ausdruck von % und © durch Integrale findet man in (35, 2) 
S. 215 und (37) S. 222, ihre Differentialgleichung unter (@) auf S. 217. 
Geht man in jenen Formeln zur Grenze iiber, so hat man in ent- 
sprechender Weise y = 6” zu setzen, und erhalt fiir 2 die Diffe- 
rentialgl. 

(40)... Od?s+4+ Qr+1)dzd6+4 02d0? = 0 
von der zwei partikulare Integrale sind 

SJ encore sin” pag, Of eneoesin’ iu du 

0 0 
Nachdem auf diese Art die Verbindung mit den Kugelfunctionen 
hergestellt ist, werden die gewonnenen Resultate und Einiges, was 
sich daran kniipft, selbstindig abgeleitet. 

§ 58. Den Ausgangspunkt unserer Untersuchungen bildet die 
Differentialgleichung (40), die man auch, nach der Substitution 
6’ =n, in folgende Formen bringen kann 

(40, a)... nd’s-+(@-+1)dzdn-+ 42dn’ = 0, 
(40, db)... d’s+vdzdlogyn-+ins(dlogn)’ = 0. 
Zwei partikulére Lésungen derselben werden wir durch j,(@) und 
k,(@) bezeichnen; eine von ihnen, die j sei, lasst sich durch eine 
Reihe oder ein Integral in der ganzen Ebene eindeutig und con- 
tinuirlich ausdriicken. Auch hier kann man 2 als Function nicht 
yon 0, sondern von 7 betrachten. 
Ein Theil des Folgenden bleibt zwar noch bestehen, wenn » 
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eine gebrochene Zahl bezeichnet; zundchst soll aber der Fall eines 
ganzen v behandelt werden. Der Hauptfall fiir physikalische Unter- 
suchung ist der, in welchem 2» eine ganze Zah| ist. 

Um die Lésung s eindeutig zu definiren, macht man hier, wo 
vy eine ganze Zahl ist, dieselben Festsetzungen wie im § 43 beim 
Falle » = 0, versteht also auch unter 6 die 60 mit positiv ima- 
gindrem Theile oder im speciellen Falle die positiv reelle Wurzel. 
Im Querschnitt, d. h. fiir ein positiv reelles 7, soll k,(@) das arith- 
metische Mittel aus den beiden Werthen der Function am Ufer- 
rande also in den Punkten 0+ 0.2 und 6—0O.i sein. 

Durch Differentiation von (40, a) nach 7 erkennt man, dass 
dz:dn derselben Gleichung wie % geniigt, wenn man in derselben nur » 
mit »-+1 vertauscht; fiir »=0 sind aus § 43, I. Satz, zwei partikulare 
Integrale J und K bekannt. Indem man diesen Constante hinzufiigt, die 
mit Riicksicht auf das spater Folgende gewahlt werden, erhalt man also: 

Die Gleichung (40) wird fiir jedes ganze nicht nega- 
tive v durch die beiden vielfachen Differentialquotienten 

Tv) aI) _ 


1)... 30) = (Ay A. SIO = 50), 
£,(0) = (—Iy = (0) 


integrirt (7 = 6”). 
Hieraus gewinnt man als Lésung von (40) zwei bestimmte 
Integrale. In der That ist 
d j : 
a8 ei0 cos ? sin?” p dg = aes aes e'9 cos gin? +1 cosg dg, 
und nach einer Integration durch Theile 
eR ai Deepade 1 : ; 
idcos@ __ id cOS@ 27+2 modo. 
~ 9Qr+1)0° YORI RYT en atin cae 4 
Integrirt man zwischen Grenzen 0 und gz, so folgt hieraus 
d ae ; u ai : 
BSS 10 COS —P Qy et fe es 10 COs P Qyv+-2 
dy J e sin’” pdg 220 +1) e sin’ +? pdgp. 
Aehnlich kann man mit den Integralen zwischen den Grenzen 0 
und oo verfahren und erhalt ausserhalb des Querschnitts 


(1,0)... A. O=— f “ermrsin” dg, 
0 


1 
hk, (0) =/ e'? cosiu sin?” dan du, 
0 
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im Querschnitt aber fiir k(@) das arithmetische Mittel zundichst aus 
k(O+0.%), dann aber den nach (41) diesem gleichen Werth 
k,() = 4k, (0+ 0.4) + 4h, (— 0+ 0.8). 
Diese Formeln zeigen, dass es auch hier gelungen ist, was so 
wesentlich fiir die Behandlung der Kugelfunction war, die beiden 
Cylinderfunctionen durch dasselbe Integral darzustellen, welches 
endlich bleibt, wenn nur die Integration auf geeignetem Wege 
und zwischen geeigneten Grenzen 0 und oo ausgefiihrt wird. 
Aus dem III. Satz im § 44 geht hervor, dass 
gt > 


Gone 6) 4 
ie 0 Ah tio cosin gin? iudu 
0 


sel; wenn man zuerst bis --4ia und dann parallel der Axe der 
Reellen in’s Unendliche integrirt (wie auf S. 195), so findet man 
daher, wenn g wiederum das reell Unendliche bezeichnet 


ee AY 6 Homies 
k,(6-+0.4) =/{ erate eicos’? indutif et'9 cos Psin’” mde. 
0 0 


Hieraus folgt fiir ein 6 im Querschnitt 
(41,b)... k,(0+0.i)—k,(6—0.1) = ij, (6), 


(41, c)...  ,(8) =f “eidsin eos’ iu du — ["sin(o cos g)sin?’pd@ ; 
0 0 


die Function k,(@) ist daher, wie selbstverstandlich, im Querschnitt 
reell geworden. 

Es ist fiir die Anwendung auf die Lésung der Riccati’schen 
Gleichung, die ich im § 60 gebe, von Bedeutung, dass die zwei 
Integrale (41, a) noch immer der Differentialgl. (40) ge- 
niigen, wenn auch » eine beliebige Grosse wird, nur vor- 
ausgesetzt, dass 27-++1 einen positiven reellen Theil be- 
sitzt. Setzt man ndmlich in die linke Seite von (40) ein 


% = [e cos @ sin?” g dg, 
0 


so wird im allgemeinen nicht O erhalten, sondern 


Jere asin | bcos’ + (2v + Licosg + A] dp = ie? s sin?” +! g, 


ein Ausdruck, welcher fiir g = 0, 7, und ov, das letztere Zeichen 
in dem friiher angegebenen Sinne genommen, verschwindet, wenn 
y die angegebene Bedingung erfiillt. 
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Was iiber die imaginadre Substitution im IV. Satze des 

§ 44 gesagt wurde, gilt auch hier; setzt man 
6 = a(sina+icosa), (—}t7= aX }n), 

so erhalt man die Gleichungen 

(AS Oh) os ef eer) sin?’ (gp + w)dg =j,(0), 

gui : 
ee e'9 cosi(ut+@) sin?” iu + w)dw = k,(@+0.24), 
—9—ai 
jA0) =j,(—©), k,(0-+0.4) = k,(— 0 — 0.8), 

wenn w im ersten Integral beliebig ist, im zweiten Integrale einen 
zwischen — ini und ii liegenden imaginaren Theil besitzt. 

In eine Reihe, die nach Potenzen von @ aufsteigt, kann 
man eine der beiden Lésungen von (40), naimlich 7, entwickeln, 
sowohl nach dem Verfahren auf 8. 126, als auch unter der Vor- 
aussetzung eines ganzen positiven », mit Hiilfe von (80) und (41) 
oder wenn man in (41, a) die Exponentialgrésse nach Potenzen 
von 0 entwickelt. Man findet dann, sobald nur » reell und po- 
sitiv ist, 


; Hv —}4) 6? 6* 
Cala Ei marie 1s ED + 24. Got Na) 
§ 59. Setzt man 6’% = y, so folgt aus (40) 
(42)... 6’ d’y+ Odyd6+(6?— »?)yd&’* = 0 
oder was dasselbe ist 
Ady +(n—»*)y(dlogny? = 0. 

Wahrend 8. 235 fiir (40) nur dann zwei partikulare Integrale 
gefunden wurden, wenn 2y-+1 einen positiven reellen Theil besitzt, 
ergiebt sich fiir (42) eine vollstindige Lésung, welchen 
Werth auch » annimmt. Versteht man namlich unter » die 
y»? mit nicht negativem reellen Theile, so kann man wie oben 
y = 6”. setzen, wo s der Gleichung (40) geniigt. Diese haben 
wir durch (41, a), vermittelst zweier bestimmten Integrale, voll- 
staindig integrirt, so dass, wenn @ und pf willkiirliche Constante 
sind, (42) fiir einen beliebigen Werth von »’ das allgemeine 
Integral besitzt 

y = 0" (ay,(0) + Bk, (8)). 

Indem » wiederum eine ganze positive Zahl bezeichnet, 

kann man die Integrale y durch Anwendung der Transformations- 
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formel von Jacobi umformen. Geht man nimlich von der aus 
(41, a) folgenden Gleichung 
v 1 
CEO) == =e e'%*(1— 2°) 3 dz 


WU 
—1 


aus und integrirt »mal durch Theile, so entsteht 


Ma 1 HCG jE 
O58) == ae attr ON He. 


dz” 
—1 


Fiihrt man zwei Functionen J, und K, ein, die fiir » = 0 mit 
I und K iibereinstimmen, und mit j und k durch die Gleichungen 


xsi 07,0) i , JO) 

CD) cre abSOizs Reeve 0) sail 26) (d00y’ 
= Ok, (8) _ KO) 
CORRS Ort) GM (abby 


zusammenhingen, so erhalt man bei ganzzahligem » fiir die 
Functionen J und K, die particuliren Lésungen von (42), 
die Ausdriicke 


(43, a)... 10) = —? ["e0-% cosspagy = (—1)I,(—9) 


oe 0 
raceme vf 9°04 eosinu du = (—1)’ K,(—0—0.%), 
0 


6+0.1 = a(sina+icosa), (—in <a<}4n), 

wenn oo, wie im III. Satze des § 44, irgend eine der Grenzen 
gt+(a+x)i z. B. die reelle vorstellt, x eine beliebige zwischen 
—1n und 4m liegende Grésse, und K,(6+0.%) im allgemeinen mit 
K,(0) iibereinstimmt. Im Querschnitt wird unter K,(@) das 
arithmetische Mittel von K,(@-++0.7) verstanden. 

Aus der ersten Gleichung (43, a) findet man sofort folgende 
Ausdriicke von J 


Jx(0) = Seah “cos (Asin ~) cos 2g dg, 
0 


Joy41(0) = CY [sin sing) sin(2v +1) dg. 
0 


Dass J und K der Differentialgleichung (42) geniigen, kann 
man direkt zeigen, indem man in ihre linke Seite 


y a cos vg dy 
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einsetzt; dieselbe wird dann integrabel. und, abgesehen von dé”, 
gleich 
e959 (1A sin ~ COSY — vSinv—p). 
Aus (41, e) erhilt man fiir J,(0) die nach Potenzen von @ auf- 
steigende Reihe 


(43, b)... 1(0)= 


2.4. Sy = Caea “) 
welche schon 8. 82 als (14, c) neben der dazugehérenden Gleich. 
(14, 6) auftrat. 


Die imaginare Saheceul on giebt ferner Ausdriicke, welche 
(41, d) entsprechen, nimlich mit der Bezeichnung von (41, 4d), 


(43, c) ... PF" [ g0-0s9- cose dg = 2J,(@)cosrva, 
ae Tt 
a ab e o8(9—) sin ppd = 2J,(A)sinva, 


Ga ivf TFA 0 cosi(u—0) eogivn = 2K,(0)cosiva, 
—g—ai 
(if 7*4" 10 cosiu~0) gin iyu du = 2K,(0)sinive. 
—g—at 
Die Anwendung, welche diese Formeln finden, auf die im § 44 
hingedeutet war, beruht darauf, dass sie das Produkt aus einer 
Function von @ und einer von iw durch einen Ausdruck darstellen, 
welcher diese Gréssen nur in einer linearen Verbindung von @cosiw 
und Osiniw enthalt. 


Die Functionen J, deren Einfiihrung durch Fourier im § 18 erwahnt 
wurde, treten wieder bei Bessel auf, wo es sich darum handelt, Functionen 
der excentrischen Anomalie ¢ nach Cosinus der mittleren gw zu entwickeln. Be- 
zeichnet e die Excentricitét der Ellipse, wonach man hat 


fis 6 sing; 
so kommt es darauf an, die Coefficienten p in dem Ausdrucke 


cos né = p,-+ 2p, cosa + 2p, cos2u + -- 
zu bestimmen. Diese sind 


1 fis n Te 
= — cos née cosyudu —= — ae sin nesin yu de 
Py = au VIE uu 


0 
= mh [cos ((v —n) 8 — ve sin €) — cos ((m +- »)e — vesine)| de. 


Nun ist fiir ein positives » 
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1 ™ 
—f cos(O sing —yvp)dg = J, (0); 
0 
fiir ein gerades y» stimmt dieser Ausdruck nimlich offenbar mit 
Tt 
af cos (Osin gp) cosyg dg, 
be 
fiir ein ungerades mit 
1 gy ‘ : 
—f. sin(@ sin p)sin yg dg 
1 
0 


iberein. Fir ein negatives » ist dieser Ausdruck gleich —J_,(6). Man 
findet also den Coefficienten p durch die Gleichung 


Pr = 5 —[Jy-nlve)— Jv +u(2)]- 
Wiirde man sinneé in die Reihe 
sinné = q, sinu + q,sin2u +--+ 
entwickelt haben, so hatte man erhalten 
Gy = [Inv (78) t Inn (ve) 
Die Umkehrung der Entwickelung giebt 
cosmpe == %, + 2%, cosé + 2x, cos2e+---, 
sin mu = A, sine-+ A, sin2e+----, 

Qn, = Jy—n(—ne) + Jy 4n(me), Ay = Jy—n(— ne) — J, 4n (me). 

§ 60. Wenn nicht mehr » selbst ganz ist, wohl aber 
2y-+1, so verwandeln sich die Functionen j und & in bemerkens- 
werthe Ausdriicke, von denen der erstere schon 5S. 82—83 vorkam, 
wo iiber seine Bedeutung kurz gehandelt wurde. 

Setzt man »+4 statt » in die obigen Gleichungen, so 
findet man: 

Die Differentialgleichung 

(44)... Od°F+42(v+1)dld6 + OCd0* —0 
oder, was damit iibereinstimmt, 
@C-+ (2r +1) dEdlog 6 + 6°C(dlog 6)’ = 0 
hat zwei Integrale 
(44, 0)... jy) = — fev omvsin® + pdg, 
0 
hy44(0 $0.1) = if eCo-0eosivsin?y +1 in du, 

0 

von denen das letztere nur dann eine Bedeutung hat, wenn @ einen 

nicht negativen imaginéren Theil erhalt. 
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Beide Lisungen entstehen durch Differentiation nach 6° yon 
j, und ky. Man hat aber 
sone 
HD) = 


Die Function k,(0) lasst A in dieser Form continuirlich bis an 
den Querschnitt fortsetzen, also auch k,,:. Es wird aber bequem 


sein, wenn man fiir ein reelles 6 als Werth von & nur seinen 
reellen Theil betrachtet, némlich er Die Lésung jy bleibt im 
Endlichen endlich, und k& wird im Unendlichen Null. Man findet 
demnach : 

Die Gleichung (44) wird fiir jeden ganzen nicht nega- 
tiven Werth von durch die beiden Lésungen integrirt 


(0° =n) 
(44, 0) <a 4 (0) = (1 


; e? 
» &y(0-+-0.1) = cw 


oe 0 


io #) 


Mit Riicksicht auf die Anwendungen nd Functionen (Man 
vergl. S. 83) bedienen wir uns fiir dieselben einer besonderen Be- 
zeichnung und setzen 


Cs. 6” 
(44, d)... Pp HO i w(9), Tin hy 43(0) = ¥,(9), 
so dass nach (41, e) der Ausdruck des § 18 
0” o° 
(14, a)... 4W(O= 3.5.Qy +1) (a— 2. Qv +3) ae) 


erhalten wird. 
Diese Functionen fe und ¥ geniigen der Differentialgleichung 


ky44(0-+ 0.4) = (—1) 2" y= 


(44, e) ... ee +26-50 Arrest) x0 
und es ist 
(0) =2°3°, #040.) =, 


im Querschnitt 6.#,(0) = cos0. Wahrend w im Endlichen endlich 
bleibt, wird # im Nullpunkt unendlich. 

Die Verwandtschaft zwischen den trigonometrischen Functionen 
von Vielfachen einer Grésse g und den Kugelfunctionen von cos@ 
offenbart sich auch hier. Indem ieh die w und ¥ in dhnlicher Art 
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transformire wie die I und K im § 59 durch (43, a), so erhalte ich 


(44, e); ...- - (6) = Se cos ¢ P’(cos q@)sin g dg, 
1) 


#,(0-+0.%) =(—iyt yh e(i0—0) cosiu PY (eos iw) sin iu du. 
0 
In der ersten von diesen Gleichungen wird man (14) auf S, 82 
wiederfinden; die letzte verlangt, dass 0 einen nicht negativen 
imaginiren Theil besitzt. 
Wenn » beliebig ist, so lésen wir mit Hiilfe derj und 
k die Riccati’sche Gleichung (Vergl. S. 235). Diese lasst sich 
in die Form bringen*) 


dU yal) 

Fy -+- U of Ota 0, 
wenn a und wu beliebige Gréssen vorstellen, sie mégen reell sein 
oder nicht. Setzt man**) J Uda = log V, so wird 


av 
ee cree 
so dass die Riccati’sche Gleichung gelést ist, wenn man die Lé- 
sung V der Gleichung 
PV + arate Vde* = 0 
auffinden kann, und zwar bedarf man einer solehen V = au + fv 
mit zwei willkiirlichen Constanten, wenn man das allgemeine U, 
d.h. mit einer willkiirlichen Constanten sucht, da 
du dw 
fie: digV _ “det de 
oS a ee au+ Bv 
dann die willkiirliche Constante a: 8 enthalt. 
Um V zu finden setze man 
V=yye; 
dann muss y der Gleichung . 
d’y + (a’au? —})y(dloga)’ = 0 


*) Enuleri Institutiones calc. integr. Vol. I, Liber I, Pars I, Sectio II, Cap. I, 
Probl. 57, Schol. 1. Aequatio haee dy-+-yydx = ax™dx vocari solet Riccatiana ab 
Auctore Comite Riccati, qui primus casus separabiles proposuit. Hic quidem eam 
in forma simplicissima exhibui cum eo haec dy-+ Ayyt“dt= Bt/dt, ponendo 
At“ dt = dx et Ath! = (u+1)q, statim reducatur. 

**) Euleri Institutiones calc. integr. Vol. Il, Lib. I, Pars I, Sect. I, Probl. 
119, Schol. 

Heine, Theorie der Kugelfunctionen. 2. Aufl. 16 
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geniigen, d. h. der Gleichung (42), wenn man setzt 
De eee 1 
pee oe ip ae een 
Schliessen wir vorlaufig den Fall aus, dass «+ 2—=0 und wahlen 
die Vorzeichen so, dass die reellen Theile von v und 6 nicht ne- 
gativ werden, so erhalten wir die vollstéindige Lésung 
y = 0°(aj,(8) + Bh, (8). 


a auch Va.6” gleich einer 


Offenbar ist, je nachdem » = + 
i+1 


Constanten mal x * , also resp. 
141 


V =a ? (aj,(0) + Bk,(O)). 
Wir erhalten also das Resultat : 
Um die Riccati’sche Gleichung 


se + U’+a’ct = 0 


zu lésen, fithre man die positiven Gréssen @ und » durch 
2a EE 1 
= @ 2 = 
+2 ‘ ~ e+2 
ein. Alsdann wird die vollstaindige Lésung 
d : 
U = logl(aj,(0) + 8%,(0)], 
wenna, @ willkiirliche Constante, j undk die Funetionen 
vorstellen, welche durch (41, a) definirt werden. Wenn 
u-+ 2 verschwindet, so ist die Lésung 


it ax’ — Ba-* ae 
Do ae s c= Vt—a’. 


ax’-+ Bar’ 
Ist endlich zugleich noch a* = }, so erhalt man 
fae B 


an (a+ Bloga)a 
§ 61. Ueber die hier auftretenden Cylinderfunctionen fiige ich 
einige Sitze hinzu und stelle Formeln zusammen, yore mehr- 
fache Anwendungen finden. 
A. Indem man fiir J,(6x) seinen Ausdruck durch ein Integral 
nach (43, a) setzt und darauf die Integrationsordnung in dem ent- 
stehenden Doppelintegral umkehrt, findet man 


if “e-?* J,(ba) "de Se ae PeRO TES ee oe 3 
‘ mS (p—ibeos gq)" 
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Hieraus ergiebt sich mit Hilfe von (35, c) als Werth des Integrales 
auf der Linken 


oll Bhi yeu apn ge 
Vp?+0 


Um nicht neue Bezeichnungen einzufiihren, muss man fiir » eine 
ganze Zahl setzen; es indert sich aber nichts wesentliches, wenn 
n gebrochen ist. M. vergl. (32, d). 

Fiir n = 1 verwandelt sich die rechte Seite in 


a (— es) 
Vo + p> Spt+yertp??’ 
integrirt man die dadurch entstehende Gleichung nach p von 0 bis 
p, so erhalt man 


ie by 1 1 
J J (b6x)da— — ———— 
(2 z Ge oie ry? 
und hieraus fiir p = oo die einfache Gleichung 
a dx 1 
hi J,(bx) —- = —-, (6 > 0), 
( 


welche Herr Weber im 69. Bd. von Borchardt’s Journal S. 232 
entwickelt. 


B. Die sehr einfachen Recursionsformeln zur successiven Be- 
rechnung der J und K lasse ich schon hier folgen, um an dieselben 
den Beweis von (30,9) S. 190 zu kniipfen, obgleich ihr Platz erst 
der § 63 sein wiirde, in welchem wir von den Recursionsformeln fiir 
die Zugeordneten der Kugelfunctionen handeln. Die Beziehungen, 
welche hier aufgestellt werden, sind ganz specielle Faille der fiir 
hypergeometrische Reihen bestehenden Relationes inter functiones 
contiguas. 

Aus (41) und (43) folgt, wenn 0 das zu den J und K gehérende 
Argument ist 


(a)... Wy =(FI,—JIpar) ad, ak, = (+ K, —Ky41)d0, (v > 0), 
dJ, = —J,d0 dk, = —K,d0. | 
Mit Hiilfe der Differentialgleichung (42) fiir die Cylinderfunctionen 
zieht man hieraus zundchst 
v0 dJ, — O4(0J, 41) = (0° — 6") J, dé 
und wenn man durch (a) reducirt, darauf 2 statt (v-+1) setzt, 


Gye 2y Ie Opn yas) 
16 * 
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Diese Gleichung mit (a) combinirt, giebt 
(ec)... 2d, = (Ja — J,41) 00. 
Aus dem System der Gleichungen (a) erkennt man, dass auch in 
(6) und (c) sich J mit K vertauschen lasst. 
C. Wir tragen nun den Beweis der Gleichung (30, g) nach. 

Setzt man in (31, a) S. 189 fiir s den Werth 

z= J,(O)logé+», 
so muss v die Gleichung 

d’y 2dJ, 
(dlog 6)? ~ dlogd 

erfiillen. Die rechte Seite derselben ist nach (a) gleich 20J,. Durch 
wiederholte Anwendung von (6) findet man 

OJ, = 4J,—9J, 

OJ, = 8J,—9J, 

OJ, = 123, -- OJ,, 
Ferner weiss man aus den allgemeinen Principien (S. 60, III. Satz), 
dass J,, wegen seines Ausdruckes (43, a) durch ein Integral, mit 
wachsendem v zu Null convergirt, ja sogar sieht man aus 
denselben mit Hiilfe der Integration durch Theile sofort ein, dass 
wv J, fiir v= oo noch endlich bleibt, wenn p irgend eine Zahl 
bezeichnet. Man erhilt also 

“alesoy Ly ae i PRO paws ae 3) 

Wenn man setzt 


+ 0% — 


v= 4,J,—a,J,+0,J,+-, 
wodurch die linke Seite der Gleichung sich nach (42) in 

27a, J,—-4a,J,+ 6a,J,—- 
verwandelt, so geniigt demnach 

@,=2, a, = 3, a, = 3, 
der vorstehenden Gleichung. Also ist 
(30, 9) ae J,logd +2(,—4J,+45,—--) 
ein solches Integral von (31, a), welches fiir 6 = 0 unendlich wird, 
wahrend das erste Integral J, endlich bleibt. 
Andererseits ist das allgemeine Integral, also auch z in (30, g), 
von der Form 
& = ak(0)+ BJO). 

Die Constanten o und @ hat Herr H. Weber bestimmt, und erhiilt a) 


*) Borchardt, Journal f. Math. Bd. 75, S. 85. 
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im Querschnitt, d.h. fiir ein reelles positives 8, 
Gap. KO) = 2 -f “cos(Bcosiu)du = J,(6)(log46-+ C) 
0 
+20, () —44,(0) + 34, — +); 


wenn C die in der Theorie der F Functionen vorkommende Con- 
stante bezeichnet, die in den Institut. cale. diff. Cap. VI. No. 143 
angegeben ist. Gauss theilt sie (bei ihm heisst sie — #,), nach 
eier Rechnung von Nicolai, auf 40 Decimale mit. Der ange- 
naherte Werth von —C ist 0,5772157. Bei complexem @ mit po- 
sitivem imagindren Theile muss, wie sich mit Hiilfe von (30, f) er- 
giebt, die linke Seite von (44, f) mit 
—K(6) + $niJ(6) 

vertauscht werden. 

Durch vfache Differentiation von (44, f) nach 6’ erhalt man 
nach (43) sofort die Entwickelung von K,(6) nach den J(6), 
welche der obigen von K(@) ahnlich ist. 

Nach der Methode des Herrn Weber findet man die Con- 
stanten @ und # in der fiir ein reelles positives 6 geltenden Gleichung 
aK(0)-+ BJ(0) = J()logO + 2(J,—4J, +=) 

auf folgende Art: 

Wenn 6 um 0.% wachst, so ist nach (30, f) rechts }aniJ(6) 
zu addiren. Lasst man nun @ in der positiv imaginadren Ebene bis 
—6+0.i wachsen, so dndert sich die rechte Seite wegen des logé 
um izJ(6); auf der linken geht ef (0 +0.%) in aK(—6 + 0.1%) oder 
aK(6—0.i%) tiber, welches nach (30, f) gleich 

ak (6 + 0.%) — ian J(0) 
ist. Man hat also o =—1. 

Um auch die zweite Constante 8 zu bestimmen, integrirt man 
die betreffende Gleichung auf beiden Seiten nach 6 von O bis oo. 


Man hat nach S. 197 i 
af J(0)d0 = 1 
O 


und nach 8. 224, weil J,(co) = 0 und J,(O) = 0 sobald » > 0, 
fo SANA M0 = 1 + = Nog. 


“ 7” cos Oxd 
yk K(o)40 = f ay eo 


0 


O 
Ausserdem ist 
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und dies gleich 
ie sin Oa da 
J ye 
fiir 0 = c also, nach S. 60, III. Satz, gleich 0. Somit erhalt man 
p= [ J(6)l0g0d0 + 2log?2. 
f 


Das hier noch vorkommende Integral transformirt man, indem man 
fiir log@ seinen bekannten Ausdruck durch ein Integral setzt, in 


ff 0000 =f (eo Sana en 


0 0 


mit Hiilfe von (0) auf 5.197. Das letzte Integral lasst sich ver- 
mittelst der Gaussischen Function # durch 


"Ot! Gaels 


: : Te : FOR 
ausdriicken; indem man s mit me vertauscht, zeigt sich, dass das 


zu # hinzukommende Glied 
ae 1 ds s+1 ie 
SS hp SSS = lo —— 
sf Hi ee 2 [os eaneet 
d. h. —log2 ist. Man hat daher 
8 = P()-+ log2 


und hieraus (44, f). 
D. Man hat Functionen der Veranderlichen 6 auf zwei wesent- 
lich verschiedene Arten in Reihen, die nach den Cylinderfunctionen 
fortschreiten, entwickelt, einmal namlich nach Functionen J,(6), 
deren Index » von Glied zu Glied sich andert, das andere Mal 
nach Functionen J,(A@), wobei man » festhalt und d sich von Glied 
zu Glied andert, sei es dass es die ganzen Zahlen durchlaufen soll, 
oder wie bei der Betrachtung des Warmezustandes in einem Cy- 
linder, die in unendlicher Anzahl vorhandenen Wurzeln einer ge- 
wissen transcendenten Gleichung mit reellen Wurzeln vorstellt. 
Um einen Factor fiir die Beurtheilung des Verhaltens solcher 
Reihen in Bezug auf Convergenz zu gewinnen, hat man bei den 
ersteren, bei welchen » wachst, in’s Auge zu fassen, dass v?J, (6), 
wie bereits S. 244 hervorgehoben wurde, fiir » = oo Null ist. Bei 
der zweiten Art von Reihen hat man aber J,(@), bei festgehaltenem 
v, fiir 6 = oo zu untersuchen, wenn 6 eine reelle Grésse bezeichnet. 
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Dazu bringt man die rechte Seite der Gleichung 
inv’ J, (0) = if 69 °08 Gog yp dg, 
0 
je nachdem » gerade oder ungerade ist, in die Form 


JL cos(dcosg)eosrpag, if" sin(o Cos p) sin »p dg. 
0 U0 
Es wird geniigen, an einem von den zwei Integralen, dem ersten, 
die weitere Behandlung durchzufiihren. Macht man 
cosp=1—a, cosrp = f(a), 
so wird dasselbe gleich 
cae caso LUST un sno f ey fl@)sined 5 
Va(2 -- a) Va(2—a) 
Aus der Formel ie 4. Satzes auf 8. 62 folet, wenn man dort setzt 
n=6, v=}, 9@)=f@Q—a)}, 
dass mit wachsendem 6 jedes dieser Integrale multiplicirt mit y/@ 
als Grenze hat 
¢(O)V 37 = $Y, 
so dass man fiir ein gerades » erhilt 
(45)... i” y70J,(0) = cos0+sin0, (0 = ov) 
und fiir ein ungerades » 
i”+1/n0J,(0) = cos8—sind, (0= x) 
also der Ausdruck bei dieser ersten Annéiherung nur in sofern ab- 
hangig von »y ist, als gerade und ungerade » zu unterscheiden sind. 
Dasselbe Verfahren liefert auch den Grenzwerth von K,(6) fiir 
6 = oo; im pat hat man 
is cos adda sinad da 
"ha eo ramets ar 
was die eel a i} 
(45, a)... 2V6K(0) = Vx(cos6—sind); (6 = oc), 
da die Integrale von einer grossen Grenze 4 bis c genommen fiir 
jedes 9 mit wachsendem h beliebig klein werden. Derselbe Aus- 


druck gilt noch, wenn man K mit i’ K, vertauscht. 


Stellt @ eine beliebige Zahl a+ bi vor und hehalt man die friihere Be- 
zeichnung bei, so wird in dem vorhergehenden Ausdruck (d) der Factor von 


cos@ jetzt 
We f(a) = cos ibe — ae O Sinibe da, 
0 y2- Vo 


2 
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also wenn a@ in’s Unendliche wichst, das Resultat (45) gefunden, wenn man 
rechts cos@-+sin@ mit cosa-+isina vertauscht. 

In dem gleichen Falle eines complexen @, welches mit positivem imagi- 
naren Theile bt genommen wird, ist 


n 
v K, (0) =i) e(—b-+a) cost cost vu du, 
0 
welches nach Einfiihrung von x = cos@w sich in 


wD ai dz 
if e—°*f(s)(cosaz + tsin az)——— 
4 yey 
verwandelt, wenn f(%) eine solche Function bezeichnet, dass f(cosiw) = cosivu. 
Sucht man den Grenzwerth fiir @ = oo, so wird man wiederum statt des 
Integrales von 1 bis oo ein solches von 1 bis h setzen. Es ergiebt sich dann 
als Werth von K,(@), wenn 0 = a-+ bi, fiir a = oo 

2V ai’ K,(a+bi) = Va(cos a— sina) +-iy(cosa- sina). 

Hieraus wird fiir i” K, im Querschnitt derselbe Werth erhalten, den man oben 
fir K, fand. 

Will man aber 6 unendlich werden lassen, so gelangt man zum Ziel 
durch folgendes Verfahren, welches ich hier nur fiir ein rein imaginéres Argu- 
ment 70 angebe. 

Dasselbe lisst sich am bequemsten auf die Functionen in der Form (m. 
vergl. (43) und (41, @)) 


(15636 ..(2v—1) i bs (i0) = a) “e-2e089 sin” pap, 
0 


1.3...(2v—1) K, (6) = oy f  @70 608i gin” iu du 
0 


anwenden. Zunachst wird die rechte Seite der ersten Gleichung, abgesehen 
von einem constanten Factor 


"7. 1 
= of e~20cos*4y sin” pdgy = e°(40)" fe?” (z(1—2))” tds. 
0 0 

Im Integrale setze man 296% = & und erhilt 

QV ed 20 w\’ 

=f Cae Us —_ a’—tdz. 

V 204, 20 
Man entnimmt Untersuchungen im § 44 iiber die Grenzen von P” oder Q", dass 
die Grenze fiir 6 = oo des obigen Integrals sich nicht andert, wenn es nur 


bis zur e'*" Potenz von @ ausgedehnt wird (0 < ¢ < 1), folglich gleich ist 
IT(v—+). Man hat demnach 


prs is enon | te a soNyealy past Soba) 
(45, 6b)... eae e° K, (0) = (+) 30° 


Als Differentialgleichung von J, (@) fiir 6 = oo findet Poisson 
(45,c)... d(sV6)+2/0d0' = 0, 


(Gor 
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da in der urspriinglichen Gleichung 
Ps VO)+(1+ 


das Glied 1:46%, als unendlich klein gegen 1, fortgelassen werden kann. 
Hieraus schliesst Poisson, dass J, die Form hat 


=O 


A cos + BsinG@ 
4 LAC) ; 
Herr Neumann, dass auch K, die Form besitzt 
Coos? + Dsin6 
LAG) = ; 


Die Constanten A und B findet Poisson gleich Ey in Uebereinstimmung 
© 


mit unserer allgemeineren Formel (45). Herr Car] Neumann bemerkt, dass 
J,(@) und K, (@) dieselbe Form besitzen, wie J, und K,; die Werthe selbst, 
welche ich fiir die Constanten A, B, C, D finde, sind bereits in (45) und 
(45, a) angegeben. 

E. Herr Carl Neumann entwickelt in seiner Theorie der 
Bessel’schen Functionen 1:(y—) in eine Reihe, welche conver- 
girt so lange Ma < fly, naimlich 


©. ge Se1,@o, 


wenn ¢, eine numerische Constante vorstellt, namlich die Zahl 2, 
so lange » > 0, aber 1 fiir » =O und O,(y) eine ganze Function 
von y—' des Grades »+1 bezeichnet. Den O legt Herr N. den 
Namen der Bessel’schen Functionen zweiter Art bei, da sie hier 
neben den J, wie in (1!) die Q neben den P auftreten. Dadurch 
dass ich die K, welche in anderer Beziehung die Q vertreten, als 
Cylinderfunction zweiter Art bezeichne, wird keine Verwechselung 
entstehen. 
Die Function O wird durch den Ausdruck aes 


2” Ty 
N... 40,0) =a (+5 Goa “oA 2, ie Ht ) 
wenn die Reihe in der Parenthese bei geradem » bis zu a” inel., 
bei ungeradem » bis zu #’—' inel. fortgesetzt wird. Herr N. driickt 
die O ferner durch ein Integral aus, welches man auch auf die 
Form bringen kann 


0,(@) =f eivsini (© + Se an ) eosin du, 
0 


so dass es aus zwei Integralen von der Form resp. 
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ea) oe 


0 0 
fiir ein ungerades oder gerades v besteht. 
Diese Formel benutzt Herr N. in ahnlicher Art wie es mit der 
entsprechenden fiir die Kugelfunctionen in der 2. Anmerkung zum 
§ 45 geschah. Integrirt man um den Punkt « = O herum, so wird 


ef Ay) Only) dy = 2, 


wenn n=», sonst 0; ferner 


fy Idyay = [0.ly) Only) dy = 0, 
es mégen n und » gleich oder verschieden sein. Hierdurch ergiebt 
sich der Satz: Jede Function f(#) von x, welche innerhalb eines 
Kreises mit dem Mittelpunkte 0 eindeutig und stetig bleibt, lasst 
sich innerhalb desselben in eine Reihe 
f(x) = & ay Jy(e) 
entwickeln, wo 
C= a [fe 0"@)ae, 

und die Integration positiv um den Kreis herum ausgefiihrt wird. 

Im § 62 wird noch einmal iiber die Entwickelung nach J, und 
die Bestimmung der Coefficienten « hierbei gehandelt. Man vergl. 
dort (47, d). Nicht nur haben dort die Coefficienten @ eine andere 
Form als hier, sondern auch der Bereich fiir die Giiltigkeit ist 
verschieden, bei Herrn Neumann eine Flache, namlich ein Kreis, 
im Folgenden die Axe des Reellen. 

Eine andere Entwickelung nach Cylinderfunctionen findet Herr 
Schloemilch im % Bande der von ihm herausgegebenen Zeit- 
schrift S. 137—165 in einer Abhandlung iiber die Bessel’sche 
Function, der auch die von Bessel und Hansen berechneten 
Tafeln der Funetionen J beigegeben sind. Er erhalt 


1) — (0) = as (av 0) f "cos2ve dxf "(wu 
0 0 


du 
yi—u? 


Dazu wird eine Function eingefiihrt 


wie 


4 @ if 
F(x) = — 3S! cos2va F(x) cos2vx dx; 
Wi 
0 
aus dieser Gleichung folgt 
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1 d "470 
dh F(60) 2. = 23'1,27)f F(8)cos2v0d0. 
‘ yi—2’? : 


Die linke Seite setze man gleich 47 f(6) und driicke F in dem Integral auf 
der rechten durch f aus. Eine Differentiation nach @ giebt die Gleichung 


rO= Lf PO es — 


ferner hat man offenbar 


‘0 (VP— F(x) dady 
ee (PO) —F(O)). 
LL Spee = FO-FO) 


Fiihrt man links Polarcoordinaten ein 


r=rcsg, y=rsng, 


wobei nach @ von 0 bis 47, nach 7 von 0 his @ zu integriren ist, so ent- 
steht links 


viele F'(r ae of re du af Fal) ees 
e7— ji— yi=2? 


folelich die Gleichung 


F(6)—F(0) = 6 f f"(6u) 


du 
yi—u 
Setzt man diesen Werth in den Ausdruck (g) ein und bemerkt, dass F(0)=f(0), 
so entsteht die Formel des Herrn Schloemilch. Die Umkehrungsformel, mit 
Hilfe deren hier F durch f ausgedriickt wird, riithrt von Abel her. Im 
1. Bande des Crelle’schen Journals gieht dieser in der Abhandlung ,,Auflosung 
einer mechanischen Aufgabe“ die Formel 


POP STE fem da wf (3) ds 
fle) = Bil oe aa 


und wendet sie an um einen Bogen s zu finden aus der Relation 


90 =f Ga 


§ 62. Im 2. Kapitel wurde iiber die Entwickelung einer 
Function nach Kugelfunctionen P” gehandelt; iiber die Berechti- 
gung, solche Reihen, welche nach den Zugeordneten P; oder nach 
den §, fortschreiten, wenn » festgehalten wird, durch Differentiation 
aus den ersteren abzuleiten, habe ich nichts zu bemerken, was fiir 
die Entwickelungen nach Kugelfunctionen specifisch und nicht in 
den allgemeinen Satzen tiber die Differentiation von Reihen ent- 
halten ware. Wir wollen zundchst die Coefficienten 6 in einer 
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derartigen gleichmissig convergenten Entwickelung 
(46)... fa) = Sb Pie) 


bestimmen. Hierauf werden wir in einer zweiten Entwickelung, 
nimlich nach den P mit verdnderlichem untern Index, 


BO. {ea = = Pia); 
die Coefficienten c aufsuchen. 
Setzt man X, fiir P;(v), so wird es sich fiir die erste Ent- 


wickelung um eine ahnliche Aufgabe handeln wie im § 14, ném- 
lich um die Ermittelung des Integrales 


1 
Af X" X" de = (m,n), 
A 


welches man sowohl nach der ersten als nach der zweiten Methode 
des § 14 untersuchen kann. Wahlt man die erste und setzt fiir 
die beiden Functionen X ihre Werthe aus (33), wonach 
X7X" = PR", 

nimmt ferner fiir die { ihre Ausdriicke nach 8. 202 unter (6), so 
entsteht 

ta _ Ha+») Mm — v) hee? (oi? « Ui eeln 

, M(2n) Hm) o da dar ty 

Sollte m nicht gleich m sein, so sei m die gréssere Zahl. Eine 
Reihe von successiven Integrationen durch Theile, bei denen man 
jedes Mal die Anzahl der Differentiationen des ersten Faktors er- 
niedrigt, des zweiten erhéht, zeigt, dass das Integral auf der Rechten 
Null ist, wenn nicht m—=n, da es sich nach m— » Integrationen 
durch Theile in 


1 qnr—m(p2__1\n 2m ~?___1 )m 
(ayo f’ de—™(a*—1)"— d?™(av°—1) rE 


da”— m da?” 


dz. 


= 
verwandelt. Der letzte Faktor unter dem Integrale ist eine Con- 
stante, daher das Integral ausfiihrbar und abgesehen von einer 
Constante, unbestimmt genommen, der n—m—1' Differential- 
quotient einer ganzen Function, die eine Anzahl x von Malen a+-1 
und «—1 als Faktor enthalt. In den Grenzen ist das Integral 
daher Null. Wenn aber m=, so wird es 


1" Hn) f (@*—tyrd =! 
= (—1)"-”. W(2n b Sie PA Gem oper | In. Tn. 


; § 62, AT. Zugeordnete Functionen. 253 


Hieraus ergiebt sich das Resultat, dessen Bedeutung im vollen Um- 
fange erst im II. Theile hervortreten wird: 
Setzt man 
4 BORA anes [1.3.5...(2n—1)]? 
re) oy In + »).1(n—) ’ 


so wird 


oe ge =a cae 
(46, b) . A [P(e = Oe ay 


Ferner hat man die Gleichung 
1 
HA P"(x) P?'(a) de = 0, 
=a 


sobald m und nm verschiedene ganze positive Zahlen vor- 
stellen, die nicht unter » liegen. 
Als Coefficienten 6™ in (46) erhalt man hieraus unmittelbar 


BA ay Ye : 
y eee . af DE f(x) P,(a) de. 


-1 


(46, c)... B® =(-1) 


Die Art, auf welche die Coefficienten 6 bestimmt werden, beweist 
zugleich die EKinheit der Entwickelung in (46). 

Bei der zweiten Entwickelung, in der Form (47), bestimmt 
man zunichst c,, indem man «# = 1 setzt, wodurch die rechte Seite 
sich auf c, reducirt. Man zeigt ferner, dass die Gleichungen be- 
stehen 


(2a) tee: Wace) ue Ee aeee v>0; 


oe n ax 
(AT, Bb)... Sf Xi BS zis 


wenn « und » zwei verschiedene ganze Zahlen bezeichnen und 


zieht hieraus 


(41, €) ... fe) =f) ¥"44.3 (-1y a x [ext =, 
vel e —of 


Man beweist (47, 6) aus der Differentialgleich. (36) der Zugeordneten nach 
der Methode, welche S. 68 als von Laplace herriihrend bezeichnet wurde. 
Multiplicirt man namlich die Gleich. 


y” dX; 
[241] xa = a[a—a) =" | 
mit Lame integrirt dann nach w von —41 bis 1, so zeigt sich mit Hilfe der 
Integration durch Theile, dass die rechte Seite, 
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Uf GaGa 


unverdindert bleibt, wenn « und y unter einander vertauscht werden. Daher 


findet_ man 
Ray As Wig tt 7 | 
wry fh XX = 
= 
und dadureh (47, b). 


Zum Beweise von (47, a) benutze ich eine Formel, die erst im II. Theile 
§ 73 abgeleitet wird, da der Beweis sich zwar auch mit Hilfe von 33, a—b 
fiihren lisst, jedoch dann eine etwas miihsamere Rechnung erfordert. Aus der 
erwahnten Formel folgt 


P"[a’+ (1 — 2) cosp] = 5" (—1)" a (X/)? cosrg, 
wo as” die Constante aus (46, a) bezeichnet, so dass das y = 0 angehorende 


Glied der Summe gleich (X”)? ist. Man erhilt also, wenn man auf die er- 
zeugenden Functionen tibergeht, 


# da 
ee # (d—2) V1—2ale*+ (—a") eos g]fa® 


ie dx 
(1— a”) V1— 2eea + @? 
ae == a” = (—1)” a®cosrp/ (X 5 
Mit Hilfe der tenet Formel ve 
afi da eV cine Va+ ba? +aVa+b 
(1— 2”) Va + ba’? apeaa fe ee 


findet man fiir das erste Integral 


— re log[e¢(1—e@) +y1— 2a [a + d—2”)cosg| 4+ &? 


4 
weniger der Function 4- (i- i= aay (1—2*), die von g unabhingig ist, also 


ebenso wenig zur rechten Seite von (a) beitrigt, wie das zweite Integral auf 
der linken Seite von (a). Der Ausdruck von der Form g-}-ha, dessen Lo- 
garithmus zu nehmen ist, verwandelt sich fiir —a statt @ in g—hax, so dass 


gthae _ (g + ha)’ 

log g—he oe 1— 2acosp-+ a’ ee 

Der letzte Theil ist unabhingig von g; das Uebrige verwandelt sich fiir a=1 in 
— log(4— 2acos g + a’) 

vermehrt um einen von g unabhingigen Theil, so dass die Entwickelung dieser 


Grdsse nach Cosinus der Vielfachen von g, dividirt durch 1—@, die rechte 
Seite von (a) liefert. Mit cosy ist links multiplicirt 


2 a’ 


y l—e 


’ 
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DA ons 
also — mit e”cosyp. Vergleicht man hiermit den Faktor auf der Rechten 
y 


von (a), so erhalt man unmittelbar (47, a) und damit auch (47, c). 

Durch einen Uebergang zur Grenze gelange ich von der Ent- 
wickelung einer Function nach Zugeordneten PY zu einer neuen, 
namlich nach Cylinderfunctionen J,(6), in der », wihrend 0 
festgehalten wird, alle Werthe von 0 bis co durchliuft. In der 
That ergiebt sich aus der Gleichung (47, c) 


(47,4)... ((0)=f@)J,(0) + E 2p “CO + OF.) a 


co : 10 
+ Ey Of OKO») 
:3 0 
Dieses Resultat beweist man sogleich nach den iiblichen Me- 
thoden zur Bestimmung der Coefficienten, vorausgesetzt dass eine 
in gleichem Grade convergente Entwickelung von /(0) nach den 
J méglich ist, mit Hiilfe der Gleichungen 


CU ey ACA) ae COE 


Chapel I(0)4,0) 2 = 0, 


0 
die gelten, wenn uw und » verschieden sind, aber w—y eine ge- 
rade Zahl ist. 


Fiir ungerade w und y beweist man diese beiden Formeln, und da- 
durch (47, d), mit Hiilfe der Gleichung (44, b) auf S. 82, 


sin(0 cos) = 2S (—1)’ 4 Jo, (0) cos (2-1) yw. 
Vi 


Aus derselben folgt zunachst 


(8) --- aye sin(O cos —p)sin (@ cos) 


0 
ea me dé 
= 8S (—1)K+" cos(2u —1) p cos(2v yf J41(9) Joy_1) 665i 
fey. 0) 


das Integral auf der Linken transformirt man vermittelst der Formel 


eee fae 
Ora G+ a" 


0 
aus welcher folgt, wenn @ und 6b positive reelle Zalilen bedeuten, 
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*? cosa — cosb0 zi fia yf cos a0 — cos b0 
: dé = d . 5 dod 
” . yi 6 : ae 0 a 6 a we 


n 


ett — e— bx 
ag 

0 
Dies Integral ist bekanntlich gleich logb—loga. Um alle Bedenken wegen 
der Zeichen zu vermeiden, denke man sich zunachst q und w kleiner als 470, 
ferner yw <q, und setze 

a@ = cos w — cose b = cosw -+ cose. 

Dann wird die linke Seite von (@) gleich 


poe iis cop = logeotg+(g + w) + log cotg (gp — w). 


° cosy — COS 
Vermittelst der bekannten Formel (0 << a < 7) 


cos 3a cos 52x 
4 log cotg $a = cosax + 3 + +... 


verwandelt sich die linke Seite von (@) in 


2) 
A 2n —1 
Die rechte Seite von (@) ist symmetrisch nach qm und w; man kann daher wy 
grosser als q nehmen, darf auch @ und w zwischen 37 und 7 wahlen, 
weil durch Vertauschung von qm mit z—q beide Seiten ihr Zeichen, nicht 
ihren Zahlwerth andern. Hieraus folgt fiir ungerade w und y sofort zuerst 
die Gleichung (47, f), dann (47, e). 

Fiir gerade m und y bedarf es eines etwas complicirteren Beweises, 
indem man zwar wieder eine Gleichung wie (@) durch Multiplication zweier 
Reihen bildet, von denen aber nur eine J, enthalten darf, damit in dem Pro- 
dukte das Glied J,.J, fehle. Man betrachtet deshalb, indem 


cos (A cos) = J,(0) + 23'(—1)” J2,(0) cos 2, 


cos (2 —1) gp cos(2n —1)w. 


das Integral 


(O)S. of cos (0 cos p) [cos(O cos p) — cos (Boos), 


1) 
welches man in die Summe zweier Integrale wie die linke Seite von (y) zer- 
legt. In dem einen ist 


a@ = cos + cosy b = cos -t cosy, 


in dem andern 
a = cos p— cos b = cosg — cosy. 
Fithrt man die Integration aus, so erhilt man fiir (0) 


2 cos 2y 
sees (cos 27 — cos 2ry, ) 


und dadurch unmittelbar die Gleichungen 47, e—f fiir gerade w und ». 
Anmerk. Herr Neumann findet durch seine, hier im § 61, E 
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erwahnten, Untersuchungen folgende Entwickelungen 

1 =J,4+2J,420,++-, 

O° = 2597 I;, 

O* = 2N(~— 2) vv + 2)J,, 

0° = 23(y —4)(v— 2) pv + 2)0 +4) J,, 

OF 2S, 

6° = 23(n—1)n(n+1) Jn, 

0° = 23(n— 3)(n—1)n(@m+1)(n-+ 3)J,, 
wenn nach » iiber alle geraden, nach  iiber alle ungeraden posi- 
tiven Zahlen summirt wird. Diese Formeln erhdlt man iibrigens 
sehr leicht durch Differentiation nach cosg, die ersteren von 
cos(O cosy), welches man eine gerade Anzahl Male, die anderen 
von sin(@cosg), welches man eine ungerade Anzahl Male diffe- 
rentiirt, wenn man nach vollendeter Differentiation cos = 0 setzt. 
Z. B. wird durch einmalige Differentiation von sin(6 cos q) erhalten 


dcos3q 
dcosg 


dcosd@ 

gee 

und setzt man g = 37 die Neumann’sche Entwickelung fiir 0. 
Will man diese Gleichungen auch aus der Formel (47, d) ab- 

leiten, so setze man 


OA cos(Ocos y) = 2J,— 2J. 


1 3 


f(0) = e- 86", 
entwickele zunichst diese allgemeinere Function durch (47, d) nach 
den J und setze nachher ¢ = 0, da sich sehr wohl der Werth des 
Integrals 

fe 80 5,(8)a0 

0 : 
auf den es hierbei ankommt und seine Grenze fiir «= 0, nicht 
aber das Integral, wenn man vor der Integration « gleich Null 
macht, bestimmen lisst. Aus einer Formel auf S. 243 ersieht man, 
dass die Grenze ist 

vies Cn — 3). OO) 

Von diesen Werthen haben wir fiir die Entwickelung nur solche 
zu benutzen, in denen »—v gerade ist; diese sind aber nach S. 207 
O wenn n—1 =», und 


(—1)".(v—n + 2)(v—2 +4)... + n—2) 


Heine, Theorie der Kugelfunctionen. 2. Aufl. iy 
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wenn n—1<~», endlich 1 wenn n=1. Die Zusammenstellung 
dieser Resultate giebt sofort die obigen Formeln. 

Endlich bemerke man, dass wegen (c) auf S. 244 unter selbst- 
verstaindlichen Voraussetzungen die Entwickelung eines jeden Diffe- 
rentialquotienten von f(@) nach Cylinderfunctionen bekannt ist, 
wenn man die von f(@) kennt. 

§ 63. Aus der Verwandtschaft der P und Q oder der $ und 
XQ mit den hypergeometrischen Reihen folgt, dass zwischen solchen 
Functionen $;, etc., deren obere oder untere Indices sich um ganze 
Zahlen unterscheiden, Gleichungen stattfinden werden, welche den 
Charakter derer tragen, die Gauss als Relationes inter functiones 
contiguas aufgestellt hat. Von diesen theile ich einige mit; das 
Argument der Functionen P; oder Q; ist hier x, so dass Py mit X; 
tiberenkommt. Man findet, wenn v= 2, die Recursionsformeln 

ms matey] n+yv)(n— v a 
(aigeh Gp tap oat Bs * Boas pt 
2¢+)e 


(@)... (n+y+1)P, = ae vet + (n—v—1)Py +2, 
Tala ae ait n 1 ‘, 
O.. Vee ee Be Ey 
dint ge 2” (—1—n?—n) on 
(c) Aon waar Ps = | Ps 
ny A aig omic Ny nce (nm + Hea P's. 


y+1 
Die Gleichungen fiir die Q sind diesen ganz as z. B. er- 
hilt man 


PS (ie en raters Ase mL 
n 2 il n 
(m9 +2002 = De Bee) (O. 
(5 2. 4 ¢rt! n+1 n 

(n+y+2) Vao?—1OFti 4-(n+1—7)2Q7** = Qn4+3)0%. 
Die letzte ebenso wie (6) verificirt man unmittelbar; die vorletzte 
ebenso wie (a) ist eine unmittelbare Folge der Differentialgleich. (23) 
fiir 5, indem 

dP", = (n—r) Pr ,1dz, dQ", = —(n+74+1)9"*,_1de. 

Die Gleichung (48) verdanke ich einer gefilligen Mittheilung 
des Herrn Wangerin. Zu ihrer Ableitung kann man von dem 
speciellen Falle » = 0 ausgehen, in welchem sie bekannt, nimlich 
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die Gleichung (16) ist. Differentiirt man diese »mal nach 2, so 
wird erhalten 


(n +1) a” X""'— (Qn 4+1)ad" X"4 nd” X"" = vQn+1)d’ XX" de. 
Die rechte Seite lisst sich nach (16, 6) mit »d’(X"t'— xX""")_ ver- 
tauschen; indem man schliesslich beriicksichtigt, dass 

Dn — A 
a xt = Ng dar, B= GPP, 
erhalt man (48) und auf ganz dbuliche Art die entsprechende 
Gleichung fiir die Q. 
Den Beweis der Formel (c) fiihrt man auf folgende Art, wobei 
zur Vereinfachung der obere Index » iiberall fortgelassen wird: 
Dureh Differentiation von P, und P_, findet man 


dP. n—v vx 
%, “_— —____ P,, PS 
(4) AE (wot Le eae 
dP. n+ Vx 
= — — P,. 
de yat—1 Aue wcliatt 


Hieraus folgt 


te PY 
yo*—1 i aa (n+ v)P,i+t(n — v) Py4t. 


Mit Hiilfe der Gleichung (a), aus der man zieht 
Qvx 


Gian —_—_P, = (n+ v)P,_1—(M — ») Py 41, 
yo—1 
findet man nach einer Multiplication mit 2”: /x’—1 die folgende: 
OP Ais 2n(n +1) (n— v)(n — vy —1) 
agate tet csr” ee 
1 (n+ »)(n-+v—1) oi 
y—1 
P, 


Aus (d) zieht man einen Ausdruck fiir x durch die Gréssen 


dx 
2 P, ae 
elt i e—1 


Prat, 


yon denen man die letzte vermittelst (e) durch P, und P,4.2 aus- 
driickt. Auf diese Art ergiebt sich (c). 


17 * 


260 I. Theil. Fiinftes Kapitel. § 64, 48. 


Finftes Kapitel. 
Die Kettenbriiche. 


§ 64. Die Verwendung der Kettenbriiche zur genauen oder 
angeniherten Berechnung des Verhaltnisses zweier rationalen Zahlen 
f, und f, fiihrt Herr Giinther*) auf Daniel Schwenter zuriick, 
Professor zu Altdorf im ersten Viertel des 17. Jahrhunderts, und 
citirt dessen Deliciae Physico-Mathematicae, Niirnberg 1636, S. 111. 

Man transformirt das Verhaltniss der beiden Gréssen f, und 
f,, die man sich zunachst als ganze Zahlen denken mag, durch 
eine Reihe von Divisionen, indem man setzt 


fy fe 
fi ea gS 
ea 


wo die Gréssen f,, f,, ete. ganze Zahlen bezeichnen und die Divi- 
sionen in der iiblichen Art ausgefiihrt werden, d.h. so dass f,, f,, 
etc. die kleinsten positiven Reste bei den einzelnen Divisionen 
werden, die 4 daher ganze, und, eventuell mit Ausnahme von 4, 
positive Zahlen. Der hierdurch entstehende Kettenbruch 

fy 


i! 
ere Ge ees 


frit, 
Ant F, 
besitzt erstens Eigenschaften, welche unabhingig von 
dieser bestimmten Art der Division sind, und die sich wieder 
finden, sobald ein System Gréssen f, 2, u durch lineare Gleichungen 
von der Form 


(a) sere f oa Af, ah fi, 

f=4h —"2 fs, 

i= -=_ =A fart lM, fs, 
zusammenhingt, wobei es vollig gleichgiiltig bleibt, ob die f, 4, u 
Zahlen oder irgend welche Functionen veranderlicher Gréssen sind; 
das System (a) driickt aus, dass zwischen ihnen eine Differenzen- 
gleichung zweiter Ordnung 
fins" fu} (Zins — ta) A fe (inia = an +1) fe =e 0 


*) Darstellung der Niherungswerthe yon Kettenbriichen in independenter Form. 
Erlangen 1873. 
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besteht. Diese Eigenschaften gehen auch dann nicht vdllig ver- 
loren, wenn nicht, wie hier im Systeme (a), drei sondern eine 
gréssere Anzahl von f durch homogene lineare Gleichungen zu- 
sammenhangen. 

Zunachst stelle ich von den erwahunten formalen Be- 


ziehungen die bekannteren zusammen, die sich auf den 
Kettenbruch *) 


(Yi 0e a, 


2 Ve, 
beziehen, welcher mit dem Systeme (a) zusammenhiingt. Wir be- 
zeichnen diesen Bruch durch 

| By My eee Mat Mal 

Ua Pe Ne hey 

Das Einrichten des Bruchs. Setzt man 


Z, = Ao) N, = is 
Z, ==, As N, =i, 
Z, — 1, Z, =p, Zo, N, = 4,N, ra LU, N,, 


(0) ei Ly Ap heli D2) N, =A,N,1—wN-2, 
so lasst sich zeigen, dass fiir jeden Werth des Index z die Gleichung 
stattfindet 
Ca) oo Few], He a oo 
Ne RCA Ate. ci hp 

Dieser Ausdruck heisst Naherungsbruch von o und ist fiir v=” 
der Bruch o selbst. Z, und N, heissen die z'e" Niherungs-Zahler 
und Nenner von o. Der Beweis der Gleichung (d) wird, wie be- 
kannt, durch vollstindige Induction gefiihrt. 

Die Naherungszihler geniigen sonach einem System linearer 
Gleichungen welches dem Systeme (a) ahnlich ist, und zugleich 
der Differenzengleichung 

DZ, = (Ci 142) 4Z,4+ A+ Mr32—hiza) Zi aan We 

der Nenner N, ist eine Lésung derselben Gleichung. 

Den Zahlern und Nennern Z und N giebt Herr Painvin **) 

*) Wenn es sich um Entwickelungen von Functionen o handelt, so wendet 
man haufig diese Form an; bei Entwickelungen von Zahlen o vertauscht man die 
Partialzahler —wu in der Regel mit w. 

**) Liouville, J.d.M. Sér. Il, T. III, 1858: Sur un certain systeme d’équations 
linéaires p.41—46. Herr Giinther citirt in seiner Schrift, welche tibrigens reich 
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die Form einer Determinante, welche in einigen Fallen mit 
Vortheil angewandt werden kann. Ich zerlege die Gréssen mw auf 
eine ganz beliebige Art in Produkte, so dass Un = mb»; dann wird 
offenbar Z, die Determinante 


h, 69 010 102, £90 C00 BIOaITO 
a bic O RENE ONOOIENO RS) 
MRC ete ee EO 
(inn be De et ST Oe ae 
0.040 op Ap iO, 0 0 0); 


OncOrgs nndiecrleae. Had 
OO) 23. Ghee tan 
On Oteen. O thes Myesy Wp 
0: 0: 0200 Og = Oe Oa, =A, 
wihrend N, die Determinante vom Grade «¢ ist, welche durch Weg- 
lassung der ersten Horizontal- und der ersten Vertikalreihe aus der 
obigen erhalten wird. Diese Determinante ist so gebildet, dass 


SoS 
Sao eo ° 
ao © 


wenn c, das Glied der m'* Horizontal- und der x‘ Vertikalreihe 
bezeichnet, c;,’ immer Null ist, sobald die Differenz der Indices m 
und n die Einheit tiberschreitet. Ein Beispiel fiir die Anwendung 
giebt Herr Painvin selbst. Ich verwende unten diese Form bei 
den Funetionen des elliptischen Cylinders und den Lamé’schen 
Funetionen (II. Theil, IV. Kapitel) in der Art, dass ich uw in gleiche 
Faktoren zerlege, also setze dy = bm = Vu, und dadurch eine 
Verbindung mit Coefficienten orthogonaler Substitu- 
tionen herstelle. 

Wenn man die Abhingigkeit des Naherungszihlers von den 
Partialzihlern w und Partialnennern 4 fiir jeden Index ¢ durch 
(ec)... A2= (Ao; Hy Ags Mey A, ; vee fy 4.) 
an historischen Nachweisen ist, S. 27 den Inhalt dieser Abhandlung des Herrn 
Painvin nicht ganz genau, wie es scheint nur nach einem Citat, welches er in 
meiner Abhandlung im 56, Bande des B orchardt’schen Journals S. 79 gefunden hat 
und nicht vollig richtig wiedergiebt. (Ich sage namlich dort, die angegebene Glei- 
chung folge aus den Formeln des Hrn. Painvin und nicht, sie sei die Formel 
des Hrn P.). Die Arbeit des Herrn Painvin erledigt in der That, wie mir scheint, 
alles wesentliche iiber die Darstellung der Kettenbriiche durch solche Determinanten. 
Herr Giinther durfte nicht annehmen, dass dem Herrn Painvin oder anderen Ma- 
thematikern, die sich mit diesem Gegenstand beschaftigen, der Zusammenhang solcher 


linearen Gleichungen mit den Kettenbriichen, der seit Euler ganz bekannt ist, ent- 
langen sei, wenn sie ihn auch nicht da erwahnen, wo er keine Rolle spielt. 
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andeutet, so folgt mit Anwendung desselben Zeichens 
Reventon A. tothe nie, bis Age 
Aus dem Bildungsgesetz (c) der Zaihler und Nenner Z und N 
folgt, dass der Kettenbruch fiir Z,:Z,-1 oder N,: N,1 einfach mit 
dem fiir Z,: N, verbunden ist. Man hat néamlich 


Tien Ob. Oe aly fG 
(DESTINY aay vey ne Sane ep 
N, ~ RIL Sere 
NG aay 1 Sg Ves eee a 
Ebenso zieht man aus (c) 
@)i st ZSON, SWZ, = pe, 
woraus folgt, zunachst 
LL We UG 


IN N, NAN, } 


’ 


und dann allgemein 


Z, 
(ta Ling brie 
N, Nes 
i {42 [yj 42- «fl, 4.3 (ti ponen thes 
oo ae Bynes N, Ni+1 ii NN; +2 i aN. | a Nuve-t Woo) 


wenn ¢ und « positive ganze Zahlen bedeuten und ¢-+-s ein im 
Kettenbruche o noch vorkommender Index ist. 

Durch das System (a) kann man (M. vergl. S. 102) eine 
lineare homogene Gleichung zwischen je drei Functionen 
f mit verschiedenen Indices herstellen. Diejenigen, welche vor- 
zugsweise Anwendung finden, sind die Euler’schen 

(é) woe fy = Aah 4. S.2fi1 

f, =Nafi—wN fiz 

My Ms tiefirs = Zaif,—N-ah, 
von denen die letzte sich aus den beiden ersten unmittelbar durch 
(g) ergiebt, die beiden ersten aber durch vollstandige Induction be- 
wiesen werden, indem man in ihnen /, durch 4, fi4.1— t41f/.+2 ersetzt. 

Ist eine Grosse o in einen Kettenbruch (6) nach irgend einem 
Principe entwickelt, so lasst sich eine Grésse o,,1 von der Be- 
schaffenheit finden, dass der e'e Naherungsbruch, wenn man in 
ihm 4, dureh fee Me ersetzt, genau gleich o wird. In der That 


O.+1 
braucht man nach (d) dieses o,;1 nur so zu bestimmen, dass 


O.41-2,—Mi41-Z-1 . 
O.41- N,— fi41- Ni 


C6 = 
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Die Auflésung dieser linearen Gleichung giebt 


oN,-1— Z,— 
(k) eee) Oni = M+1 ae aa : 


Ich stelle die folgenden hierher gehérenden leicht abzuleitenden 
Gleichungen zusammen: 
ol. be Me Mott 
Aid oes eee 
LL, lg oes bet (De cea Lp in 
Z,— oN, = 4 = . 
O,41 Ni M41 Nuys 0, On ++ O.41 


Ist, wie im Systeme (a), o=f,:f,, so wird o, =f.: f.41- 

§ 65. Wir kommen nun zu den Eigenschaften der Ketten- 
briiche, welche nicht formaler Natur sind, sondern das 
Wesen der entwickelten Grésse o treffen und von den Principien 
abhangen, nach welchen man entwickelt, also die 4 und mw wahlt. 

Zunichst betrachten wir den Fall, dass die f oder o feste 
Zahlen, nicht Functionen von Veranderlichen sind. Wir schicken 
ihn voraus, da die Behandlung des andern Falles diesem nach- 
gebildet ist; dort kénnen freilich die Satze nicht immer mit der- 
selben Bestimmtheit ausgesprochen werden, wie hier. 

a) In diesem Falle heben wir als Hauptform des Kettenbruchs 
die Form 


(a)... o=A+— 


hervor, und nennen diejenige Entwickelung die wahre Ent- 
wickelung, in welcher simmtliche 4 ganze Zahlen bezeichnen, 
die héchstens mit Ausnahme von 4, positiv sind, o,,, aber irgend 
eine positive Zahl, welche grésser als 1 ist. 

Fiir jede Zahl o giebt es eine und nur eine wahre 
Entwickelung von e+1 Gliedern. Denn liegt der Bruch (a) 
vor, so ist 

o,=A,+ i 

: O41 
positiv und >1, ebenso o,-1, etc., 0. Es sind ferner, sobald o 
gegeben war, 4, und o, vollstindig bestimmt. In der That kann 
eine Zahl o nur auf eine Art in die Summe einer ganzen Zahl und 
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eines positiven Restes zerlegt werden, der <1. Eine weitere Zer- 
legung von o, zeigt, dass auch 4, bestimmt ist etc. Wir handeln 
jetzt von der wahren Entwickelung. 

Der Kettenbruch heisst ein endlicher, wenn an einer 
Stelle die Entwickelung nach dem einmal festgestellten Bildungs- 
gesetze nicht weiter fortgefiihrt werden kann, sondern abgeschlossen 
ist, wie hier, wenn o,, fiir einen Index « eine positive ganze Zahl 
wird, die selbstverstindlich wenigstens 2 ist. 

Eine rationale Zahl kann in einen geschlossenen Kettenbruch 
von der Form (a) entwickelt werden, wie ein bekanntes Divisions- 
verfahren zeigt. Wegen der Einheit der Entwickelung zieht man 
hieraus: 

Der Kettenbruch fiir eine rationale Zahl ist ge- 
schlossen, fiir cine irrationale Zahl unendlich. 

Bei einer wahren Entwickelung bilden die Nenner eine 
wachsende Reihe positiver Zahlen. Aus der letzten Gleichung im 
vorigen Paragraphen folgt 

Z, (a1) ¢ 
Nabe TOA Op ascO-nr ve” 


daher nahern sich die Niherungsbriiche mit wachsendem Index ve 
stetig der Zahl o und sind abwechselnd grésser und kleiner als o. 
Aus § 64, h folgt bei einem unendlichen Kettenbruch, dass o durch 
die convergente Reihe 
1 1 if 
GF Waib Nota N,N,- 
dargestellt wird. 

8) Einige Eigenschaften mit diesen Kettenbriichen gemein haben 
solche in der allgemeinen Form (b) des § 64, in welchen alle 2,, 
u, und A,—u,—1 positiv sind. Ich zeige, dass dieselben sich in 
Kettenbriiche mit nur positiven Gliedern verwandeln lassen. 

Zur Abkiirzung bezeichne man an dieser Stelle Theile jenes 
Kettenbruchs o durch 7, setze namlich 
be 
i T41 


y= 
so dass o = A,—z,. Dann ist 


7 ey eae 
foe) ely ees ees a gly ee 
Se 
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Durch dasselbe Verfahren transformirt man den Nenner 4,—,—z2, in 
1 
4,— 1 — 1+ Te 
i Noladaa a 
me A,—"U,— 


3 
und fahrt so fort, indem man am Schlusse des Kettenbruchs 2,4 = 0 


setzt. Man hat also o in der That auf die Form eines aus posi- 
tiven Gliedern w und 4 bestehenden Bruches gebracht, namlich 
auf die Form 

| Sige susie linden Ole 

gested Alia cha astied Jaye (eee 

War 4, > 2, so ist der Bruch o noch ausserdem >1. M. vergl. 
die Anwendung im § 104, 2. 

Dasselbe Resultat erhalt man in dem giinstigeren Falle, dass 
die « nur theilweise positiv sind; man hat dann nicht néthig, bei 
allen Gliedern das obige Verfahren anzuwenden, erhalt aber nicht 
eine so vollig gleichartige Endformel wie hier. 

Es mége hier an die Arbeit des Herrn Seidel aus den Ab- 
handlungen der bayr. Akademie*) erinnert werden, der im § 4 
solehe Kettenbriiche betrachtet, bei denen simmtliche uw positiv 
und gleich 1 sind, und findet, dass der Fall, in welchem die é 
nicht unter 2 liegen, eine Scheide fiir die ,regulire Classe“ bilde. 
Es hingt dies unmittelbar mit unserem Satze zusammen, der dort, 
wo uw, = 1, fiir die Transformation verlangt, dass 1,— 2 nicht negativ 
werde. ; 

vy) Von den Resultaten, welche die beiden scharfsinnigen For- 
scher auf dem Gebiete der Kettenbriiche, die Herren Stern und 
Seidel, gefunden haben, sei bei dieser Zusammenstellung noch ein 
Satz erwahnt, welchen Herr Seidel in seiner Habilitationsschrift, 
Miinchen 1846, und Herr Stern im 37. Bande des Crelle’schen 
Journals fiir den Fall gefunden haben, dass simmtliche 4 positiv 
und simmtliche uw negativ sind: Léiauft der Bruch in’s Unendliche 
fort, so convergiren seine Niherungsbriiche zu einer bestimmten 
Grenze, wenn yon den beiden Reihen 


o= 


yy NH ONL, VIL. Bd. IIL. Abth. Bemerkungen iiber den Zusammenhang zwischen 
dem Bildungsgesetze eines Kettenbruchs und der Art des Fortgangs seiner Nahe- 
rungsbriiche, Miinchen 1855. 
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(b) ... AA, My ag fe; Ue, iby) MM Ms tp 


My [yy My My Me 
h “fe ji, Hs +2 Ly My 1 i. My key Le, Ve 
: u, i Us UU; ; (su, lt, es 


wenigstens eine divergirt. Convergiren beide, so haben die Nihe- 
rungsbriiche keine Grenze. 

§ 66. Bei der Entwickelung einer Function o in einen 
Kettenbruch kommen vorzugsweise zwei Methoden in Betracht. 
Die erste schliesst sich der Art an, auf welche man im § 65 
unter (@) eine reelle Zahl in einen Kettenbruch entwickelt, und 
wird in solchen Fallen angewandt, wo o eine Reihe giebt, die nach 
absteigenden Potenzen der Verinderlichen, die w heisse, geordnet 
ist. Man setzt dazu 

oi ee 0, ee 0, oN ies 
9, 0, 3 
wo 4,, 4,, 4,, ete. ganze Functionen von x sind, und die o mit x 
zugleich unendlich werden. Auf diese Art erhalt man fiir o einen 
ganz bestimmten Kettenbruch 
fe Pet ra te 
LA RAR oA, oO halt 
in welchem die 4 ganze Functionen, wenigstens vom ersten Grade, 
bezeichnen, und o,,, fiir «= oo unendlich wird. Diese Entwicke- 
lung spielt die Rolle der wahren im § 65; auch sie ist nur auf 
eine Art moéglich. Sie andert sich nicht wesentlich, wenn man 
den uw irgend welche constante Werthe ertheilt; es hért nur die 
Einheit der Entwickelung auf, was iibrigens mehr die Form als 
den Inhalt der Sitze trifft, die ftir diese Art der Entwickelung 
gelten. 

Die zweite Entwickelung bezieht sich auf Reihen o, die 
nach aufsteigenden Potenzen einer Grésse «—e geordnet sind, 
wenn c eine Constante bezeichnet, die bei unseren Anwendungen 
Null wird. Man erhalt sie indem man setzt 


4 L 
Cee. Gh ee 
6, 0, 


und unter 4,, 4,, ete. Constante, unter w ganze Functionen von «x 
und unter den o solche Functionen von x versteht, die fiir 7 = 0 
einen endlichen Werth geben. Unter diesen spielen im Folgenden 
die Briiche eine Hauptrolle, in welchen alle 4 gleich 1 sind, und 


’ 
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die « ganze Functionen ersten Grades bezeichnen, also die Briiche 
der Form 

(6) o2y 6 = 1 = , ii 
wenn die a Constante vorstellen. Auch diese Entwickelung ist nur 
auf eine Art méglich. 

Einen Kettenbruch von der Form (6) kann man in einen an- 
deren, welcher der Form (a) angehért, verwandeln, indem man 
statt 2 seinen reciproken Werth einfiihrt, und setzt c=y'. Da- 
durch wird zunidchst ; 


b] 


@, Gy, A, A... Ay 


aes Ley gligt oles 0e, Ie 
Macht man 
2, 
Peden tine = 
fae 2+1 ; 
Y — T2142 


wo nur zum Schlusse des ganzen Kettenbruchs eine selbstverstand- 
liche Modification eintritt, so ist 


ferner 
a, a, 
—d,—t, 


emo gla 


Also kann man schliesslich mit Herrn Heilermann*) dem 
Kettenbruch (6) auch folgende Form geben: 
(pena irsS 

a, a, a, a, 2,4 A,—3 Ay,-2 2,1 Ay, 
1 y—a, y—a,—a, y—4,— 4, ... ¥—G,-3— 0,2 Y— Oy On, 

§ 67. Einige von den vorhergehenden Untersuchungen wen- 
den wir nun auf einen besonders wichtigen Kettenbruch an, den 
nimlich, in welchen Gauss den Quotienten zweier hypergeometri- 
schen Reihen F entwickelt hat. Man setzt 

f, =F, 87,0), f, = Fo,8+1,7 +1, 2), 


und allgemein 


*) Crelle, Journal f. M. 33, Bd. § 5, S. 184—185. Herr Giinther beweist 
die folgende Form (c) in seiner Schrift 8. 69—75. Sein Verfahren, die Anwendung 
der Zaihler und Nenner von Kettenbriichen in Form yon Determinanten, scheint sich 
in diesem Falle nicht besonders zu empfehlen. 
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fu—1 = F(a+e—1, B+6,y4+2c—1,@), fe, = F(a+e, B+e,y+2:, 2), 
tose DG et Bl) el! OG -eOis 
GY 2e—2)y+2e—-1) 2 (y+ 26—-D(y + 20) 
Indem man die Differenz f,—f.,: bildet, erkennt man sofort, dass 
die Functionen f ein System linearer Gleichungen, wie (a) S. 260 
erfiillen, worin alle 4 gleich 1 sind und u,=—a,2, nimlich das 
System 


ay) = 


f = fo Gh, ey fe ah Pf, »--. 
Man erhalt daher fiir den Quotienten f,:f, den Kettenbruch, der 
die Form (6) des § 66 besitzt, 
iB Gf) G22 2 
Cra: irae a 1 t 
Diesen Kettenbruch, oder vielmehr den reciproken fiir f,:f, hat 
Gauss in den disquis. gen. circa ser. inf. etc. abgeleitet. Aus dem 
Vorstehenden entnimmt man, dass man ihm auch die Form 
geben kann 
(eieethes ast een Yo) =| (Scent 5 Sa le YALA Baal: 
Fla, 8+1,y7+1,97)) i Y—@, Y—G,—G, Y—4,—G, «.- ; 
so dass die einzelnen Partial-Zaihler und Nenner, wenn man von 
dem ersten absieht, simmtlich ein gleiches Gesetz befolgen, wah- 
rend die des urspriinglichen Gauss’schen ein alternirendes, da 
a,, a,, a, nach einem Gesetz, a,, a,, etc. nach einem andern fort- 
schreiten. 
Im I. Zusatz zu diesem Kapitel wird gezeigt, auf welche 
Art ich zu einfachen Ausdriicken fiir die Naherungs-Zahler und 
Nenner dieses Kettenbruchs und ebenso des allgemeineren gelangte, 
der sich auf solche Reihen bezieht, welche als allgemeinere hyper- 
geometrische im Zusatze zum II. Kapitel behandelt wurden. In 
Folge der spaiteren Untersuchungen Riemann’s (Meine hauptsach- 
lichen Resultate theilte ich im Januar 1857 in Borchardt’s Journal 
mit) iiber die hypergeometrischen Reihen erscheinen diese Resultate 
auch noch unter anderen Gesichtspunkten. M. vergl. eine Arbeit 
des Herrn Thomae im 70. Bande von Borchardt’s Journal. 
Hier beschiftigen wir uns mit den besonderen Methoden zur Ge- 
winnung solcher Naiherungswerthe fiir die specielleren 
hypergeometrischen Reihen, in denen eines der beiden ersten 
Elemente gleich 1 ist. Zwar wiire es fiir die Theorie der Kugel- 
functionen ausreichend allein die logarithmische Reihe zu betrachten, 
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doch liegt die allgemeinere Auffassung in. dem Interesse der Dar- 
stellung des speciellen Falles. 


Aus S. 143—144 weiss man, dass diejenige Lisung der Differentialgl., 
welche F(a, 8, y, x) ist so lange Mx <1, in der ganzen Ebene mit Aus- 
nahme der Strecke auf der Abscissenaxe von # = 1 bis o© eindeutig und con- 
tinuirlich fortgesetzt werden kann. Herr Thomé weist im 66. und 67. Bde 
von Borchardt’s Journal nach, dass der oben erwihnte einfache Ausdruck 
fir den ce’ Naherungsbruch mit wachsendem ¢ sich wirklich der Grenze 
f,:f, nahert, wenn f, und f, die Reihen F(a, 8, y, x) und F(a, 6+1,y+1,2) 
resp. ihre Fortsetzungen vorstellen. Herr Thomé hat dort die S. 144 ange- 
wandte Grésse % eingefiihrt, und griindet seinen Beweis darauf, dass er zeigt, 


die Grenze von 
(14+-2)-*F(a +4, 8+ 0, y+ 20, x) 
und seiner Fortsetzung, fiir ein wachsendes ¢, sei 
CRI ats OCIS Vivi 2 

Indem ich Herrn Thomé als den citirte, welcher die Convergenz des 
Kettenbruchs bewiesen habe, glaube ich dem Gebrauche zu folgen, nach wel- 
chem man einen derartigen Beweis demjenigen zuzuschreiben pflegt, der ihn 
nicht nur selbsténdig gefunden hat, sondern ihn auch fertig in einer Form 
vorlegt, bei der den Mathenmatikern eine Hinsicht und Priifung méglich ist. 
Mir ist wohl] bekannt, dass Herr Thomae im 70. Bande des Borchardt’schen 
Journals mittheilt, Riemann habe das Resultat bewiesen, von dem hier ge- 
handelt wird. Auch enthilt Riemann’s Nachlass (vergl. Werke S. 400) ein 
denselben Gegenstand hetreffendes Fragment in italienischer Sprache aus dem 
Jahre 1863 Sulle svolgimento del quoziente di due serie ipergeometriche in 
frazione continua infinita. Herr Thomé fihrt dazu in die Differentialgleichung 
der hypergeometrischen Reihe jene Griésse z als unabhangige Veriinderliche ein, 
und Riemann gebraucht in dem Fragment, zu dem gleichen Zwecke, die 
im § 44 erwahnten Prinzipien von Laplace fiir das Euler’sche Integral, 
welches die Reihe summirt. . 


Gauss wendet in seiner Methodus nova integralium valores 
per approx. inven. seine allgemeinen Untersuchungen iiber die 
Kettenbriiche bei hypergeometrischen Reihen auf die specielle Reihe 
a+1 1 
zlog ROreiie 3 > FG: 1, 3, @~”) 
an. Indem man «o =}, B=0, y=}, und a2 fiir @ setzt, findet 
man aus (a) auf S. 269 

: coe aa aes, Be 
slob reraT i410 ohaal We ml] salmor 
wo die Werthe der a sind 


) vik, tal oda ma 
eh eR Rr CATE aly eer ry 


Transformirt man den Kettenbruch durch einfache Hiilfsmittel, so 
erhilt man hieraus 
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e+] a hy Al page ae | WS 
a Ble 0 wore Sen Te 
Die Nenner dieses Kettenbruchs und ebenso gewisse hier vor- 
kommende Reste sind es, deren merkwiirdigen Zusammenhang mit 
den Kugelfunctionen Gauss entdeckte (M. vergl. die zweite Note 
auf S. 92); iiber diesen Zusammenhang soll hier gehandelt werden. 
Es ist aber hierbei gar nicht erforderlich, dass der Kettenbruch als 
bereits bekannt vorausgesetzt werde; man hat nur vorlaufig vor- 
auszusetzen, dass der Logarithmus sich tiberhaupt in die Form 


—c, C, OR 
O #x+b, «+b, w+), 

entwickeln lasse. Um die Betrachtung etwas zu vereinfachen, 
versuche man sogleich, dem Bruche solche Form zu geben, in der 
simmtliche 6 Null sind; die Methode selbst wiirde zeigen, dass sie 
in der That Null sein miissen, wenn iiberhaupt die Entwickelung 
moglich sein soll. 

Die Zahler und Nenner eines solechen Kettenbruchs werden 
nach dem Bildungsgesetz (¢) auf S. 261 

Die Cat phi -0,20,*, wn 69 2 4, == @Z,4—C6,2,2, 
Nea. N20), act Nog ON 27 oN ies a 
so dass Z,,: und N, nach 2 yom Grade « sind. Wenn nun o die 
Function ist, welche durch einen Kettenbruch ausgedriickt werden 
soll, also hier der Logarithmus, so erhalt man aus (h) auf S. 263 


fiir ¢ = oo 


ane 


; wal €,42 N, 

CG) 80 SZ, = C6041 [ Noa + Nouns .|- 
Ordnet man nach absteigenden Potenzen von x, so beginnt die 
rechte Seite daher mit der —-(¢-+1)'™ Potenz, und setzt man 

N =e, 2 1 4 we a, Oe, | 
so folgt aus der linken Seite von (e), dass in dem Produkte 
a3 a 
os oe 
die —1te, —2', ... —c'* Potenz von 2 (incl.) fehlen, ihre Coeffi- 
cienten also Null sind. Diese Bedingung ist die charakteristi- 
sche dafiir, dass N, der ce’ Niherungsnenner eines Ketten- 
bruchs fiir o sein soll; sie reicht, wie sich zeigen wird, genau 
zur Bestimmung der simmtlichen Constanten x im Nenner N, aus, 
da x, =1, wie das Bildungsgesetz der x zeigt. Der Zihler Z, 
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ist schliesslich die ganze Function, welche bei der Multiplication 
von N mit o entsteht. Es sind fiir die Bestimmung der x nun zwei 
Falle zu unterscheiden. 

1) Ist v gerade, so enthalt N, offenbar nur gerade Potenzen 
von 2, so dass x,, x,, ... Null sind. In dem Produkte von N, mit 
der Reihe fallen dann von selbst die geraden Potenzen von « fort, 
und zur Bestimmung der x dienen die Bedingungen, dass die 
—lte, —3te, ... —(e—1)' fortfallen miissen. Jede von diesen 
Forderungen wird durch eine lineare Gleichung zwischen den x 
ausgedriickt, so dass man 4c lineare Gleichungen erhilt, ebenso 
viele wie es Unbekannte x giebt. Diese ae sind 


% Hy —2 
rare a 
x HX —2 . 
L 7 _ 6) 
as 
Hy Be 2 cee ~ 
e—1 ee i Ops => , 
indem namlich die ree auf der Linken gerade die Coeffi- 
cienten vorstellen von 2 zur Potenz —1, —3,... —(e—1) in 


dem Produkte 4N, log— ae 


2) Ist e eat Xi) va N die Form 
N, = (4, a! + x, aw +--+, 1), 
besitzt also 4(¢—1) unbekannte Coefficienten, die so zu bestimmen 
sind, dass im Produkte die Coefficienten von # zur Potenz —2, 
—4, ... —(/—1) fortfallen. Man hat also wiederum so viele 
lineare Gleichungen als es Unbekannte x giebt, namlich +(¢—1). 
Diese Gleichungen sind 


*—-1 4,—3 
Ta | 4,3 os 

5 prune oe 4 ek 
A,-1 1 —3 Xo = 

L its +2 nee sD 25 6 i. 


Solche Systeme von Gleichungen hat Gauss in der erwihnten 
Arbeit tiber mechanische Quadraturen aufgestellt; er giebt im § 18 
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die Unbekannten x an, welche er durch ein von ihm nicht naher 
bezeichnetes Verfahren*) ermittelt. Darauf leitete Jacobi**) die 
von Gauss gefundenen Resultate auf eine neue Art ab, welche 
weiter unten mitgetheilt wird. Endlich habe ich die Systeme 
linearer Gleichungen verallgemeinert, dann durch directe Elimi- 
nation der Unbekannten gelést und dadureh die Resultate von 
Gauss, welche sich auf die logarithmische Reihe bezogen, auch 
auf alle hypergeometrischen iibertragen, deren erstes oder zweites 
Element gleich 1 wird, spiter auch auf die durch ein fiinftes Ele- 
ment g verallgemeinerte. 

Das System, auf dessen Lisung es bei jener hypergeometrischen Reihe an- 


kommt, bei welcher @ und y allgemein bleiben aber @ gleich 1 wird, be- 
steht aus » linearen Gleichungen 


a a(a+1) AN a(a+1)...(a+v—1) 
Eyer eroa Dn ee (yt) 
(a+1)(a+2), Bia, ee Cee (a+) 
Hy) GG). (y+7) a 


Man erhalt simmtliche » Gleichungen aus der ersten, indem man @ und y zu- 
gleich successive um 1, 2, ... y—1 Einheiten erhdht. Aus der ersten und 
zweiten von diesen eliminire man auf gewoéhnliche Art k,_, und findet dadurch 
die Eliminationsgleichung 


a a(a +1) 

nk n—1)——k, _ n—-2 ky-2-+-+ 

ee ee eee Oy Ta) YU 
ie ye Chart aia 25% 

+) 4+2)-- +4) 
die Elimination von k,_, aus je zwei aufeinanderfolgenden Gleichungen des 
Systemes wird man erhalten, indem man in der vorstehenden ersten @ und y 
zugleich um 4, 2, ... »—2 Einheiten vermehrt. Man hat daher aus dem ersten 
System von y Gleichungen ein zweites von »y—41 Gleichungen abgeleitet, dessen 
erste Gleichung aus der ersten des urspriinglichen Systems dadurch entsteht, 

dass ihre Unbekannten aus k,, k,~1, etc. allgemein aus k,_, werden 


0 


ie eh 


fe hy -1-+ 


== (I) 


*) Facile autem animadvertimus, has functiones generaliter exprimi posse 
per ete. 

**) Crelle, Journal f. Math. Bd. I: Ueber Gauss neue Methode, die Werthe 
der Integrale naherungsweise zu finden. 

***) Crelle, Journal f. Math. Bd. XXXII: Schreiben an Jacobi tiber Ver- 
wandlung yon Reihen in Kettenbriiche, und Bd, XXXIV: Untersuchungen tber 
die Reihe 
a-9)a—9) 
Ca) (ta) 
II. Abschnitt; Bd. 57: Ueber die Zahler und Nenner von Kettenbriichen. 

Heine, Theorie der Kugelfunctionen. 2, Auf. 18 


1 


erey 
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mky, (t—aA)ky a, an- 0 CaO) psx 22% 
wihrend in den Coefficienten der urspriinglichen y mit y-++-4 vertauscht wird. 
Eliminirt man p Unbekannte k mit den Indices y—n,, v—n,, N—Y,, etc., 
so wird daher die erste Gleichung des neuen Systems aus der ersten des ur- 
spriinglichen erhalten, wenn man in derselben jede Unbekannte k,_, mit 

(n,—)(n,—t)...(M—e)ky_, 

vertauscht und y mit y-++p. Eliminirt man eine Anzahl p = y—1 mal, 
nimlich alle k ausser k, und einem k mit einem hestimmten Index, der »—m 
heissen mége, so wird daher die erste Gleichung des neuen Systems, welches 
sich dann auf diese einzige Gleichung reducirt: 
SOS oe ee =0 
=i a eC CE WIC WI CE aS) 
in der ”,, ,, --- ,~1 alle Zahlen 1, 2, ... » ausser der bestimmten m 
bedeuten, so dass die ganze Summe aus nur zwei Gliedern besteht, und man 
erhalt 


eh) ee -—m+1) at v—1)a+y—2)...(a-+y—m) , 
a mm (¢- W—2)(y-+29— 3)... 2v—mM—1) 


Lost man ni ganz ahnliche Art ein System linearer Gleichungen, dessen 


erste ist 
1— q*)(1— g@t!)...da— qe tr- 
i aed Sire Gata 2 G9 ee 
aight (fg) (1 grt). ..(1— gute") 
und dessen folgende entstehen, wenn man in dieser ersten a@ und y zugleich 


fiir die zweite Gleichung in a-+1, y-+4 verwandelt, fiir die dritte in a+2, 
y +-2, etc., so findet man, indem wieder k, = 1 gesetzt wird, 


fg Whip Wiley Oa a) ee 
a (i—pd—9)...d—9"9) 
= gen gt). d= ge) 
(A— gr t+27—2) (4— q7+?”-3),.4 — qi ttyl) 
Die hier gewonnenen Ausdriicke wenden wir auf die beiden 
vorliegenden specielleren Systeme linearer Gleichungen an, indem 
wir wegen des ersten setzen 


x 


G=4, Y=, vSH, 
ferner k, =%,, k,= 4%, ... hy =%2, und erhalten 
ra ayaa ue —1)...¢—2m +1) 
2.4...(2m).(20—1)(2e—38)...Qe—2m +1) ” 
so dass man durch Einsetzung der Coefficienten findet 
N, = Pix). 
Fiir das zweite System setzt man 


a = 3% y= 3 = — 


und findet dadurch offenbar dasselbe Resultat wie im vorigen Falle: 
Der «* Niherungsnenner des Kettenbruchs von der 
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Form 
=O Cy NO a 
Oust aulkasel in 
fiir zlog@w+1)—+log(a—1) ist gleich Pi(x); ferner der Zihler Z, 
gleich der ganzen Function von x, welche bei der Multiplication 
jener logarithmischen Grésse mit N, = Pi(@) entsteht. 

Den Kettenbruch selbst, wie er oben angegeben wurde, 
findet man aus den nun bekannten Nennern durch die Gleichung 
N, = #N,1—c,N,-2; 
setzt man fiir die N ihre Werthe, so erhalt man also c, gleich dem 

Coefficienten von 2? in der Differenz «Pi '— Pi, demnach 
(—1)@—1 
Ciossemiaglls 3E Shy 
und dies ist das friihere a, auf S. 270. 
Hatte man auf 8.271 nicht angenommen, dass alle b Null 


sind, so wiirde sich hier die Nothwendigkeit, sie simmtlich Null 
zu setzen, herausgestellt haben. 


Aus dem Vorhergehenden ist schon ersichtlich, dass sich ahnliche Re- 
sultate auch fiir die hypergeometrische Reihe F(a, 4, y, ©) herausstellen werden. 


Um diese zu gewinnen, setze ich 
—1ava,x... 
Fol, 4, 2) = ee : 
Coed aha, (Steet 1. 


und erhalte 
VA ni dt We a Aprons Ie 0» har =Z,—a,a, 
Ne ad —— Oe) New Na 0,2. 
Es wird sich hierbei zeigen, dass die Constanten a dieselben sind, welche am 
Anfang des § 67 in dem allgemeinen Kettenbruch von Gauss vorkommen, 
wenn man dort @ = 0 setzt und y-++1 mit y vertauscht, wodurch f, in 1, 
f, in F(a, 41, y, #) tbergeht, 
Aus dem Bildungsgesetze fiir die N geht hervor, dass Z2,41, Zo+2, Na 
und N,;1 denselben Grad e besitzen, woraus mit Riicksicht auf (h) im § 64 
folgt, dass in dem Produkte Nz, F(a, 1,7, x) die vc’ bis 202—1'* Potenz 
von a, in N241 F(a, 1,y,@) die c-+1' bis 2c'* Potenz von a, also jedes 
Mal « Potenzen ausfallen. Daraus ergiebt sich zur Bestimmung von Ne, genau 
das allgemeinere System, welches oben gelést wurde, wahrend No, aus dem 
bestimmt wird, welches aus’ dem Systeme nach Vertauschung von a und 7 
mit @-+4 und y+41 entsteht. Die Naherungsnenner des Kettenbruchs fiir 
F(a, 1, , #) sind demnach 
No, = F(—2z, 1—a-—l, 2— y— 2, x), 
Noi = F(—t, —a—t4,1-—y—21, @). 
Fir die @ zieht man hieraus nach der Recursionsformel fiir die N 


18 * 
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pera Coane) ie OO Ee 
= - : ee 
‘y+ 2e— 2)y 4+ 2e—1) (y+ 2e—1)y + 24) 

Einen Kettenbruch, dessen Glieder das gleiche und nicht mehr ein alter- 
nirendes Gesetz befolgen, welcher bei gleicher Gliederzahl eine grossere Nahe- 
rung, bis etwa auf den doppelten Grad liefert, erhilt man, indem man durch 


1 : 
Einfiihrung von y = — den Bruch auf die Form (6) der S. 269 bringt. Da- 
x 


durch wird erhalten 


1 
(g) «.. F(a, 1, y, - ) en NS a, a, ad) 
Y) 0) Oe 
wenn die @ dieselben Zahlen vorstellen, wie oben. Diese wiirden sich auch 
ergeben, wenn man aus der Form des -Kettenbruchs zuerst die Nenner be- 
rechnet hat, die hier, zur Unterscheidung von den fritheren, mit Jt bezeichnet 
werden sollen. Hier ist der Grad von Yt, offenbar 2; daher bestimmt das 
System (f) auf S. 274 die Coefficienten von Jt,, und man erhalt 


Ca ee a F(—«, —a—t, 1—y— 2, a: 


gleichgiltig ob e gerade oder ungerade ist. 

Setzt man z. B. a = 3, y =}, 80 erhalt man statt des friiheren Ketten- 
bruchs fiir die logarithmische Reihe (d@) auf S, 271, dessen Partialnenner vom 
ersten Grade waren, jetzt solche vom zweiten, namlich 


Sa 2.2.3.3 4 ADB 
= atl u 5.7.7.9 7.9.9.14 
ee as picgeutet 22>. 13-8 Se ae 


"43 35 0 > 8.7. 7.0besewou tt mai 


und als ete" Naherungsnenner 
t= wo F( — 1 1 4 
Nt, =a Dell hime Vie 358 > 


eine Function vom Grade 2z, so dass das Produkt tat, (log a + 1— log a—1) 
sich vom Naherungszihler erst bei der —2z—2'e” Potenz von x unterscheidet. 


Jacobi lést (M. vergl. 8.273) durch folgende Methode die 
speciellen Systeme linearer Gleichungen auf S. 272: 

1) Man sucht, um das erste System zu behandeln, die Function 
N, von der Form, die daneben angegeben wurde, fiir welche 


‘ll 
ve "Nde ff Nd ee yp Oy eee =f o-Nde ag 
3) —1 —1 


=i 
Das erste, dritte, ftinfte, etc. Integral ist niamlich offenbar das 
Doppelte der linken Seiten der ersten, zweiten, dritten etc. Glei- 
chung im ersten Systeme, muss daher verschwinden, wenn die x 
gehérig bestimmt sind, wihrend das zweite, vierte etc. Integral als 
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Integrale ungerader Functionen zwischen den Grenzen —1 und 1 
Null sind. Hierdurch ist die Function N bis auf eine Constante 
(z. B. x.) bestimmt. 

2) Im andern Falle sucht man eine ungerade Function N vom 
Grade 1, fiir welche 


1 
Sf New = f’oNde = - = [2 Nds 
rt —il —1 


verschwindet. 

Die Bedingung, dass eine solehe Reihe von Integralen ver- 
schwinden soll, lasst sich in beiden Fallen nach wiederholter In- 
tegration durch Theile in eine andere Gestalt bringen. Stellen x 
und v endliche Functionen von # vor, von denen die letzte fiir 
x = —1 verschwindet, so ist 


free = wo— [odu; 


2 at 
macht man hier «= 2’ und dv = Nda, indem N noch irgend eine 
endliche Function von « bezeichnen darf, so erhalt man die Re- 
cursionsformel 


fond =« Nee ofr *de Ndz, 
1 


4 a = = 


woraus fiir 1 = 0, 1, 2, etc. successive folgt 


fonae 7 Ndx— af da J Ndzx. 
il —1 1 


Die letzte Formel transformirt man, indem man in der vorher- 
gehenden fi Nda statt N setzt. Dadurch erhalt man 
=A 


(fonds = 2 [Nie—2 Nda’?+2/ Ndv’. 
= 


—! —1 —1 


Allgemein besteht die Gleichung 
Ole funae= a { Ndx —wx'— [ Ndx’ + ue—1ar 2 (Naat, 
i —1 al 


wenn in den vielfachen Integralen jedesmal von —1 an integrirt 
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wird. Der Beweis wird durch vollstindige Induction durch ein 
Aihnliches Verfahren wie bei dem Falle » = 2 gefiihrt. 

Aus der Hiilfsformel (é) ist ersichtlich, dass die Bedingungen 
fiir N, sich in die anderen umwandeln lassen, es miissen die In- 


tegrale 
[Nae [rae Wa, [Nae 
ea | =f —1 


fiir «1 verschwinden. Setzt man das letzte Integral gleich 
g(x), und ist nunmehr N, unsere ganze Function e'” Grades nach 
x, $0 muss g(a) eine ganze Function vom Grade 2¢ sein, und mit 
seinen e—1 ersten’ Differentialquotienten fiir 2 = 1 verschwinden, 
— selbstverstindlich auch fiir « = —1, da alle Integrationen von 
—1 an ausgefiihrt wurden. Daher hat g(x) den Faktor (2—1)'(e+1)', 
und ist also, bis auf einen constanten Faktor, dieser Function 
gleich, deren e'*t Differentialquotient in Folge dessen, bis auf eine 
Constante, mit P’ tibereinstimmt. Da endlich te = 1, soist der 
genaue Werth von N, 
N, = P§(a), 

was sich auch durch die direkte Auflisung der Gleichungen S. 274 
ergeben hatte. 

Zum Abschluss stelle ich die fiir die Kugelfunctionen ge- 


wonnenen Resultate mit der Gleich. (20) auf 8. 141 zusammen: 
Setzt man 


N,.tlog2 +7 = Z,4R,, 


wo MN, und Z, der ec Naherungs-Nenner und Zahler des 
Kettenbruchs fiir $log(#+1)—4log(a—1) sind, R, der ve Rest 
heisst, so sind W,, Z, und R, gleich den Functionen 
2. 
PS?(2), cae 6 D i fee Gi je @. 

§ 68. Aus den vorstehenden Formeln oder aus den wesentlich 
mit ihnen iibereinstimmenden auf S. 141 hatte man, unabhingig 
von den Untersuchungen des vorigen Paragraphen, aus den allge- 
meinen Higenschaften der Kettenbriiche nachweisen kénnen, dass 
der Logarithmus sich in den Kettenbruch entwickeln lasst, und 
dass dieser in den angegebenen Fallen auch wirklich convergirt, 

1) Die Gleichung (20, c), in der Form 


Zale) 
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ms 
Ne} 


etl 2%@) _ Oe) 
tod MC) 
zeigt, dass mit wachsendem n die linke Seite unter jedem Grad 
der Kleinheit herabsinkt, vorausgesetzt, dass « nicht reell und zu- 
gleich kleiner als 1 sei. Denn nach S. 174 kommt die rechte Seite 
mit wachsendem x beliebig nahe an 7é”+!, also an Null, d.h. 
Z": P” stellt den halben Logarithmus mit beliebiger Niaherung dar. 
2) Den Quotienten Z”: P” kann man in einen Kettenbruch und 
zwar in der Form, von der wir auf S. 270 ausgingen, entwickeln. 
Denn man hat die Recursionsformel (16) 
(n4+1)P""—Qn+1)eP*+nP"'=0, P’=1, P'=a; 
derselben Differenzengleichung geniigen auch die Q nach (17, b), 
folglich auch 


zlog 


x--1 


x—1 


~ =P ioe — Q", 
Ferner, nach (20, b), wird Z = 1, Z = $a; vergleicht man diese 
Beziehungen mit dem Systeme (c) auf S. 261, so hat man A, = 0 
zu setzen, “, = —1, allgemein aber 

= ct! n—1 


iden — wv, ky = 


n n 
und findet dadureh 


Ze ee cabs ® 
Diva Oni ee oe. ae ‘ai 


Durch Multiplikation der einzelnen Partialbriiche mit geeigneten 
Zahlfaktoren erhilt man hieraus sogleich (vergl. den Schluss des § 67) 


” Uy ety SS 

Zz tog B°S Sar a ma 
nr a 

Pt O x x a 


Die Auflésung des allgemeinern Systems linearer Gleichungen (f) auf 
S. 273 gieht Werthe k, aus denen man eine Function 


N,@) as kw” +h, afte 
bilden kann, namlich 
N, (a) = a” F(—v, —a—v +1, —y— 24 2, 2) 
Ey Ce AGS 2) Ba ea 
pee am =yeeay Grav =a) ee nt 
die ein dhnliches Verhalten zu F(a, 1, 7, a) zeigt, wie N auf S. 278 zu dem 
Logarithmus. Da namlich 


Sf MD yd—we dy 
0 


280 Zusitze zum fiinften Kapitel. 


fiir alle Werthe « von O bis »—1 verschwindet , so beginnt die Entwicke- 


lung von F 
a—1 Bi eee pe SSS y—-a— 


nach absteigenden St a von w mit der st Zerlegt man noch 


Ny) in (N(yY)—N(@))+ N(@) wie S. 145 und benutzt (24, a) auf S. 158, 


so erhalt man: 
Die Differentialgleichung 


a(1—x)d’y +-(a—yax)dydax + »(v+ y—1)ydx* = 0 


hat als Lésung eine ganze Function »'" Grades 


1 
py(#) = a” F(—», -a—v+i,—y— 27+ 2, ~) 


und eine zweite 


II(v) W(y—1) 


qy (x) = TW(e—1)(y—«—1) 
xv (1— Fg) aha ( yu yrt?(1—y)yty—e—-t 
AG +v—1)(y+ ae (y+ 2y —2)4, (a — y)rt? 


Zwischen diesen Lésungen und fee ganzen Function (v—1)ter 
Grades 


fe II(y —1) fe sath yee ey 
besteht eine Gleichung 


(0) — F(a, Pe =) = jv (w) + a1 —a@)r4 g, (a). 


Der Grad des letzten Gliedes betrigt —y—1. 
Alsdann ist 3,: p, der »'© Naherungsbruch des Kettenbruchs 
1 re 
— F(a, 1, y, 0-1) = eats. O50 
x 0 r—a, ©—a,— a, ©—O,—a4,... 
wenn man wie S. 276 setzt 
v(y+v—a—t1) ee: (e+ G+ 
G+ Dy Fey Ot GB —1)G 20) 


bi 


ay = 
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A. Ueber die Kettenbriiche, auf welche Quotienten hypergeome- 
trischer Reihen fiihren. (M. vergl. S. 269.) 


(a) Die Niherungs-Zihler und Nenner fiir den allgemeinen, Kettenbruch 
von Gauss, der am Anfange des § 67 abgeleitet und unter (a) angegeben 
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wurde, sind, in der dort gebrauchten Bezeichnung (S. 269), durch das fol- 

gende System (4) gegeben, in dem das fortgelassene vierte Element 2 ist: 
Zx,-1 = F(a, 8, y) F(A— a—, — 8 — 0, -—y — 20) 

— Ay A, .- Aa, 2" F(a +e, 8+ 6+4, y + 2041) F(i— a, 1— Bp, 2—4), 

No,-1 = F(a, 8+4, 7 +1) F(i— a—0, —B —0, 1 y — 2) 
— G, t,...Ar, 2 F(a +, B+ e+1, y +2041) F(1— a, — 8, 1—y), 
Zr, = F(a, 8, 7) F(—a— 1, —B—0, —y— 2) 

= Uy) Ay +++, 1B" F(e+e+1, B+e+1, y4+204+2)F(i—a, 18, 2—y) 
No, = F(a, 8 +1, y+1) F(— a—1, —B—1, —y— 21) 

—G,4,.- A410 IF (oe + 4+1, 84+ 0+1,y-+4+ 2042) F(1—a, —8,1—7). 

Um die Anniherung an den Keitenbruch auszudriicken, kann man 


sich fiir den Ausdruck des Restes der Formel (@) im § 64 hedienen, nach der 
man erhalt 
(2) 566 Ok 1 SCY a fie — Lf, —N.f,- 

Da Zo,-1 und Zp», sowie No, nach a vom e'*® Grade, No, 1 vom e—1'er 
Grade ist, so lassen sich die vier Gréssen Z und WN allein aus dem je ersten 
Gliede der betr. Gleich. erhalten, indem man in demselben, dem Produkte 
zweier Reihen, nur die Glieder bis zum et” resp. e—1' Grade beibehilt. 

(b) Zum Beweise der vorstehenden vier Gleichungen, die ich im 53, Bande 
von Borchardt’s Journal ohne Beweis mittheilte, wiirde eine Verification 
ausreichen, nimlich der vermittelst der Beziehungen unter den Functiones con- 
tiguae nicht schwer zu fiihrende Nachweis, dass unter den so gebildeten Z und 
N wirklich die linearen Gleichungen (c) auf S. 261 bestehen, wenn man dort 
a.a2 und 1 fiir w, resp. A, setzt; statt dessen Soll hier aber die wirkliche 
Herleitung der Gleichungen folgen. Man geht dazu von den beiden ersten 
Formeln des Systems (v) im § 64 aus, die mit geringen Veranderungen sind 


(a) HG f, == Z, ti — G410Z,-1 fiz, 
if = efr+t — 410 N41 142° 

Noch fehlen zwei Gleichungen fiir die Bestimmung von Z,_,, Z,, N,-1, 
'N,. Dazu kann erstens die Gleichung (g) des § 64 dienen 


(OG) eee IN Ape YN ie ere 

Zweitens findet man eine letzte Gleichung mit Hiilfe der Bemerkung, dass der 
umgekehrte Kettenbruch, namlich 

y,0 GAy-10 . +. Ae a,x 

1 1 1 Sea 1 
offenbar den Anfang des Kettenbruchs fiir den Quotienten 2, : wy, bildet, wenn 
man setzt 
wy, = F(—1— 8, —t—a, —2—y),_ wp, = F(—e— 8, 1—t—a, 1-- 2 —y). 
Man hezeichne die Naherungszihler und Nenner fiir diesen Bruch durch 8 und 
Nt, und zihle die Indices wie oben, so dass z. B. ist 
A2,X =f. 3, 
Vc ot 

Was aus Wo und w, wird, wenn man darin » durch bY ersetzt, mnenne 
man resp. Wey und Yry41, so dass also Wy, 3,, Xt, sich ebenso auf den 


2) 


1 
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zweiten Keltenbruch beziehen wie f,, Z,, N, auf den ersten. Dann finde 
ich durch Anwendung von (f) im § 64 die Gleichungen 
Bx == Lu» Ne, SES Lu; 
Baa = No, Neoy—1 = No-1, 
und von (2) in demselben Paragraphen 
y, Ba =a Wo Neo, SS a, a,- . Ay, BH ay, 49 
W, Ba—1— Nar-1 Wy = a,a,- AaB Wait. 
Substituirt man hier fiir 3 und § ihre Werthe, so erhalt man 
(c) otek UL Lu— Ws, Noa = Ay. 02, 01,40, 
W, No— Wy Nos = Q,-+- Aa "Wr 415 
WO W42 und Wo,;1 die hypergeometrischen Reihen sind 
F(i— 8, 1i— a, 2— vy), F(—8, 1— a, 1— y). 

Eine von den Gleich. (c) zu den Gleich. (@) und (6) hinzugefiigt, ge- 
niigt zur Bestimmung der je zwei Z und N. Am bequemsten bedient man 
sich zu diesem Zwecke fiir die Z der beiden ersten Gleichungen in (@) und 
(c), fiir die N der heiden letzten. Setzt man dann die Determinante = C, d. h. 

C= Wo frati— Gu412Y, far) 
so erhilt man die vier Gleichungen des § @ fiir die Z und N mit dem einzigen 
Unterschiede, dass die linken Seiten dort, —- die Unbekannten der linearen 
Gleichungen — noch mit der Determinante C multiplicirt werden miissen. Es 
istuaber: C.=—11, 

In der That zeigt sich leicht, dass der Ausdruck 

(d) ... Wy fovpa—y — Bapt—y FW y 41 f42—7 

unveradndert, also gleich C, bleibt, welche ganze Zahl man auch fir » setzt. 
Bestehen nimlich zwischen den f die Gleichungen (S. (a) im § 64. M. hat 
ea Ip by = a, x) 

fy = baa bf, 
so hangen die a durch die Gleichungen zusammen 

Wy = Wy 41 — May Wy 42- 

Daher wird der Ausdruck (d), von dem behauptet wurde, er sei von » un- 
abhangig 

Wo farzi—y — atime Wrgifase—r = (Wy 41— Ma—y Wr 42) farpi—y 

+ Wr 41(fa—1— fair); 
und wenn man aul der rechten Seite hebt, gleich dem Ausdruck auf der linken 
nach Vertauschung von v mit y+ 1. Die fiinf Gréssen w, f, a, welche in 
(d) auftreten, enthalten aber, wenigstens wenn man » nur gerade oder nur un- 


gerade Werthe ertheilt, © und » nur in der Verbindung e—yv. Daher bleibt 
der Ausdruck 


C= F(—0=8, —1— 0, —u—y)Fo+e B-+e+4,y+20+1) 
(a-+e)(y+e—B) 
= x F(—vi— 8, 1—t—a, 1— 2u— 
(yf) G+2+1) e 
X F(a+e+-4, B+ 6+1, y+ 20+ 2) 
unverdindert, wenn man e um eine beliebige ganze Zahl verringert. Ordnet 
man die rechte Seite nach Potenzen von a, so bleibt auch jeder Coefficient 
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dieser Reihe, — eine rationale Function von « — durch diese Vertauschungen, 
d. h. wenn man fiir ¢ wnendlich viele verschiedene ganze Zahlen setzt, unver- 
indert, folglich auch wenn man fiir 2 einen beliebigen Werth setzt, z. B. 
t= —da. In diesem Falle reducirt sich C offenbar auf 1. 

Anmerkung. Bei den hypergeometrischen Reihen, welche durch ein 
Element gq verallgemeinert sind, kommt eine ihnliche Untersuchung vor, die 
aber dort etwas leichter als hier zu erledigen ist, ebenso wie sich bei jenen 
Reihen die Fragen tiber Convergenz vereinfachen. Dort braucht man nur 
auf den Fall ¢ = oo tiberzugehen, um den Beweis zu fiihren, dass die be- 
treffende Determinante 1 sei. 

(c) Die Gleichung (2) zeigt, wie man mit Hiilfe der Naherungswerthe 
eines Kettenbruchs fiir den Quotienten F(a, 6,7): F(a,6--1,y-+1) oder f,:f,, 
eine hypergeometrische Reihe darstellen kann, deren Elemente sich von a, 8, y 
um ganze Zahlen v, 4, 2e oder v, e-+-1, 20-+-1 unterscheiden. Hierauf bezieht 
sich die Bemerkung auf S. 83 tiber die Untersuchungen des Herrn Bauer. 

(d) Es sollen nun einige specielle Falle betrachtet werden, in welchen die 
Z wod N einfache Werthe annehmen. Um diese zu finden, sieht man zu- 
nichst ganz von den zu subtrahirenden zweiten Gliedern auf den rechten Seiten 
von (4) ab, bildet die ersten durch Multiplikation der beiden Reihen, und 
ordnet nach Potenzen von x. Jedes von den beizubehaltenden 2 oder 4-4 
Gliedern der so entstehenden Reihen ist selbst eine endliche Reihe. Die ein- 
fachen Fille, die ich hier behandle, sind solche, in denen jedes von diesen 
Gliedern eine hypergeometrische Reihe bildet, selbstverstandlich eine endliche, 
also von der Form F(—v, b,c, 1), deren Summe daher gleich ist 


(c—b)(c—b+1)...(e—b+7—1) 
c(e+1)...(e+»—1) 
(e) Als erstes Beispiel wahle ich den Kettenbruch von e~*, indem 


pete F(g, reg ash (g = o). 


Man findet fiir e—* den Naherungswerth Z, : N,, wo 


Ae om: a i + ha oe gi 

Rees bs : +h Spe oh i 
Lee ee: - i 1 set 5 ae 
oe sh i pcos “s 


und aus (2) die Formeln fiir den Grad der Anndherung (g = ©) 
(—1)* ae PR x 
2 yb il 2U = 15 semanas K. 
24N (4,31,5,...(22--1))" (9 0-4, 2+ Z) 
(—1) gett 1 
2. (21-41) (4:3.5...(2¢—1 


2,16 seal No—1 Se 


Z2,€°— No, = 


print +-1,2¢+2, a 


984 Zusatze zum fiinften Kapitel. 


Man bemerkt, dass fiir «== oo sich Z und N resp. e~3" und e}* beliebig 


najhern. 
(f) Als aweites Beispiel dient der Kettenbruch fir 


x a 
F(g, ROD a F(g, gy+i, aa wenn g = 0d. 
Setzt. man 
u(e—1) x 
ele een 
u(u —1)(t— 2) (e— 3) a fe 
1 1C=De-EpCty=) 1 2G LOgee a 
so ergeben sich, nach Ausfiihrung der einfachen Rechnung, folgende Ausdriicke 


fiir die Z und N durch diese ganze Function, es mag e gerade oder un- 
gerade sein 


Z=xe+l,y—1), M=4 7). 
(Dass die vier Reihen, welche ich im 57. Bande des Journals gefunden hatte, 
sich durch die eine x ausdriicken lassen, bemerkt Hr. Christoffel im 58. 
Bande von Borchardt’s Journal, S. 914.) Fiir den Rest erhalt man aus (2) 


y-(yte+4).(— a) : x 
(SOD) ae es: eG tees, arenes 
[vy+1)..-(y+e+1)] ( =e CG a2) 
xv 
TT 2G b+ DG Fe 8) a 
Fir y=4, x=—+4s’ entsteht hieraus die auf S. 83 erwihnte von Poisson 


gefundene Beziehung, indem dann die beiden Reihen, welche in (3, a) mit 
den y multiplicirt sind, sich in 3~'sinz und 37!cosz verwandela; verglichen 
mit 44, b—d zeigt die Gleichung daher, dass die Function 6” w,(@) his auf 
einen constanten Faktor durch 
_ sin 0 
¥(v, — 4) A —x(v —1, 4)cosO 


ausgedriickt wird. Eine Gleichung ahnlicher Gestalt hat man wegen (43) 
awischen Jy, J, und J;. 

(g) Aehnliche Resultate, wie die im Vorhergehenden in Bezug auf den 
Gaussischen Kettenbruch entwickelten, lassen sich auch fiir den allgemeineren 
finden 


GAG: By DE a Pea 
Ga B+t y+1,q 2) ey pare 
wenn @ dieselbe Function bezeichnet, wie im Zusatz zum II. Kapitel S. 98, 


und wenn man setzt 


a-+1—l (1—g+*) (1—qr—-*t+) - 
(4—qrt*—}) (Sgr yr w+ 


(1A—g***) (4—qyt8++) 
(1— qr +4) (1— gy F244) ” 


a2,=q =ghte 


Man erhalt dann nach einer Rechnung, welche der friiheren entspricht, und 
in der erwiéhnten Arbeit des 57, Bandes von Borchardt’s J. vollstindig aus- 
gefiihr’ wurde, wihrend ich hier gerade die fiir den Gaussischen Bruch 
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ausfiihrte, 
Zy-1 = f, p(1A—t—a, —t—P, 1— 2u— y, g" *P-1@) 
— Q,0,---A2,2"*+1 fo,.1¢(1—a, 1— 8, 2 y, g°th-Y a), 
Nx-1 = f, p(1—e—a, —t— B, 1—2u—y, qe +P) 
——, hy so, O75, 4) g(1—a, —B, 1—y, g**8-7 a), 
Za, = fy 9(—¢— a, —t—B, —2u—y, grt P-¥a) 
— Aya, +. O3.410"'*? fo, 12 (1— a, ip; 2—y, Oo tea ta), 
No, = f, p(—+—a, —1—8, —20—y, grt F-¥ a) 
—a,a,.. Ay 4101 fo, 19 g(i—a, — 8, 1— Y, g*th-ra), 
Z.9(@; B+1,y7+1)—N.G(@, 6, y) = 4,0,---Qisfise, 
wenn gesetzt wird 
fr=Q(atuPtuyt2e), fusr = plate B+et+t,y + 2c +41). 
Das vierte Element heisst hier tiherall g, und das fiinfte 2, wo es nicht hin- 
zugefiigt ist. Auch hier kann man die Z und WN aus dem ersten Gliede allein, 
wie im § a, ermitteln. 
(h) Zu Beispielen wahle ich die Reihen, welche den unter (e) und (f) 
hehandelten entsprechen. Man setzt also zuerst f, = (gq, 1, 1, «) fiir g = 00 


und entwickelt f,:f, = 1:/f,, welches bekanntlich gleich ist 
j x qx” Gis 1) gy 
—<1.1 vo) = 1— ++ . : cae i 2 Se 
Be Soh! ga Gaya =) 7 EG. =e 


Man findet fiir die Zaihler und Nenner des Kettenbruchs 
1—q-‘ CS) (4—q-(A—q'-) (ogi) <0: 
MSGi? ed agian (Leng as)(lsag*at): (Aintg) (Ag?) 
u. s. w. oder wenn man sich des Zeichens der hypergeometrischen Reihen und 
zugleich des Zeichens — hedient, um anzuzeigen, dass die Reihen nicht weiter 
als bis zur e'*™ Potenz von a fortgesetzt werden sollen 
Zx,-1 == p(— b, 1—t—g, 1— 28, xq"), 
No-1 — g(i—s, 9; 1 — 20, a) 
Zo == Y(—b, —t—g, — 21, xq"), 
Na, = (—+, 9.—24, 2), (g = 0). 
Die Darstellung des Restes tibergehe ich. 
(i) Schliesslich betrachten wir den Bruch fiir den Quotienten 
; 9(9,9, 7, &): Pk, k, y +4, 2), 
wenn wieder g = oo. Setzt man jetzt 
@—)0— "9 a 
l, == {| = Liye =y) Seg t | RO TS 
MeN = pie) I= 90-9") 
CLAUIRA OARS Soe (1-q-*t) g 
"Erg I-Ie t- oa -gi?) 
so gelten dieselben ane Z,=yx(e+1,y—1) und N,=x(e,) wie 
im $f. Fir oe = 00 erhalt man 
aqrtt vg?yt?) 


Meo) = t+ Gana —_rth ta — Pt — @ Ng) 


LZy-1 = i— 


Sa 
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B. Die Kettenbriiche, welche allgemeinere Functionen darstellen. 


Dieser Zusatz enthilt Untersuchungen iiber Kettenbriiche, zu welchen das 
Studium der Arbeit von Gauss iiber mechanische Quadratur angeregt hat. 
Wenn ich auch bei der Darstellung meiner Arbeit aus dem Monatsbericht der 
Berliner Akademie d. W. v. Juni 1866 folge, welche die Verbindung dieses 
Gegenstandes mit der Theorie der Kugelfunctionen zeigt, so unterlasse ich nicht, 
auf die Arbeiten der Herren Christoffel und Tchebychef hinzuweisen. 

(a@) An verschiedenen Stellen, z. B. im § 28 bot sich Gelegenheit, tiber 
ei Integral von der Form 


p d 
a... 62 fo 


zu handeln, wenn q@ und 6 Constante, f(z) eine integrabele Function be- 
zeichnen. Eine solche Function o von a soll im Folgenden in einen Ketten- 
bruch entwickelt werden. Wir dehnen hier die Betrachtung nicht auf den 
allgemeineren Fall aus, wenn statt des Nenners (a—z) eine m'* Potenz des- 
selben auftritt, obgleich Manches dann ungeandert bleibt. Bleibt der Exponent 
m eines solchen Nenners unter 1, so ist auch der Fall in Betracht zu ziehen, 
dass eine der Grenzen a, 6 gleich a gesetzt wird. 

Im Folgenden wird nicht iiberall vorausgesetzt, dass der Integrationsweg 
% em reeller sei, obgleich wir die praciseren Resultate da gewinnen, wo wir 
diese Voraussetzung machen. . Integrirt man iiber eine Peripherie, innerhalb 
welcher f(z) endlich und eindeutig bleibt und Ma< fz, so wird 
o = —2zif(a), so dass unsere Untersuchung auch Kettenbriiche fiir solche 
Functionen umfasst, z. B. fiir eine Quadratwurzel aus einer ganzen Function. 
Ebenso ist der Fall eingeschlossen, dass eine hypergeometrische Reihe selbst, 
nicht ein Quotient solcher Reihen, oder doch diese mit Potenzen von @ und 
4—a multiplicirt in einen Kettenbruch entwickelt werden soll. Solches tritt 
in dem Falle ein, dass die Function q(x), eine zweite Losung der Differential- 
gleich. fiir die hypergeometrische Reihe, so dargestellt werden kann, wie durch 
(21, b) auf S. 145, wo man zu setzen hat 


f(s) = s7-1(1—)*tP-y pe). 


(b) Die Function o werde durch einen Kettenbruch 


(9) == ees 1 

DAT ear 

dargestellt. Der Grad des Partialnenners 4, sei g,, der des Naherungsnemners 
N, gleich n. Um Weitliufigkeit zu vermeiden, werden wir auch alle Func- 
tionen mit diesem Namen belegen und mit N, bezeichnen, die sich von der 
urspriinglichen nur durch einen constanten Faktor unterscheiden, da ein solcher 
fiir unsere Untersuchungen unerheblich ist. Z, muss dann mit demselben 
Faktor versehen werden. Man hat 


Soe Ga Oy 
es kann m also nur dann gleich » sein, wenn alle 4 genau den ersten Grad 
besitzen, wahrend in jedem andern Falle m grésser als y ist. 
Setzt man 
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(2) eee N,o—Z, = R,, 
so wird R,, nach fallenden Potenzen vona geordnet, mit der —(m-+-g, 41)'" Potenz 
von x beginnen, woraus das System linearer Gleichungen sich ergiebt, denen 
die Coefficienten k von N, geniigen. Werden die simmtlichen Integrale von 
a bis 6 genommen, so hat man zur Bestimmung von m Coefficienten & in 


N, =k, a +h, a 1+...+k,, 


nach (h) in § 64, wenn man dort ¢ = oo setzt, folgende Gleichungen: 


kn foof(s)ds ++ hy 5 (eds t-+h, /a"f(s)ds aro 
0 


hy f f(e)ds +h fsf(s)ds+---+k, (xt! fla) ds = 0, 


. . ° ° . . 


key { Sf (8) ds + fra f 3"f(@) ds +--+ + hy fof (2)|dz = 0. 


Setzt man die Werthe der k, welche sich aus diesen Gleichungen ergeben, in 
den Ausdruck von N, ein, so erhalt man als Resultat (abgesehen von einem 
constanten Faktor) die Determinante, die aus den vorstehenden Coefficienten 
der & mit Hinzufiigung der Horizontalreihe 
ee ween jane A 

gebildet wird. Bezeichnet man den Integrationshuchstaben z der ersten Hori- 
zontalreihe mit %,, der zweiten mit 2,, etc., so ist diese Determinante, also 
wesentlich N,, gleich 


Ste f (,) -»-f Gn) (@—B,). «(© —hy) By 2. TD. ds, dn, 


worin simmtliche 2 Integrationen von @ bis # auszufiihren sind und wo IT 
das Produkt aus den 4n.(%—1) Differenzen von je zwei % bezeichnet, also 
IT = 6, — 2.) @, — %,)---(@, —— Sn); 
(2,—%,)-+-(%, —%n), 


(Sn -1— Bn)- 
Dieses 2 fache Integral andert nicht seinen Werth, sondern nur sein Zeichen, 
wenn man zwei von den Indices 1, 2, ... mit einander vertauscht; addirt 
man alle Integrale, die so entstehen, mit einander, so tritt an die Stelle des 
unter dem Integrale befindlichen nicht symmetrischen Theiles jetzt das Quadrat 
von JJ. Hierdurch ist das Resultat gewonnen. 
Setzt man 

W(w) = (@—%,)(@— %) «-(@— Fn) 
und bezeichnet die Discriminante von w(x) durch 4, so wird 
der »'© Niherungsnenner von 


(yee o=f "tes. 


welcher von einem Grade m ist, durch das mfache Integral 
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Wega Ne = [yo fe) fl)---F en) 4d, desig 


ausgedriickt. 

Durch die Methode des § 28 zeigt man sofort: 

Aus dem v'*" Nenner findet man den v'* Zihler und den durch 
die Gleichung 


(2) elaine N,o—Z, = R, 


mit ihnen verbundenen Rest R vermittelst der Formeln 


(2a) ze aj eer Orage 


BN, (2) f(z) dz 
ey. af Meld, 
Da der Rest R, vom Grade —n—g,¥41 ist, so zeigt (2, b), dass 


up "oN, (@)f(s)du = 0 


a 


so lange die ganze positive Zahl ¢ unter »—1—g,41 liegt. 
Da zwischen drei aufeinanderfolgenden N eine Gleichung besteht 
Nii = Ayi1N, ey N41; 
wo ¢, eine Constante ist, und man in derselhben siimmtliche drei N mit Z 
vertauschen darf, so darf man sie in dieser Recursionsformel wegen (2) auch 
durch R ersetzen. 

(c) Die vorigen Entwickelungen setzen voraus, dass die Determinanten des 
Systems linearer Gleichungen nicht verschwinden. Ferner ist noch nicht ge- 
zeigt worden, dass alle k, die dem Systeme linearer Gleichungen geniigen, 
schon darum Coefficienten eines Niherungsnenners seien. Ich beweise nun Fol- 
gendes: 

Der Kettenbruch o hat immer und nur dann einen Naherungs- 
nenner N, vom nt Grade, wenn der Coefficient der héchsten Po- 
tenz von @ in (41, a), d. h. wenn 


(an ovate fg Df (inf (ap) ove (ead ds, chance 


nicht verschwindet. Der Nenner N, wird dann durch (41, a) gegeben. 

Um dies nachzuweisen, schicke ich den Hiilfssatz voraus: Eine Function 
ner Grades J ist Niherungsnenner der wahren Entwickelung von o immer 
und nur, wenn zugleich die beiden Bedingungen erfiillt werden, erstens dass 
Nt.o gleich einer ganzen Function 8, vermehrt um einen Rest {t, hichstens 
vom Grade —n—1 ist, zweitens dass 8 und Jt keinen gemeinsamen 
Theiler besitzen. 


Beweis. Entwickelt man 8: Jt in einen wahren Kettenbruch (S. 267), 
der » Glieder habe 
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aah Bf OOOO A 9 
N 0 Unpreet A wren tal. 

so ist dieser der Anfang der wahren Entwickelung von o. Beziehen die 
Buchstaben Z und N sich auf diesen Kettenbruch, so ist nicht nur Z,:N,= 2: 
sondern auch, abgesehen von einem constanten Faktor, 3 == 77. UVa 
3 und M keinen gemeinsamen Faktor besitzen. Muss man ferner noch ae 
zu l, hinzufiigen, um o zu erhalten, so ist der Satz bewiesen, wenn C: 2 
fiir 2 = o© unendlich wird oder endlich und von Null verschieden bleibt. 
Nun wird nach § 64, k auf S. 264 


(ee a IN 
z oN,—Z, 
Der Zihler dieses Bruches ist 


Z Z Ly No 1 
=Mal(o—a)+ Gea =e . 
iA 0 N, -}- N, Nee N, (oN, Z,) YN, 
Dividirt man ihn durch den Nenner o N,— Z, und durch «, so entsteht links 
€:a; von den zwei Gliedern auf der Rechten 
Nea 1 1 
eN,’ xN,(oN,—Z,) «@&N,F 
ist das erste fiir ein unendliches a unendlich klein, das zweite, und damit 
€:a@ selbst dann noch von Null verschieden, wenn §t vom —n—1'*" Grade 
war. Ist umgekehrt die erste Bedingung oder die zweite nicht erfiillt, so 
schliesst man aus den im 5. Kapitel entwickelten Elementen sofort, dass Jt 
unméglich ein Niherungsnenner von o sein kann. 

Nachdem nunmehr der Hiilfssatz bewiesen ist, stelle ich der Reihe nach 
folgende drei Punkte fest: 1) Wenn ein Nenner N vom n'*" Grade wirklich vor- 
handen ist, so wird eine ganze Function m'*™ Grades durch die erste Bedin- 
gung allein schon vollstandig (d. h. bis auf einen constanten Faktor) bestimmt; 
diese Function ist daher zugleich der Nenner. 2) Ist umgekehrt eine ganze 
Function als Function m'*" Grades durch die erste Bedingung schon vollstindig 
bestimmt, so geniigt sie von selbst der zweiten, ist also nach dem Hiilfssatz 
ein Nenner ne” Grades. 3) Die nothwendige und hinreichende Bedingung 
dafiir, dass durch die erste Eigenschaft allein eine ganze Function n'®" Grades 
N vollstindig bestimmt sei, besteht darin, dass (2, c) nicht verschwindet. 

Um den ersten Punkt zu beweisen, bezeichne N den Nenner 2'*” Grades, 
dessen Existenz vorausgesetzt wird, der also beiden Bedingungen geniigt, also 
nach dem Hiilfssatz die einzige ganze Function ist, welche heiden geniigt; 
ferner sei N' eine davon verschiedene Function m'e" Grades, wenn es solche 
giebt, die der ersten Bedingung allein geniigt. Es mégen Z und Z’ den Buch- 
staben N und N' entsprechen. Dann wird fiir jeden von Null verschiedenen 
Werth der willkiirlichen Constante 2 auch AN-+ N'* mit AZ-+-Z* einen Theiler, 
also auch einen Theiler ersten Grades e«—a gemein haben. Da N(q) nach 
der Voraussetzung nicht mit Z(o) zugleich verschwindet, so miissen verschie- 
denen A auch verschiedene a entsprechen. Es folgt niémlich aus den zwei 
Gleichungen 


AN(a)-+N*(a) = 0, ’Z(a)+Z'(a) = 0, 
von denen wenigstens eine nicht Null als Faktor von A enthilt, dass jedem 
Heine, Theorie der Kugelfunctionen. 2. Auf. 19 
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a ein 4, verschiedenen a verschiedene 4 entsprechen (héchstens einer Anzahl 
von je m verschiedenen o kdnnen gleiche A entsprechen). Unendlich vielen 
verschiedenen A entsprechen also unendlich viele verschiedene @, und man hat 
demnach fiir unendlich viele, daher fiir alle x 
N(a)Z' (x) — N'(x)Z(x) = 0, 
was wegen des gleichen Grades von N und N’ nicht méglich ist ohne dass 
N' und Z' mit N und Z wenigstens bis auf eine Constante tibereinstimmen. 
Um auch die Umkehrung (ad 2) zu beweisen nehme man an, es sei 
N=a,+4,@-++++-+ Gna” 

durch die erste Bedingung allein vollstindig bestimmt. Diese ist gleichbedeu- 
tend mit der Erfillung eines Systems .von » linearen homogenen Gleichungen, 
deren Unbekannte der Reihe nach a,, @,, ..- @ sind. Hiatte nun N mit Z 
den Theiler 6 gemein, so wiirde 


= = b+ bot baa” (m <n), 

wie aus Division von (2) durch 6 erhellt, einem Systeme von noch mehr, also 
sicher von ebenso vielen Gleichungen geniigen, dessen Unbekannte 6,, b,, ... by, 
sind, wahrend die m-1 Vertikalreihen mit den ersten m-+1 des friiheren 
iibereinstimmen. Es wiirde also dem ersten System ausser @, @,, ... Gp ZU- 
nachst noch ein System von 2 Werthen geniigen, dessen erste Unbekannte b,, 
b,, ..- b,, dessen iibrige simmtlich 0 sind. Diese mit einem willkiirlichen 
Faktor multiplicirt und dann den a hinzugefiigt, geben ein neues System von 
Werthen a}, ai, ... @, in welchem a, = a, also nicht Null ist, wahrend 
nicht alle @' gleich den entsprechenden @ sind, so dass N gegen die Voraus- 
setzung durch die erste Bedingung nicht vollstindig als Function me” Grades 
bestimmt wiire. 

Durch die erste Bedingung, also durch das vorerwahnte System linearer 
Gleichungen sind aber die Coefficienten einer Function n'*™ Grades nur und 
immer bestimmt, wenn eine gewisse Determinante, nimlich der Ausdruck (2, Cc) 
nicht verschwindet. Es ist demnach auch der dritte Punkt erledigt. 

(d) Die Formel (1, a) fiir N wird von Nutzen sein, wo wir von den 
allgemeinen Eigenschaften der Kettenbriiche handeln; bis jetzt ist es mir aber 
noch nicht gelungen, sie fiir specielle Falle zu verwerthen, selbst nicht fiir die 
einfacheren, in welchen die Resultate anderweit bekannt sind. Den Werth der 
Integrale kann ich selbst in solchen Fallen nur durch Mittel ausfiihren, die 
etwa gleichbedeutend sind mit der directen Auflésung der beziiglichen linearen 
Gleichungen. Dies gilt schon von dem Falle f(@) = 1, —a = f= 1, wo 
wir erhalten 


1 i | 
ete ye Ny (a) =/ (w—2%,)(@—&,)...(C— Bn) 4 dz, ds,...dEn, 


a—1 
= 


die Nenner also die Functionen P’ (a) sind. Ein anderes Beispiel 
f (we) Swtaibks= alimtahs (eS 0p toe 4y 


giebt 


m gat (1 =x)e-a—t 5) rT M(c—1) 
o =f (a —2z) dz = * Mee ety iG; 2). 
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Der Naherungsnenner ist in diesem Falle durch den Ausdruck p,(#) am Schluss 
des § 68 bekannt. 

(e) Im Folgenden entwickele ich Eigenschaften der hier vorkommenden 
Ausdriicke unter der Beschrankung, dass @ und @ reelle positive Grenzen 
sind und f(@) zwischen diesen reell und positiv bleibt. In diesem 
Falle kann (2, c) fiir keinen Werth von m verschwinden. Es giebt also 
Nenner N von jedem positiven ganzzahligen Grade, und N, ist 
genau vom v'", Der Kettenbruch fiir o wird durchaus regel- 
miassig in der Art, dass jeder Partialnenner vom ersten Grade 
ist. Der Rest R, beginnt genau mit der —(v+1)'*™ Potenz von a. 

Man kann ferner zeigen, dass N,(a) keinen Faktor besitzt, der zwischen 
v=a und = 8 dasselbe Zeichen behilt. Setzt man zum Beweise 


(2 pate = ["oN,(a) flo) dw, 


so wird nach (2, b) 

(35 0) tee tee Net AG LO} 
eine Eigenschaft, welche allen diesen N einen hestimmten Charakter giebt, 
und gestattet, die N bei Entwickelungen von Functionen in ahn- 
licher Art zu verwenden, wie es bei den trigonometrischen Func- 
tionen der Vielfachen von @ oder den Kugelfunctionen von & 
geschieht. So findet man z. B. hieraus durch das Verfahren, welches Jaco bi 
bei den Kugelfunctionen anwendet (§ 67), dass N, die Form haben muss 

1 dv 
Ny, = a (@— @)” (@— 8)’ x), 
= Fay ae le @—8Y x@) 


wenn x(x) eine Function hezeichnet, die fiir «=a und «= endlich bleibt. 
Zerlegt man N in das Produkt zweier ganzen Functionen Z und M, 
setzt man also 
Ny =D, = a, 4- a) e+ a cP wey; 
so zeigt man auf folgende Art, dass L zwischen a =a und «= ® sein 
Zeichen wechselt: Man hat 


[MN Fe) ae — Agty + At, + + Ay ty = 0; 


das Integral, dessen Element aus dem Produkte von Lund der _positiven 
Function f(a).M.M hesteht, kann aber nicht verschwinden, wenn nicht L 
sein Zeichen zwischen 2 =a und w = @ 4ndert. 

Alle reelle Wurzeln von N(a) =0 liegen zwischen o@ und f. 
(Man denke sich a< #). Da die Function f(z) von 3 gleich @ bis @ sein 
Zeichen nicht indert, aber p(w) = (a—2,)...(e—2,) im Integrale (4, a) ein 
festes Zeichen erhilt sobald 2 >> 8 oder 2 <a, so kam N nur fiir ein 2wi- 
schen den Grenzen liegendes x verschwinden. 

Alle »y Wurzeln von N,(x) = 0 sind reell und ungleich., Waren 
imaginire oder gleiche, daher wenigstens zwei gleiche, vorhanden, so gibe es 
einen Faktor Z von N, der sein Zeichen von 2 = @ bis a = # nicht andert. 

Nach einem bekannten Satze findet dasselbe fiir alle Differentialquotienten 
yon N statt, die sich tibrigens durch ahnliche Integrale wie dieses selbst aus- 


19 * 
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driicken lassen. Beriicksichtigt man, dass 


yi@) =w@G ++ ==): 


so hat man 
dN, ‘ui b w (a) 
im vf cee f(@,)---f(%,) dz, ...dz,. 


Da dieser Ausdruck fiir a2 = -+ oo dasselbe Zeichen wie fir x = 8, 
fiir ¢@ = -—0oo wie fiir =a besitzt, so folgt hieraus, dass N, von x = @ 
bis oo immer zunimmt, von @ = —oo bis @ aber immer zu- oder abnimmt 
je nachdem y ungerade oder gerade ist. Z. B. fiir f(a) = 4 wird 

2P?(a) = 32°—1 
von «= 1 bis oo, und von —1 bis — oo zunehmen. 
(f) Aus den Gleichungen (3, a) folgt sofort, dass 


(ides sf "N,(a)N,(w)f (a) de = 0 


sobald u und y verschiedene ganze Zahlen hezeichnen; fir “ = y ist das 
Integral sicher nicht Null, sondern eine positive Constante die @, heisse. Setzt 
man Ny = 1, so ist auch der Index 0 nicht ausgeschlossen. 
Lisst sich eine Function g(a) in eine Reihe entwickeln, welche nach 
solchen Functionen N fortschreitet 
p(x) = E4,N,(2), 


so kann man daher die Constanten @ durch die Gleichung bestimmen 
1 Re B 
(6)... — fg @N(e)f@de=a, 0, = f (No) fade. 
yv 
a a 


(g) Wenn die Function f(a) vorliegt, so ist der Kettenbruch ein bestimmter, 
und die N, sind fir jeden Grad y ganz bestimmte Functionen. Daher lasst 
sich jede ganze Potenz x” nach den N, entwickeln und daher auch jede Function 
g(a), die eine Potenzreihe giebt, freilich die Convergenz noch vorausgesetzt. 
Kin besonderes Interesse wird die Entwickelung von (y—a)~} in Anspruch 
nehmen, welche mit Hilfe des Satzes von Cauchy die Grundlage der Ent- 
wickelung von beliebigen Functionen bildet. Bestimmt man nach (5) mit Hiilfe 
von (2, b) die Coefficienten dieser Reihe, so entsteht 


ic) 


Ce <_ N,(e)B, (9) 


Y—z v=0 

so dass hier die R ebenso neben die N treten, wie in (11) die Q 
neben die P, also die Rolle der Functionen zweiter Art fiir die N spielen. 

Man kann die Entwickelung (5, @) nach der Methode des § 45 unter- 
suchen, und findet dann ein ganz ahnliches Resultat wie das, welches sich dort 
auf die Kugelfunctionen bezog. Es sei, um dies genau anzugeben, hier N,(a), 
der Naherungsnenner des Kettenbruchs fiir o im § 6, genau mit der Constanten 
versehen die ihm zukommt damit : 


No =) M = A N, = A, Ny-1— N,—2 


sei. Die Functionen ersten Grades A haben die Form 4, = a,a2-+b,. Alsdann 
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findet man durch ein Verfahren wie S. 197 


= x a, N,(a)R,(y) — N, (@) Ry 41(y) — Ny @) By 41(@) ; 
Oa 0 y—ax 

Die Function N, ist nach a vom yt, R,(y) nach y vom —(»+41)!en 
Grade. Sobald das abzuziehende Restglied auf der Rechten, dessen Bestand- 
theile N und R man mit Hiilfe von (4, a) und (2, 6) findet, mit wachsendem 
y zu Null convergirt, gilt die Gleichung (5, @) und es ist w, gleich der Con- 
stanten 1: @,. 

(h) Der Kettenbruch o gab uns Niherungsnenner eines jeden Grades, 
welche der Gleichung (4) geniigen. Umgekehrt, geniigen ganze Functionen 
N, jeden Grades v verbunden mit einer Function f() der Glei- 
chung (4), so folgt daraus zunichst das System der Gleichungen (3, a), und 
hieraus, dass diese ganzen Functionen die Niherungsnenner des 
Kettenbruchs von o in (4) sind. 

Ein erstes einfaches Beispiel zieht man aus der hekannten Glei- 
chung (u und y sind verschiedene ganze positive Zahlen) 


TU 
9h cos peosypdg = 0. 
0 
Macht man cosq@ = x und setzt 


2 2a) pea (2a)ea? y—1)(v—2) (2”)"-4 

Diy tal, Co ven Gay, G1) —2) Gayot bie 

y v 1 es f2 y—2 
wodureh N, (a) = cosyg, so hat man daher, 


Jf NON) “es —a() 


Vergleicht man dies mit (4) und setzt dazu 
1 
a= —i, Boal, f@) = ——_, 
yi—a? 
so folgt, dass der v'* Naherungsnenner des Kettenbruchs 
Ast Hh dz i pee 
Le ee ele tery 
aay ye 
gleich ist jener obenstehenden Function N,(#). Ferner findet man fiir den Rest 


my EL RL LaemeE a 
gee a—cosp  yar—i Craceee!) 


0 
und endlich, nach (5, a) die Gleichung 


1 a mF cosv@ 


yep yt (yt ¥y?—1)” 
Ein zweites Beispiel erhalt man durch Entwickelung einer Function 
von w statt nach Cosinus der Vielfachen von uw, d. i. nach ganzen Functionen 
von « = cosu, nach ganzen Functionen N von @ =sinamw. Man setze 


’ a0) he > 


1 
Clan Vi—a@'*y1—x'*2* 
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und findet geeignete ganze Functionen in den Nennern N des Kettenbruchs fur 


—) 
, (w—s)Vi—s*Vi—x*x* | 


sie sind bestimmt durch e Kigenschaft, dass 
ve Nu(@)N, Oe eee a N,(sinamw) N,(sinamw) du = 0. 


(7) Diese Nenner N sollen nun niher untersucht und mit den dazu ge- 
hérenden R in dhnlicher Art verbunden werden wie die P mit den Q. Damit 
man das Folgende bequemer auf Abel’sche Integrale tibertragen kann, handeln 
wir besser tiber den Kettenbruch fiir 


a ds , 
= [°F w@) = 16—a)o~—p, 
p @—)@) 
wo a und # reell und 0 a< sein mogen. 
Zuerst wird die Form betrachtet, die N dadurch erhialt, dass es dem oft 
erwahnten System linearer Gleichungen geniigen muss. Setzt man dazu 


oa fs BY ds & 
—— = q; 
Vp@)  % 
so sind simmtliche ¢, serene lineare Functionen von ¢, und ¢, (d. h. 


&, = dé, + be,). Da nun Z in (1, a) eine homogene Function von z,, ... 3, 
ist, so wird N, eine solche von é,, €,, etc. Z.B. findet man 


N, = &,¢@—&; 
N, = (8 & = a} )a (6, 8)" 6; &,)@ €,&,—€)- 

Dividirt man N, durch (¢,)” ohne jedoch fiir das entstehende N eine andere 

Bezeichnung einzufitihren, so findet man: 

Die Function N, ist eine ganze Function »'®" Grades nicht nur von a, 
sondern auch von g, und enthilt keine andere Irrationalitat als diese, wenn 
man die Coefficienten a+ und af als rational betrachtet, welche in den 
Reductionsformeln vorkommen, die ¢, durch €, und e, ausdriicken. 

Zweitens bringen wir N mit einer Differentialgleich. zweiter Ordnung 
in Verbindung. Dazu dividirt man (2) durch N, und erhilt, wenn man zur 
Abkiirzung die Indices fortiisst 


Z 
N p _(@—2) Vw@) N 
Fiir das ganze elliptische Integral dritter Gattung kann man ein elliptisches 
Integral erster und zweiter Gattung setzen, namlich 


1 fs ax —b 
SSS ———— dx 
IO eam CC 
wo @ und 6 bekannt sind (@ = de, b = 4e,), wahrend ihr Werth hier nicht 


in Betracht kommt. Setzt man in dies (6) ein, multiplicirt mit Vw) und diffe- 
rentiirt nach a, so entsteht 


om ZV w(a d / RV W(a) 
ae ef La SION otal Iv@), 
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Multiplicirt man auf beiden Seiten mit N°. Vw(a), so kann die rechte Seite 
der dadurch entstehenden Gleichung keine héhere Potenz von a als die erste 
enthalten; diese kann aber auch nicht fehlen. Denn R ist genau vom Grade 


—v-—1 und keinem niedrigeren, N vom ve” und Vw vom Grade 2. Die 
linke Seite wird offenbar eine ganze Function, also eine solche vom ersten 
Grade. Bezeichnen c und y Constante, von denen die erste nicht Null ist, so 
hat die rechte Seite die Form ce(a@—y) und man erhiilt 
EIT ea mene ie 
N*Vp(z) 

Da R sich durch elliptische Integrale der heiden ersten Gattungen aus- 
driicken lasst, also nicht logarithmisch unendlich wird, so muss bei dem Integral 
auf der Rechten dasselbe stattfinden. Eine von den (sémmtlich reellen und un- 
gleichen) Wurzeln der Gleichung N = 0 sei r; sie ist unméglich gleich y, 
weil sonst «—y:N”* gehoben im Nenner den einfachen Faktor a—y geben, 
das Integral also logarithmisch unendlich werden wiirde. Zerlegt man nun 
x—y:N? in Partialbriiche, so wird der auf r beziigliche Theil 


A B 
ear 1 G1’ 
wo A und B die Werthe besitzen 
te TY pe NO=C—PNO | 
(N'(r))? ’ (N'(r))° 


Da nach bekannten Reductionsformeln erhalten wird 


ee ee a eens Wee a 

Se * vr) peat OnE ial a5 
1 code Vw(a) : 

a SORA Woe) @— yr)’ 


so muss, Wenn in 
y A B da 
U anes 5 aw Vw(a) 


der logarithmische Theil ausfallen soll, Bay(r)—jAw'(r) Null sein, oder 
wenn man fiir A und B ihre Werthe einsetzt, die Gleichung stattfinden 
2[r—YN"M—NO)YWO+0—-Y)Y ONO) = 6. 
Die linke Seite ist eine ganze Function von r des Grades »-+ 2; soll sie fir 
alle Wurzeln von N = 0 verschwinden, so muss 
2(a—y)w (a) N" (x) + (e@—y) y' (e)— 2 (a) N'@) 
durch N(z) theilbar sein, und einen Quotienten zweiten Grades geben, der offenbar 
die Form hat »(2v—1)a*—ba—a. Die gewonnenen Resultate geben den 


I. Satz: Der ve Niherungsnenner des Kettenbruchs fir 


a dz 
— ——__—_—___——_ ; (%) — B(s— a)(% —) 
ee We) ates 


ist erstens eine ganze Function von qg, wo 
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if a dx fe da i 
eae ey ieee Woe 
0 Vy@) 0 Vw(@) 

zweitens auch eine ganze Function ve" Grades nach xv, welche 
der Gleichung genitigt 


(7)... 2e(@—a)(e—P)(a— 7) @WN + [(@—) p(x) — 2p (a) dN da 
+ [a+ ba—v(2v —1)x”|Ndax*® = 0, 

wenn a, b, y Constante bezeichnen, von denen die letzte, fir x ge- 

setzt, N nicht zu Null macht. MN enthilt ausser o und @ keine andere Irratio- 

nalitaét als q. 

Im 4. Kapitel des If. Theiles beweise ich einen allgemeinen Satz, nach 
welchem fiir ein festgehaltenes y die.a@ und 6 als Wurzeln von zwei alge- 
braischen Gleichungen dadurch bestimmt sind, dass die Lésung N eine ganze 
Function von & sein soll, und zeige ferner, dass es im allgemeinen } (y+ 1) (v-+-2) 
solcher ganzen Functionen giebt. 

Das Produkt einer zweiten fiir a — 90 verschwindenden Lésung von (7) 
und von a@”—2 bleibt nach bekannten Siatzen endlich; diese ergiebt sich nach 
Anwendung der Methode, welche im § 26 als Abel’sche bezeichnet wurde, aus 
der ersten N durch die Formel 


(x — y)dax 
NY p(z) 
und man erhalt daher den 

Il. Satz: Die zweite im Unendlichen verschwindende Lésung 
von (7) ist Vw(a).R, (2), wenn R, den durch (2) definirten Rest 
des Kettenbruchs o vorstellt. Es verhalten sich also N und R auch in 
Bezug auf eine Differentialgleichung zweiter Ordnung ahnlich zu einander wie 
die Kugelfunctionen erster und zweiter Art. 

Da man eine Lésung von (7), welche eine ganze Function vom y'e" Grade 
und eine zweite vom Grade 4—v immer erhalt, welchen Werth man auch 
y ertheilt, so wird y gewiss nicht durch die Gleichung (7) allein bestimmt. 
Die nothwendigen Bedingungen zur Bestimmung von y fehlen tbrigens nicht, 
und man kann dazu die Gleichungen (3) verwenden. Der Werth desjenigen 
y, welches den Niherungsnenner verschafft, muss derartig beschaffen sein, dass, 
obgleich a@ und 6 Wurzeln von Gleichungen héherer Grade sind, dennoch die 
Lésung N nur a, 6, q als Irrationalitaten enthilt. Die Erforschung der niheren 
Umstinde, welche hierbei mitwirken, wiirde die Theorie der Differentialglei- 
chungen, deren eine Losung eine ganze Function ist, bereichern. 

(k) Noch bei einer andern Untersuchung spielen die Nenner N, eine be- 
deutende Rolle, naimlich wo es sich um die Berechnung eines bestimmten 
Integrals durch Annaherung handelt. Im zweiten Bande wird itiber die Methode 


yt 
gehandelt, welche Gauss anwendet, um ein Integral WE y(«)dx durch An- 
—tl 


naherung fiir den Fall zu finden, dass y(a@) zwischen —1 und 1 endlich 
bleibt. Er interpolirt dazu (M. vergl. § 7 S. 22) aus yv Abscissen, welche die 
Wurzeln der Gleichung aac) = 0 sind, oder wie man sich jetzt ausdriicken 
kann, die Wurzeln der Gleichung N, (a) = 0, wenn N sich auf den Kettenbruch 
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_ fF f@ds 
ra L—% 


=I 


0 


fir a = —1, 6 =1, f()=1 bezieht. Die vortheilhafte Verwendung fiir 
die Quadratur beruht darauf, dass 


1 
f weP  (a)dxe = 0, 


—1 
wenn t¢< vy. Die Verallgemeinerung dieser Methode, wie sie sich aus der 
vorstehenden Untersuchung wegen (3, a) ergiebt, besteht darin, dass man zur 
naherungsweisen Berechnung eines Integrals 


SJ u@itedee, 


worin y(@) endlich bleibt, gleichfalls die » Abscissen verwendet, welche die 
Wurzeln der Gleichung N,(a@) = 0 sind, wenn » sich aber auf den obigen 
allgemeinen Kettenbruch o bezieht. Im speciellen Fall folgt aus § h, dass fiir 
f(@) = (@’—1)-3, a =—1, B=1 der Nenmner N, gleich cos(varccosa) 
wird und dass daher, wie bereits im § 7 angegeben wurde, hei der Berechnung 
des Integrals als fiir die Interpolation vortheilhafteste Abscissen die » Gréssen 


P 1 
cos ——, COs 
2) 


“a 
> Oy ’ ah} cos (2 -—1) > 


gewahlt werden miissen. 


Anhang. 


§ 69. Die Kugelfunctionen wurden im § 4 dadurch eingefiihrt, 
dass man die Reciproke einer Quadratwurzel nach Potenzen von 
a entwickelte. Zum Schluss soll hier noch kurz tiber den allge- 
meineren Ausdruck 

(49)... —2exr%+a")-" 
gehandelt werden. 

Man kann ihn unter denselben Bedingungen wie im Falle n = 4 
in eine nach aufsteigenden Potenzen von a@ geordnete Reihe 
entwickeln, und zwar setze man, indem man sich wie im § 4 des 
Buchstabens T bedient, 

A490) genni p> a UY) @), 
und findet dann fiir C die endliche Reihe 
(49,)... CO) = Qn’ Wn Se ia) 
Diese Reihe lisst sich nach (24) durch einen vielfachen Diffe- 
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rentialquotienten nach @ darstellen. Um dies méglichst einfach 
zu thun, stelle man C durch eine nach Potenzen von wu = 4(1—2) 
aufsteigende Reihe dar, zu welcher man leicht gelangen kann, wenn 
man sogleich in 7 die Transformation 


ba [a- ay (1+ aay Jie 


vornimmt, und weiter wie bei der ahnlichen Entwickelung im § 5 
verféhrt. Dadurch erhalt man 
2 = 
(ADC) en, 9h? i= WOnniyi F(—v, y+ 2n, n-+ 4, u) 
und schliesslich nach (24) 
(49, 4d)... (@’—1) 270%) 

yp Hee DL On ven) 

Tv TT (n —1) TI Qy + 2n—1) da” g 
Die Gleichheit von (49, 6) und C folgt iibrigens auch sofort aus der 
Formel, die Herr Kummer im 15. Bande des Crelle’schen Journals 
S. 78, § 19 No. 55 angegeben hat 
F(a, @,° FETE a) = a—2uycan(S, St eS 


Lyte}, 


woraus sich ergiebt 
Ted) y+ 2n, n+}, u) = 2 F(— oe soe 1 dae =) 


Man hat dann nur noch die Formel (21) des § 11 daselbst anzu- 
wenden, die sich in 

P(e, By 2,2) = yee pte OK Fla, f+ B+ 1~7, 1a) 
verwandelt, weil darin A wegen des unendlichen JT(a—1)JII(6—1) 
verschwindet. 

Versieht man auch das 7, entsprechende C mit dem gleichen 
untern Index », so hat man 


2 : oo 
dT, = QnaT,y:de, Sa’ dCY? = nda J at 0%, 


y=0 v=0 


und hieraus 
nO” de = do”, 
so dass man die zu n+1 gehérenden Funetionen C durch 
Differentiation der niederen naimlich zu nm gehérenden 
erhalt. : 
Die C geniigen einer ahnlichen Differentialgleichung wie die 
P namlich 
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(1— a”) d? C” — (24-1) ad” da+ »(v + 2n)C’'da? = 0, 
so dass man auch die Siitze fiir die C erhalt, deren man sich zur 
Bestimmung der Coefficienten bei Entwickelungen nach C zu be- 
dienen hat, nimlich dass 


1 
J C“C"(1—2*)-tde = 0 
ce 


u. dgl. M. vergl. die Arbeit von Jacobi im 56. Bande von Bor- 
chardt’s Journal § 6. 

Unter den verschiedenen Werthen, welche » erhalten kann, 
hebe ich im § 124 zwei besondere Falle hervor, welche den C den 
Charakter von Kugelfunctionen verleihen; in dem ersten Falle ist 
n die Halfte einer ungeraden Zahl » = p-+4, im zweiten eine ganze 
Zahl p. Nach der obigen Bemerkung werden alle Functionen C 
im ersten Falle durch Differentiation der fiir » = 4 auftretenden, 
der Kugelfunctionen gewonnen. Im zweiten Falle hat man zunichst 
fitep— 1 
sin(y+1)0 

sind 
und erhalt C, durch Differentiation dieser einfachen Function. Die 
fertige Formel findet man aus (49, d) fiir » = p-+-4 oder n = p. 
Da im III. Theile nur diese beiden Falle zu beriicksichtigen sind, 
bediene ich mich dort keines neuen Buchstaben C zur Bezeichnung, 
sondern nenne die aus der —3(p—1)'" Potenz entsprin- 
genden Functionen C Kugelfunctionen p' Ordnung, so 
dass die eigentlichen Kugelfunctionen die zweite Ordnung erhalten, 


Cs , (® = 00s) 


und vertausche in diesem Sinne das Zeichen CS” (x) mit P(Qn+-1, @). 
Den Functionen, die aus der Entwickelung von —log(1—2aa2-+ «’) 
entstehen, welches gleich ist 


25 ~ cosyd, (c = cos 8), 


kann man im Zusammenhange die Ordnung 1 ertheilen. 
Die Function T, entwickelt Gauss in seiner Abhandlung iiber 
die hypergeometrische Reihe nach Cosinus der Vielfachen von 6; 
man setzt nach Gauss 
(a’-+ b’— 2abcosg)—” = 2S" A,cos vp 
und findet 


Hin+v—1) , 0, b° 
SMnrisy °  * F(n,n +2941, G7) 
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oder auch 

_ Maty— bats jo ea eee ny Baiuiaie { 4a°b? 
anaes CRY, how Ge Sa 
schliesslich die ae Gleichungen 
W(n+»— eras Sorte 4ab 
acl NG + by" (aby F(n-+9, v4, 29-1, + ae aaa 


Hansen erwahnt eine Entwickelung*) von A nach Potenzen von 


An 


Pea die er fiir den Fall » = 4 ausfiihrt. Endlich vergleiche man 
iiber die numerische Berechnung der A ausser der Méc. cél. und den 
Exercices noch das Habilitationsprogramm des Herrn Scheibner**). 
§ 70. Die Function 
i! 
Vi—2acos0+ a’ 
geniigt nach S. 47 einer partiellen Differentialgleichung 


T= 


Wind Fey ek a0" ee 
a 
Setzt man in derselben 
1 
= en! —%, C= 

: ; oe 2 Vcosin—cos0’ 

so wird daher 
goers) 
CUS sind 00 \° id = 0. 


Bei Aufgaben iiber die ree der one treten die Kugel- 
funetionen auf; bei entsprechenden iiber die Kegel oder linsen- 
formige Kérper treten an ihre Stelle die Integrale dieser Diffe- 
rentialgleich.; Herr Mehler***) fiihrt sie als Kegelfunctionen 
ein. Sie entstehen bei der Entwickelung von & durch das Fourier’- 
sche Doppelintegral, aus dem Herr M. unmittelbar erhalt | 


i ae du cosuy f eal ge 
2(cos ai—cos6) 


Das innere Integral ie a ist eine Lisung v der Differentialgleichung 


*) Entwickelung der negativen und ungeraden Potenzen der Quadratwurzel ete. 
§ IIL., No. 43. 

**) Ucber die Berechnung einer Gattung von Functionen, welche bei der Ent- 
wickelung der Stérungsfunction erscheinen. Gotha, 1853. 

***) Borchardt, Journal f. Math. Bd. 68: Ueber die Vertheilung der statischen 
Hlektricitaét ete. und Ueber eine mit den Kugel- und Cylinderfunctionen verwandte 
Function ete. Programm. Elbing 1870. 
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(6)... d’v-+ cotang 0dvdd—(w? + 1)vd0 = 0, 
wie man sofort erkennt, wenn man (a) mit cosundu multiplicirt 
und nach w von 0 bis oo integrirt. Da (6) sich nicht verdndert, 
wenn man 0 mit s—0O vertauscht, so hat man zwei Integrale 
der Gleichung (6), oder, wenn man cos@ d. i. die positive cos’0 
durch a ersetzt, der Gleichung 
(O.)... (l—2”)@’o— 2advudx—(u’? + })vda2’ = 0, 
nimlich die Kegelfunctionen 
(c) -. 2 KO (@) = Boonen és pee 
7 V2(cos ai + 2) 
RY (@) = ee Cosa do 
V2(cos Cie Ba 
Die erste fiir jedes x endliche Pena wiirde eine Function der 
ersten Art, die zweite fiir «= 1 unendliche der zweiten Art sein. 
Die Constante hat Herr Mehler in (c) so gewihlt, dass ®(1) 
gleich 1 ist. 
Derselbe giebt ae Kegelfunction erster Art verschiedene 
Formen; er findet, dass K eine Kugelfunction mit imaginirem 
Stellenzeiger « sei, nimlich dass man habe 


ee ae 
(d)... R@) = PH) = — f (2+ cosp. fa?—1)-H dg. 


Er zeigt dies direkt, durch Transformation von (c), indem er zwei 
Falle unterscheidet, den Fall des reellen und des rein imagindren 0. 
Im ersten verwandelt er K(cos@) in die hypergeometriche Reihe (0) 
des § 5 fiir n = —}4+ wi, d. h. er transformirt sie in 

FG + wi, + ~ wi, 1, sin®4 6). 
In zweiten (« = cosiO gesetzt) transformirt er das Integral direct 
in das Integral auf der rechten von (d). 

Dass K und § nichts anderes sind als Kugelfunctionen erster 
und zweiter Art P und Q fiir den imagindéren Index n = —3-m 
zeigt sich sofort durch die Methode des § 53, indem aus der Glei- 
chung (a) daselbst auf S. 225 hervorgeht, dass P™ und Q fiir 
diesen Werth von n, statt w in (b) gesetzt, dieser Differentialglei- 
chung gentigen. Eine Reihe von wichtigen Siitzen des II. Theiles 
fiir die Kugelfunctionen, z. B. das Additionstheorem, welches dort 
entwickelt wird, und Ahnliche gelten deshalb auch noch fiir die 
Kegelfunctionen. 
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Il. Theil. 


Die Kugelfunctionen mit mehreren Verinderlichen. 


Erstes Kapitel. 


Entwickelung der Kugelfunctionen erster Art nach 
Laplace. 


§ 71. In der Einleitung wurde gezeigt, wie Laplace, aus- 
gehend von der Entwickelung der reciproken Entfernung T zweier 
Punkte im Raume mit den rechtwinkligen Coordinaten 2, y, 2 und 
2,, Y;, 8, Zu der Kugelfunction P"(cosy) gelangte, deren Argument 
cosy nicht unmittelbar gegeben ist, sondern aus den gegebenen 
Stiicken dureh die Gleichung bestimmt wird 

(50)... cosy = cos0cos 6, + sin Asin 0, cos(y — w,). 
‘Man fiihrt dazu statt der rechtwinkligen Coordinaten Polarcoordi- 
naten ein, indem man setzte 
(50, a)... #0080} x, =r,cos6,, 
y=rsindcosy, y, =r,sind, cosy,, 
S=rsindsny, 4%, =r,sin6, sinw,. 
Wir erinnern an die Bedeutung der Bogen 6 und 6@,, die zwischen 
O bis 2, von w und w,, die zwischen O bis 27 genommen werden, 
und von y. Man denkt sich um den Anfangspunkt des rechtwink- 
ligen Coordinatensystems als Mittelpunkt eine Kugel mit dem Ra- 
dius 1 beschrieben. Die vom Mittelpunkt nach den beiden Punkten 
x, y, 2 und w,, y,, %, gezogenen Radii vectores schneiden die Ober- 
fliche in Punkten p und p,. Um auf diese die Bezeichnungen an- 
wenden zu kénnen, deren man sich fiir die Etdkugel bedient, werde 
die Axe der X als Axe der Kugel betrachtet, ihre positive Seite 
sei die nérdliche, die Ebene YZ die des Aequators, die Ebene XY 
der erste Meridian und die (geographische) Liinge der Axe Z gleich 
90°. Dann sind @ und 0, die sphirischen Abstiinde der Punkte 
p und p, vom Nordpol, w und yw, ihre (geographischen) Lingen, 
wihrend y ihre auf dem Hauptkreise gemessene Entfernung be- 
zeichnet. 
Man hat 
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t 


T & V@ —2x,)+y am bas GA 


hieraus ergiebt sich 


OTe | : 
= —2)T, _ = —1+3(a,—2)’T*, 


folglich die aa Differentialgleichung 
es f (She Marae elit b 
PU) 77. 
(5 ? ) tans oy’ ak Oz? 
Dureh die Einfiihrung der Store ae erhalt man mit La- 
place*) die Gleichungen, welche in der Lehre von der Anziehung 
fundamental sind 
(00, ©) cael ae Ve - ,cosy-+r?, 
ro. cele 1 : 
( ) +5 =z ( sin 0 a) | : 
or’ sind 06 sin’ 0 a 
Man hat verschiedene Methoden um (50, i‘ in (50, d) zu transformiren. 
1) Sollen ganz allgemein in eine partielle Differentialgleichung mit 
den unabhangigen Veranderlichen x, y, 3, und der abhingigen V drei neue 
Veriinderliche 4, uw, v durch Gleichungen 
c=fA,u,r), y=OAur), s=xAur) 
eingefiihrt werden, so sucht man zunichst die Differentialquotienten von 4, wu, 


y nach a, diese so genommen, dass zu gleicher Zeit y und 2 constant bleiben, 
also so dass die drei Gleichungen 


Ox = f'(A)OL+ f'(u)ou+ f') dr, 
= gl(A)O+- pu) Out gO», 
O= XADAA+ yout x'O)ev 
zugleich stattfinden. Durch Auflésung derselben erhalt man die gesuchten 
Werthe fiir 


= 0: 


(50, dw =), 


On Ou Ov 

On” * Ox" Oa” 
und durch zwei iahnliche Systeme von je drei Gleichungen die Differential 
quotienten von 2, uw, v, nach y und %, diese so genommen, dass a und gz, 
resp. © und y constant bleiben. 

In einigen Fillen ist es bequemer, diese neun Differentialquotienten dadurch 
aufzusuchen, dass man nach A, uu, v aufldst, also jede von diesen Gréssen oder 
wenigstens Functionen von je einer derselben durch a, y, % ausdriickt. Z. B. 
kann man in dem hier vorliegenden speciellen Falle statt der Substitution (50) 
die folgende verwenden: 

2 2 
y +% 


; % 
r=ety?+ts7, tang’? = ty tangy = e 


Aus derselben ergeben sich fiir die neun Differentialquotienten die Werthe 


*) Memoiren der Pariser Akademie v. 1782, S. 135: il est facile de s’assurer 
par la différenciation ete. 


304 Il. Theil. Erstes Kapitel. § 11, 50: 


(ol) i O 

coe NG ——- ses Sais 

Ox Ox r Ox 

; re] cos Aco ) sin 

ot = sin@ cosy, a = SOc f ae = Me 2 

oy oy r oy rsin 

i e] cos 
OP ak ara ela ie uta ls ig sy 
O% Oz r Oz rsin@ 
Um irgend eine partielle Differentialgleichung — ich beschranke mich 

der Kiirze des Ausdrucks wegen auf den Fall einer linearen zweiter Ordnung 
mit drei unabhaingigen Variabeln a, y, % — hat man durch eine neue Diffe- 


rentiation aus den neun ersten Differentialquotienten die neun zweiten nach je 
einer der Veranderlichen aw, y, %, und die neun nach je zweien derselben zu 
nehmen. Schliesslich sind diese 27 Werthe einzusetzen in 

(ch Aare ot A CLA Gre gone Ov 

Or = Od a te Ox Ov Ox’ 


ae = an (a) tau Ge) + oer Ge) 


OV Ou shee aoe Ov OA ov sea Ou 
naa nGe Oe 1: OF alah oe te Olean 
OV, C71 OV iO7u win0OVin0y 
Tila, MeREeAMIe as vacee? sit ames: 
sowie in die ahnlichen sieben Ausdriicke, welche sich auf y, z oder die Com- 


binationen wy, y%, 2%; heziehen. Dieses miihsame Verfahren wandte man 
auch auf die specielle Differentialgleich. an, welche hier vorliegt 


ov ow 
Goat) « — 0, 
( ) Cx + oy” a Oz’ 
bei der es sich allerdings durch den Weefall einiger Glieder vereinfacht, und 
erhielt so (50, d), wenn man darin T in V verwandelt. 


2) Jacobi hat fiir die Transformation speciell des Ausdrucks auf 
der Linken von (@), aber in beliebige Coordinaten A, w, » eine ein- 
fache Methode (in seiner Abhandlung: Ueber eine partikulire Losung der par- 
tiellen Differentialgleich. etc, Crelle’s Journ. f. Math. Bd. 36, S. 113—134) 
angegeben, welche mit der Art zusammenhiingt, auf welche man das Ha- 
milton’sche Integral zur Transformation der Bewegungsgleichungen in die 
mgweite Lagrange’sche Form verwendet. Die Methode von Jacobi trennt 
sich von der ersten da, wo die neun ersten Differentialquotienten gebildet sind, 
wo also der miihsamste Theil der Arbeit beginnen wiirde. Durch Einsetzen 
der Werthe fiir die ersten en? findet_ man 

_ 7p ; 2 ery 
—Q+G+@="G@ +e G@+rG 


ae OV OV OV OV Vn 
Toa Gp | eee ina a eel 


§ 71, 50. Kugelfunctionen erster Art. 305 
wenn L, M, N, 1, m, m bekannte Functionen von 2, w, » sind. In dem 
speciellen Falle der Gleichungen (50, a) hat man 


==, yes Np ba (== 
r rsin 0 

Der Einfachheit halber nehme ich an, dass J, m, nm, wie in dem vor- 
liegenden Falle, Null sind, obgleich die Anwendung der Methode nicht auf 
diese Falle beschrénkt ist. Man sucht bei den verschiedenen Problemen, bei 
denen eine derartige Transformation vorgenommen wird, solche Coordinaten 4, 
i, v einzufiihren, fiir welche /, m, m verschwinden, weil dadurch die trans- 
formirte Differentialgleichung eine geringere Anzahl von Gliedern erhalt. Dies 
Verhalten laisst eine geometrische Deutung zu: Die Punkte 2, y, 2, in welchen 
je einen bestimmten Werth «, besitzt, bilden eine Flaiche, welche eine zweite 
Flache in der » = y, in einer Curve schneidet. Der Cosinus des Winkels, 
welchen die in einem Punkte der Durchschnittscurve errichteten Normalen der 
beiden Flichen, also diese Flachen selbst mit einander bilden, ist bekanntlich 
proportional 

Ou ov Ou ov . Ou ov 

Ox Veni: Oy icy ih ale? 
so dass, wenn / = 0, die Flachen sich orthogonal schneiden. Ist auch m = 0 
und m = 0, so schneiden sich alle drei Flichen, auf welchen 4, u, v con- 
stante Werthe annehmen, orthogonal, — also nach dem Satze von Dupin in 
Kriimmungslinien. Die Coordinaten 4, uw, » nennt man dann orthogonale. 

Man zeigt leicht, dass die Functionaldeterminante 


Ox Oy O% 
=the au er 
der Gleichung geniigt 
1 
(c) arse == LN’ 


Da man namlich, wie aus (0) folgt, gesetzt hat 
On. oA? oA’ i 
co (Gy +Gp=t 


und ihnliche Gleichungen fiir M und WN bestehen, so wird 


On Od On 
atamee UCR She 4 0ase ee 
Om _ Ow Ou 
ee ety, ee eae 
Ov Ov Ov 
Boge ta Geil Ge ecco 


wo die neun Gréssen a, 6, y Coefficienten einer orthogonalen Substitution 
sein miissen, weil 1] = m=n= 0. Ihre Determinante ist daher 1, und 


oud Stoo a ae SL MN., 


Diese Determinante ist aber die Reciproke von R. 
Heine, Theorie der Kugelfunctionen. 2 Aufl. 20 
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Man integrire nun die linke Seite von (6) itber einen Raum, die rechte 
Seite iiber denselben, fiihre hier aber statt a, y, 2 die Coordinaten A, wu, v 
ein. Alsdann wird 


IIN@+G PY + (SY) Jawayes 
=f ff |v (Sr) ew (2 “4 ne( ory Ron auan. 


Variirt man nun V so, dass OV an den Begrenzungsflichen Null ist, integrirt 
dann in tiblicher Art durch Theile, so erhalt man fiir jede derartige Variation dV 


ST, Lae * yp t oN andy ax ee i ae 
Pa ° (na oe) 1 is (ry S* Jer auar. 


Indem man auf der linken Seite fiir das Kérperelement OxOyOz seinen Werth 
ROAGuO?Y setzt, erhilt man auch links ein Integral nach A, uw, v. Da OV 
eine sogenannte willkiirliche Variation ist, so muss der Faktor von 0V.dA Ou dy 
auf der Linken gleich dem auf der Rechten sein, und man erhilt schliesslich 


av ov av _ Sipe mai 
Cit - a ae LMN| 55 MN Oh 


0 
an Ou HE 3 Ou r)+5 Ov Ga | 


und in dem vorliegenden speciellen Falle hieraus sofort die Gleichung (50, d). 
Dasselbe Verfahren liisst sich auf die Transformation des Ausdrucks 
o’V Tite: enV, 

Oe Thaker oe noes 08 
anwenden, in welchem p Verdnderliche in derselben Art auftreten, wie im 
obigen drei. Kann man fiir die € ebensoviele Grissen ibe A> iA as ein- 

fiihren von der Beschaffenheit, dass 


(Gr) f @ ahs fess +(ge-) = Lian le TL OAa lhe Gidea 


so wird der rae nAusdntek mit 
po (Lprev 
RE a(t 
OA, Oh, 


yv=0 


vertauscht werden kénnen, wo 


Foeeulg Lt). Lig 
Man wendet diese allgemeine Formel im § 128 und 134 an. 

Anmerk. Die Anwendung dieser Methode setzt erstens voraus, dass 
man einer Function V solche Variationen geben kénne, die mit ihren ersten 
Differentialquotienten an den Grenzen des Kérperstiicks, iiber welches man in- 
tegrirt, verschwinden. Es geniigt, dies fiir jede Kugel zu zeigen. Hat eine 
soleche den Radius k, und sind a, b, e die rechtwinkligen Coordinaten ihres 
Mittelpunkts, so ist 


S17 5G, Kugelfunctionen erster Art. 307 


€ 


ORS (a) hy) ork") 
offenbar eine Variation, welche alle Bedingungen erfiillt. Zweitens muss man 
zeigen, dass aus der Gleichheit der Integrale die Gleichheit der Elemente, also (e), 


folgt, oder dass A verschwindet, wenn vay lf: AdVOL Our Null ist, wo A eine 


von OV unabhingige Function von A, gw, v vorstellt. Indem man jeden Theil eines 
Stiickes in welchem A etwa nicht Null wire, also dasselbe Zeichen behalten 
sollte, zum Innern einer Kugel macht, und fiir OV den obigen Werth setzt, zeigt 
sich, dass unter dieser Voraussetzung das Integral nicht 0 ware, sondern das 
Zeichen von A hatte. Man findet Weiteres iiber dieses Verfahren in meinen 
Arbeiten im 1. und 4. Bande der Annalen von Clebsch und Neumann. 

3) Ein hochst einfaches Verfahren zur Transformation, wiederum nur 
der Gleich. (a) und nur in orthogonale Coordinaten, findet man im 
§ 71 und resp. § 29 der von Herrn Hattendorff im Jahre 1869 resp. 1876 
herausgegebenen Vorlesungen von Riemann iiber partielle Differentialglei- 
chungen etc., und tiher Schwere, Elektricitét und Magnetismus. Dies Verfahren 
riihrt aber nicht von Riemann her, sondern ist, wenn nicht frither, jedenfalls 
schon durch die Vorlesungen iiber das Potential, welche Dirichlet im Sommer- 
semester 1856 hielt, bekannt geworden. Das Eigenthum an diesen Vorlesungen 
hat Riemann nie beansprucht; er hat dieselben, um mich der Worte des 
Herrn Hattendorff zu bedienen, nach Dirichlet tthernommen; dass die Art, 
wie Riemann dieselhen fortfiihrte, ihre Bedeutung erhéht hat, wird Niemand 
bezweifeln. Dem Ruhme Riemann’s wird es aber auch nicht den geringsten 
Eintrag thun, dass er sich dem beherrschenden Einflusse, welchen Dirichlet’s 
Vorlesungen auf den Zuhorer ausiibten, nicht entzogen hat, und dass z. B. das 
erste von den genannten Werken, tiber die partiellen Differentialgleichungen, 
in den ersten vier Abschnitten, bis § 73, in Form, Inhalt, selbst in der Aus- 
wahl der Beispiele — den Cylinder tibergeht Riemann — abgesehen von 
ganz unwesentlichen Aenderungen, mit dem Collegienhefte tibereinstimmt, welches 
ich im Wintersemester 1838—1839 nach den Vorlesungen von Dirichlet 
niederschrieb. Dem Ilerrn Herausgeber, der diese Vorlesungen von Riemann 
weiteren Kreisen zuginglich gemacht hat, sid wir darum nicht weniger zum 
Danke verpflichtet. Beide Werke, zumal die Vorlesungen tiber das Potential, 
welche sich yon den Dirichlet’schen weit entfernen, geben nicht nur ein 
grosseres Material, sondern auch eine Fiille neuer Gedanken, die nun aufgehdrt 
haben, Besitz einiger wenigen zu sein. 

Das dritte Verfahren beruht auf einem Satze von Green, welcher durch 
die Formel 


Sf Get se t Gp eet = ff Fas 


ausgedriickt wird. Das Integral auf der Linken erstreckt sich tiber irgend 
einen K6rpertheil, das auf der Rechten iiber alle Elemente Os der begrenzenden 
Fliche; die durch On angedeutete Differentiation geschieht nach der Richtung 
der inneren Normalen im Elemente ds. Die Gleichung (a) wird also immer 
und nur erfiillt, wenn das Flichenintegral auf der Rechten fiir jede Begrenzung 
verschwindet. Indem wir orthogonale Coordinaten 4, wu, v einfiihren, nehmen wir 
als Grenze sechs Flachen, nimlich die drei durch A=A,, u=4,, v=, gegebenen, 
wenn hes fy» VY feste Werthe bezeichnen, und die drei, fiir welche A=i,+46, 


20 # 
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etl, v=, wenn é, ¢, m unendlich klein sind. Die Kanten 
stehen also senkrecht auf einander und man hat 
(9)... Oe-+ Oy?-++ Os? = VOV+ IM? du?+ Nav’, 
wenn e&, CM, 7M die Langen der drei im Punkte 4, w, » zusammen- 
stossenden sind. Errichtet man in eimem Punkt der Flache, fiir welche A 
gleich A, ist, ein Perpendikel auf dieselbe, so wird seine Lange bis zum 
Durchschnitt mit der Fliche A=A,+ 0A durch On=QOA ausgedriickt, 
also der Theil des Flachenintegrals in (f), welcher sich auf das hegrenzende 
Flichenstiick bezieht, fiir welches 2 gleich A, ist, 
OV 
ee 
Soe ORS 
Setzt man hierin 4,+e fiir 4,, und nimmt das Glied negativ, so erhilt man 
den Theil des Flichenintegrals, welcher sich auf die Fliche 4 = 4,+¢ be- 
zieht. Da aber, wenn f eine beliebige Function von 4 hezeichnet 
f(A.) ~ fat 8) = — ef"), 
so erhilt man fiir den Theil, welcher wegen der beiden Flichen entsteht 
0 (MR OV 
eG aa) 
OA Nae Wo 7 
Behandelt man in dhnlicher Art die beiden anderen Flachenpaare, so findet 
man daher: Die Differentialgleichung 
OV ve o°V 4 OV 
Oz? Oy’ Oz” 
verwandelt sich durch Einfiihrung orthogonaler Coordinaten 4, 
iM, y in 


= 0 


O (MN OV OPE MY OV. oO (LM OV 
Cree a sel )=o, 
CLINT RS MOR Ou XM ou Ov \ Noy 
wenn gesetzt ist 
Ox+ Oy? + Oz? = LOM Mow? -+ Nar”, 
Z. B. erhailt man bei der Einfiihrung von Polarcoordinaten r, 6, we 
durch (50, a) 
Ox*+- dy?+ Oz” = Or? r’sin? 0 Ow? + r? 6". 
Anmerk. Die Gleichung (g) stimmt mit der durch Jacobi’s Methode 
gefundenen (e) tiberein. Denn da nach S,. 305, 


O 

ie adx-+ Bdy+ ydxz, 
Ou 

ar = 4.00 +B, Oy +y, Os, 
& 


ants a, Ox + 8, Oy + y, O%. 
so folgt, da 


@’+aito:=1, af+o,6,1,8, =0; ete. 


durch Auflésen der linearen Gleichungen 
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Ow = 0+ Sout aoe ete, 
Oa’ + Oy?+ 02? = uel + qn de" + ar ov", 
und endlich 
Doe — t= NS 1 

In der Einleitung wurde bereits gezeigt, wie man aus (50, d) 
die partielle Differentialgleichung erhalt, der P”(cosy) geniigt. Man 
entwickelt namlich T nach absteigenden Potenzen von r, setzt die 
Reihe in (60, d) ein, und findet dass das n'* Glied P”(cosy) ein 
Integral der yee ean nS, a 

14 & oT 4 cotgo 2 a 5+ +nrn+1f=0, 

ol sin’ 6 a 
deren Integration uns im § s beschaftigen wird. 

Im § 12 8. 48 wurde diese partielle Differentialgleich. aus (8) 
durch eine Substitution erhalten; es sollen im § 72 zuniachst die 
Beziehungen, welche sich hierbei ergeben, zu spiterem Gebrauche, 
verfolgt und einige weitere Umformungen der Gleichung (51) vor- 
genommen werden. 

§ 72. Der Gieichung, welche y mit 6, 6,, w, w, verbindet, kann 
man noch zwei andere hinzufiigen, indem man einen solchen reellen 
Bogen o einfiihrt (0<y< a, 0<0 < 2m), dass man hat 

(a)... cosOcos6,-+ sinOsinG, cos(y,—w) = cosy, 

sin Ocos 0, — cos OsinO, cos(ay,— w) = sinycosd, 
sind, sin (w,—w) = siny sin 0. 


In der That ist die Summe der Quadrate der linken Seiten wie 
die der rechten gleich 1. 
1) Aus diesen drei Gleichungen findet man 


Ocosy ED 
a y= (S55 ) : sve 
oy 
as es + in? <9 (ey. 
Bezeichnet f irgend eine Funetion von y, so wird daher 


er (3) = AG r) + aang Ga ): 


2) Aus den Gleich. (a) findet man ferner den Satz, welcher 
durch die Gleichung von Poisson ausgedriickt wird 
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"TC 270 7 P 
One ve xin0,d0, f (yew, =20f f(y)sinyey. 
0) 0 0 


Man beweist dieselbe durch eine mehrfach von Dirichlet benutzte 
geometrische Betrachtung. In der 


Figur sei NAA, ein spherisches 

hg Dreieck auf einer Kugelfliche mit 

ia da OSE dem Radius 1, N der Nordpol. 

of sed Die Linge der Punkte A resp. 

‘7 A, und ihre Entfernungen vom 

ee, Pole (M. vergl. S. 302) seien w 


und 6, resp. w, und @,. Die 
sphirische Entfernung AA, ist dann y, und A der Winkel 0, welcher 
durch (a) ausgedriickt wird, waihrend « fiir d zu setzen ware, wenn 
man 0 in (a) mit 0, vertauscht. Wie in Bezug auf den Pol N 
jeder Punkt A, durch w, und 0, festgelegt wird, so kann man 
A, in Bezug auf A durch y, welches zwischen O und ~ genommen 
werden mag und 0, welches von 0 bis 2% gezahlt wird, festlegen. 
Denkt man sich die Kugel mit einer Masse belegt, deren 
Dichtigkeit in jedem Punkte A, durch f(y) ausgedriickt wird, so 
stellt die linke Seite von (c) die ganze Masse auf der Kugelflache 
vor, da sin@,00,0w, das Element der Fliche im Punkte A, ist, 
wenn man sie von N aus durch Meridiane und Parallelkreise theilt. 
Theilt man sie aber von A aus, als ob A der Pol wire, in Pa- 
rallelkreise, so wird der Umfang des durch A, gehenden 27siny, 
das Flachenstiick zwischen diesem und dem zu y+ 0y gehdrenden 
daher 27sinyOy und seine Masse das Produkt aus dieser Flache 
und f(y). Daher ist auch die rechte Seite von (c) dieselbe Masse. 
Durch dieselbe Methode beweist man eine allgemeinere Glei- 
chung. Setzt man zur Abkiirzung y,—w = g, so wird naémlich 


(uae ie "[ ta)sinr 6, sin g 80,89 
10) 10) 


ee IT} (vy aS ane iwy+l : 
= MF op Ehyaae) f(y)sin ydy; 
als Dichtigkeit der Kugelflaiche hat man beim Beweise nicht f(cos 7) 
zu nehmen sondern dies multiplicirt mit dem Zahlwerth von 
[sin d, sin(w, — w)]”. 


3) In die Gleichung (c’) setze man das Quadrat von f'(y) statt 


S135), Kugelfunctionen erster Art, 311 


AG) und benutze (b); dadureh entsteht 
A" (OREN vols. sdovieyinOl Ve ear ie: 
dois LC 06 ) 1 sin’@ (Sp) [snr asinr p02 
= tf (45) sin’ ty dy, 
0 


wo k die Constante bezeichnet, welche das Integral auf der Rechten 
von (c’) multiplicirt. Eine Variation auf beiden Seiten der Art, dass 
df fiir die Grenzen Null wird, und eine darauf folgende Integration 
durch Sek wie 8. 306, verwandelt die ne ses in 


ip Jal of [FL+e+eotga shy 1 aac 5 +veotg 5p) fine +707 


= [OP Ay Liat es nvt+i 
sf ar( Sh +(v+1)eotgy oH oF sin y Oy. 


Dies giebt eine allgemeinere Transformationsformel, deren specieller 
Fall » = 0 im :. 12 vorkam, namlich 


fe} O° O 
(@)... a TCI ay oe CAO tielgde 


6) 
+- es (53 + veotg g -) 
Sie wird bei den Kugelfunctionen héherer Ordnung verwendet. ° 
(M. vergl. d. III. Theil.) 

4) Hier werden einige Formen zusammengestellt, welche (51) 
annimmt, wenn man fiir « eine andere Verdnderliche einfihrt. 
Man setze . 
z=cos0, v,=cos0,, o=yr—1, W,—-w=4q, 

(50) ... cosy = cos@cosO, + sin Osin 6, cos 


= ae, —Yx*—1/2? —leosp = 
Alsdann geniigt P’(cosy) = P"(z) den aie ee ee 


: CG of Shee Lea 
OLD gaa wi + eotg 6- 56 =e sin? oe +n(n+1)f = 0, 
ole eave) id ; 
(obra tian) a 2x peat = qua -+ n(n 4-1) f =0, 


: | 
evites a WTF Se) + spent Der = 0, 


a +n(n+1)f = 0. 


"On 


as) of 2s 


$73, Wir vapen's nun zu der merkwiirdigen Entwickelung 
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von P"(s) nach Cosinus der Vielfachen von g, die Laplace 
in den mehrfach erwihnten Memoiren der Pariser Akademie von 
1782 mitgetheilt hat, und die eines der wichtigsten Resultate aus 
der Theorie der Kugelfunctionen geblieben ist. 
P”(z) als ganze Function n' Grades von 2 ist auch eine ganze 
Function des gleichen Grades von cosg, hat also die Form 
Pye ze ir COSY), 
wenn w eine Function bezeichnet, die ausser Constanten (und 1) 
nur noch x und a, enthalten kann. Setzt man diesen Ausdruck 
in (51, a) ein, so giebt die linke Seite eine Reihe, die nach Cosinus 
der Vielfachen von g geordnet ist; soll sie verschwinden so muss 
jedes Glied fiir sich Null sein. Daher ist uw, ein Integral der 
Gleichung 
Oru Ou 


(—2’) 20-4 (nr 1) ax) u = 0, 


Ox? 
die man aus § 51 kennt; ihr Integral hat die Form (S. 216) 
iy = gv Pr(@) +h, O2(@), 

wenn g und Af willkiirliche Constante bezeichnen die kein gm und x 

aber wohl «, enthalten kénnen, und die Summe sich von » = 0 
pis n erstreckt. Fiir 2 = 1 wird Q = co wihrend doch P(x) endlich 
bleibt, so dass die h verschwinden und P”(z) gleich 

> 9, P, («cosy 

sein muss. Aus der vollkommneren Symmetrie von P(x) nach « 
und a, schliesst man, dass die rechte Seite auch die Form 


yy Py (@, cosy 
haben muss, wo y eine Function von 2 bezeichnet. Hieraus er- 
halt man endlich die Entwickelung 


(52)... P*(@2,— ya"—1 /z?—1 cosq) 
= S'(—1y aS P?(w) PX(2,)eosve, 
wenn a” eine numerische Constante bezeichnet, und zwar, 
wie sich sogleich zeigen wird, dieselbe, welche bereits im 
§ 62, S. 253 auftrat, naimlich 
4 5 1.3...22n—1)]? 
46,4)... a= oe 
£9), 0) ss 2 Ossie aerate ar pein 
von der eine fiir die Theorie wichtige Eigenschaft durch (46, b) 
ausgedriickt wird, 


§ 73, 52. - Kugelfunctionen erster Art. 313 


Um a zu bestimmen dividire man (52) durch a" und setze 


dann v, = oo. Dadurch reducirt sich die linke Seite auf das einzige 
Glied 


1.3...(2n—1 nace 
a Ye cos gy, 


die rechte auf 


S'(—1y a P"()cosvg. 
Aus (83, a) auf S. 206 sieht man sofort, dass a den oben ange- 
gebenen Werth annimmt. 
Man konnte auch die Anwendung von (33, a) vermeiden, 
wenn man noch durch a” dividirt und auch w = oo gesetzt hiitte. 
Dadureh entsteht 


2. sepa Tes sin” Ag = a™) —aMcosg-+ amMecos2g—-:, 


wihrend andrerseits die bekannte Formel giebt 


' II(2n 102 Ax o na—l : 
(2sintg)’" = pie Ges Zz nl cosg +2 DGD cos2p——): 

Die Gleichung (52) werde ich als das Additionstheorem 
der Kugelfunctionen erster Art bezeichnen; sie kommt in dieser 
schliesslichen eleganten Form nicht bei Laplace sondern bei 
Legendre in den Memoiren von 1789 8. 432 vor. Zunichst hatte 
Legendre in seiner ersten Abhandlung nur das erste von @ freie 


Glied der Entwickelung gefunden, also den Satz 
* [Pr @ap = P'(@)P"(a,). 
0 


Hierauf gab Laplace in den Memoiren von 1782 die Reihe fiir 
P"(s), welche allerdings wesentlich mit (51) iibereinstimmt; jedoch 
sind die P;(x) dort noch nach absteigenden Potenzen von ¥1—a’=sin0 
geordnete Reihen, welche also die Form wie im § 51, No. 2 haben. 
Der Fortschritt von Legendre besteht darin, dass er den Zugeord- 
neten die bessere Form giebt, und ausserdem den schon 8. 218 
erwibnten Irrthum von Laplace berichtigt*). 


*) Nous observerons que le développement de la méme quantité, tel qu’il est 
indiqué dans louvrage cité de M. de la Place article XI, n’est pas exact et qwil 
ne donneroit que les termes de la valeur de Y”™ dans lesquels m-+& est pair. 
L’erreur vient de ce que M. de la Place n’a pas fait attention qu’en faisant ce 
qu’il appelle cos! = 0, tous les termes ot m-+ & est impair disparoissent. 
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§ 74. Ausser dieser Entwickelung von P"(z), nach Cosinus der 
Vielfachen von g, kommen noch andere in Betracht. Im III. Ka- 
pitel wird uns eine solehe beschiaftigen, welche nach gewissen 
ganzen Functionen von neuen, statt der drei Aggregate cos0, sindcosy, 
sin Osinw einzufiihrenden Veranderlichen, den Lamé’schen Func- 
tionen, fortschreiten. Aehnliche Entwickelungen der Functionen $, 
findet man im III. Theile, 2. Kapitel, § 126. Hansen giebt im 
4, Bande der Abhandl. der Sachsischen Gesellsch. d. W. in seiner 
schon erwihnten Schrift*) eine andere Reihe. Ist m die gegenseitige 
Neigung der Bahnen zweier Himmelskorper, und sind 0 und 6, die 
Argumente der Breiten derselben, so hat eine Entwickelung nach 
Cosinus der Vielfachen von g keinen Werth fiir die numerische 
Rechnung, wohl aber eine solche nach Potenzen von sint@ 
oder tangi+q. Diese giebt Hansen in No. 24; bei ihm ist D, die 
Function P"(cosy). Die Coefficienten, die nach der Darstellung 
durch (52) zunachst Potenzen von sin@ und cos6, sin@, und cosd, 
enthalten, entwickelt er in Reihen, die nach Sinus und Cosinus 
der Vielfachen von 6 und 6, geordnet sind. Man iibersieht 
aus (52), wenn man sich cosm@ in eine Potenzreihe entwickelt denkt, 
dass jene Coefficienten linear aus den Aggregaten P; (cos) P; (cos 0,) 
zusammengesetzt sind, so dass es nur darauf ankommt, jedes der- 
selben nach den trigonometrischen Funetionen der Vielfachen von 
6 und 6, zu ordnen. Hiilfsformeln dazu finden sich im § 51, No. 3, 
aus denen man erkennt, dass wohl die ¥§ eine einfache Entwickelung 
zulassen aber nicht die P; selbst, die aus der Multiplication der 
ersteren mit einer Potenz von sin@ entstehen. Hansen hat dieses 
vollstandig durchgefiihrt und die Reihe, durch Hinzufiigung der er- 
forderlichen Tafeln, fiir die numerische Rechnung brauchbar gemacht. 
Da die Formeln sich nicht wesentlich zusammenziehen und die Ent- 
wickelungen jener Abhandlung ohne Hinzufiigung dessen, was sich 
auf die numerische Rechnung bezieht, einen Theil ihres Werthes 
verlieren wiirden, so tibergehen wir hier dieselben, und begniigen 
uns damit die Aufgabe und die Art, wie man sie mit Hiilfe der 
hier gegebenen Formeln lésen kann, angedeutet zu haben. 


*) Entwickelung der negativen und ungeraden Potenzen der Quadratwurzel etc. 
S. 285—376. M. vergl. auch das Habilitationsprogramm des Herrn Scheibner, 
Gotha, 18538. 


§ 74, 52. Kugelfunctionen erster Art. 315 


In No. 37 seiner Abhandlung hebt Hansen einen besonderen 
Fall seiner neuen Darstellung von P"(cosy) hervor, von dem er 
spiter Anwendungen geben wiirde. Es ist dies ein Fall, in dem 
(52) leicht das Resultat liefert, niémlich die Entwickelung von 
P"(cosacos®) nach Cosinus der Vielfachen von f. Die Reihe, 
welche Hansen giebt, erhalt man, indem man in (52) setzt 

AsO; te NO. gy = fp, 
wodureh entsteht 
P"(cosacos@) = '(—1)" aS” P (sine) P? (0) cos vB, 
und wenn man fiir P(O) seinen Werth aus S. 207 setzt, 


vn (=1)e—9 
fees spa CLA Pat 3 Unie dTVae) 


wenn die Summe sich iiber alle » von 0 bis ” erstreckt, die — » 
mi einer geraden Zahl machen, und fiir » = 0 die Halfte genommen 


cos’as" ,(sina)cosrf, 


wird. Fir %", (sine) ist eine der beiden Reihen 


(d= 9) a—y— Ty 


sin”—” a On =1)3 Sin? i. 
€ ys ~“(cos(w—»)a Le Be Pe gat 


aus § 51, No. 1 und 3 zu nehmen. 

Dieselbe Function kann man vermittelst (52) noch in eine 
andere Form bringen, wenn man setzt 

z= cosa, «©, —cosf, p=. 
Dadurch entsteht 
P” (cosa cos 8) = Si’ a P) (cosa) P?(cosp), 

die Summe iiber alle geraden y von O bis » genommen. 

Diese Formel lasst sich auf eine Art verallgemeinern, welche 
im III. Theile weiter verfolgt wird, wihrend es hier nur darauf 
ankommt das Resultat zu gewinnen. Differentiirt man namlich (51) 


ymal nach cos@ und setzt dann gy = 47, so wird die linke Seite 
(fiir p = 27) 
S34 nOMPY () 1.3...Qn- 
=(sinOsin GO, ) DEES TG ms 
Fiir die rechte Seite ist zu beachten, dass 

a” cosy + 2p) pays p—1) 

eb = (1 : 
dcosg” IIp 

wie sich zeigt, wenn man die Gleichung 


a (sind sind, )’ 8" ,(cosOcos8, ). 


, 
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—log(i—2acosp + «”) = 2 ~. cosn 


ymal nach cos differentiirt und dann gy = 37 setzt. Fasst man 
Alles zusammen, so entsteht 
ORS DS Wb J; (cos a cosB) = » ¥; (cosa) ¥; (cosf) 
y  (n—v).(n—v—1) Bi 42(cosa) By 42(cos 8) 
eae): 1 (w+r+i(n+r4 2) sin’asin’? 
v(v+1) (n—»)...(n—v—3) $B>-4(coser) By 44(cos 8) 
ae) 1.20 (n+v+1)...(n+74+4) sin*a@sin*@ i 
Man kann bemerken, dass hierdurch auch eine Entwickelung der 
im Anhange voriibergehend mit C bezeichneten und durch (49, a) 
definirten Function fiir das Argument cosacosf geliefert ist. 
Die yvorstehende Formel gestattet auch eine Umkehrung; sie 
giebt namlich 


b 2°II(n—v) d? PR") a” P(a,)  d” P(x) 
ee II(n-+») da” da? d@xy 
(Nei 1) eH Pwe,) | @'=I@—1' aPr@a,) 
2(2y+2) d(wax,)"*? *° 2.4.2v4+2)2Q»+4) d(@a,)t4 
Die Ausdriicke (a) und (6) findet man in einer Abhandlung 
von Hansen*), in welcher er die Gleichung (51) dadureh ableitet, 
dass er das Argument z in zwei Theile theilt, n&émlich in 


-+ 


Cor. a — 7271 yo?—1 cos 

und P"(a+h) mit Hiilfe des Taylor’schen Satzes nach Potenzen 
von h entwickelt. Die Potenzen von cos setzt er dann in Reihen 
um, die nach den Cosinus der Vielfachen von m geordnet sind, 
sammelt die Glieder, welche cosyg zum Faktor haben, und findet 
eine Reihe von der Form wie die rechte Seite von (6), welche er 
durch die linke Seite summirt; dadurch ergiebt sich schliesslich (52). 
Die Hiilfsgleichung (6) und ebenso (a) entwickelt Hansen in No. 2 
nicht auf dem hier angegebenen Wege, auf welchem die Formel 
(52) schon als bekannt vorausgesetzt war, sondern auf andere Art, 
wobei er nur voraussetzt, dass der Ausdruck von P”(s) durch einen 
n°" Differentialquotienten gegeben sei. 


*) Abhandl. der Sichs. Gesellsch. d. W. I. Bd. 1852, S. 123--130: Ueber die 
Entwickelung der Grosse (1— 2«@H- «?)—@ nach den Potenzen von «a 


Sel gnoo. Kugelfunctionen erster Art. Say 


§ 75. Jacobi hat in der mehrerwihnten Arbeit im 26. Bande 
des Crelle’schen Journals das Additionstheorem auf eine Art 
abgeleitet, welche einen wesentlichen Fortschritt in der 
Theorie der Kugelfunctionen bezeichnet. Er bedient sich 
dazu der Gleichung auf 8. 27 


ae dn 27 
Ct ee i Aq pcos Csi 4/4? Be | 
und zwar geniigt es, sie in dem einfachsten Falle anzuwenden, in 
welchem A, B, C, yA*—B?—C® reelle Gréssen bezeichnen, von 
denen die erste und letzte positiv sind. Dieses stammt nimlich 
aus dem Umstande, dass die Additionsformel eine identische Glei- 
chung zwischen ganzen Functionen von x, /a’—1, cosq, #,, Va?—1 
ist, also fiir alle Werthe der Verdnderlichen gilt, wenn sie fiir die 
reellen Werthe bewiesen ist. Es geniigt ferner, wenn man 2 positiv 
und <a, annimmt, welches mit ihm symmetrisch verbunden ist. 
Alle diese Annahmen sind zwar unwesentlich; ich hebe sie aber 
hervor, um darauf aufmerksam zu machen, mit wie einfachen 
Mitteln die Ableitung gelingt. 
Man hat identisch 
(x —ax,)’— (Vx*—leosy — Vx? —1cosy,)? 
— (vx*—1sinw — yx? —1siny,)? = 1—2as+e’, 
also vermittelst (4, 6), wenn a <1, 
i 
V1—2es+e 
Ss 1 27 dn pee ee 
an 0 (w+ cos TEADE tao) a(x, --cos(y, —7).}'a? zit) 
Entwickelt man auf beiden Seiten nach aufsteigenden Potenzen 
von a, so entsteht fiir jedes ganze positive m die Gleichung 


i). Pag (EMORY a, 
7 (w+ cos(w— 7). Va?—1)"4? 
Der Zihler des Ausdrucks unter dem Integrale, nach Cosinus der 
Vielfachen von (w,—) entwickelt, giebt die aus (33, a) bekannte 
endliche Reihe 
n 1—n 
2 ata : P, (x,)cosv(w,—n), 


wihrend die —(n +1)'* Potenz, nach (33, b), gleich der unendlichen 
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Reihe wird e 
Da bekanntlich das Produkt der beiden Reihen 

b+ 2b, cos(W,— 9) +++++ 2b,cosn(w,—n), 

c, + 2c,cos(w —y)-+--+- in infin., 
nach 7 von O bis 2 integrirt das 27fache von 

b, C) +26, ¢,cos (Ww, — W) +--+ 2b ce, cosn(y, —w) 

giebt, so erhalt man Cubical aus (53) die zu beweisende Ad- 
ditionsformel (52). 

Diese Methode lasst sich auch dann noch anwenden, wenn 
man nur die Entwickelung des Zihlers also (33, a), aber nicht die 
Gleichung (33, b) kennt, deren Ableitung im § 47 viel schwieriger 
war als die der ersteren. In der That erkennt man dann sofort, 
dass P"(z) die Form hat 


ah, P;(@,)cosv(y,—w), 
wenn k, von 2,, Y, W,, nicht aber von # unabhingig ist. Die 
Symmetrie von « in Bezug auf x und 2, lehrt dann, dass P’(z) die 
Form der rechten Seite von (52) haben muss, und die Constante 
a” bestimmt man wie auf S. 313. 
§ 76. Wenn man in (53) die Function P auf der Linken durch 
das ihr gleiche Integral von Laplace ersetzt, so erhalt man 


(«eos —)VeI Pe 
Ce one vee) Vel ae 


Diese Gleichung habe ich in einer Arbeit, welche den 50. Band 
von Crelle’s Journal beschliesst, direkt, ohne auf die erzeugenden 
Funetionen zuriickzugehen, durch eine Substitution bewiesen. Es 
wird zum Beweise vorausgesetzt, dass w und w, reell sind; mit 
der Ausnahme, dass @ einen positiven reellen Theil erhalten soll, 
kann man 2 und 2, beliebige Werthe ertheilen. Die linke Seite 
von (53, a) verwandelt man durch die Substitution w— =x in 


im, (x, + cos(p +4). V2}- dl)" 

“ (a + cosy.ya?—1)"+! 
zerlegt darauf das Integral von O bis 27 in eines von O bis ~ und 
eines von 7 bis 27, welches man durch die Substitution y = 2a —y, 
auf die Grenzen 0 und zw bringt. Dadurech wird die linke Seite 


§ 76, 53. Kugelfunctionen érster Art. 319 


in die Summe der beiden Integrale 


(yc cos(py).Vei—1)" d 
—— x 
6 (@ + cosy. Va?—1)"+! 


zerlegt. Die oft angewandte Substitution des § 10, S. 39 


xcosn — Va*—1 


cosy = ae, 
x—cosn.yx?—1 


verwandelt dieselben in 


aks (a — beosn +esinn)" dn, 
0 


wenn man setzt 
a= 22,—cosp.ya'—1 yx?—1, 
b = 2, y2?—1—cosg.ayx?—1, 
¢ = sing. Vx*—+t. 
Da a’—b’—c’? = 1 und a=z, so wird 
b = cosd.yz2°—1, 
C= nd.js—1, 
wenn 0 einen reellen oder imaginiren Bogen bezeichnet; die linke 
Seite von (63, a) verwandelt sich dadurch in die Summe der beiden 
Integrale 


Sf @—cos(y F8).W*—1)" dy, 
0 
d. h. in das Integral 
21 aa 
Ma (s— cos(y — 0).Vx°—1)"dn. 


0 
Da unter dem Integrale sich eine ganze Function von cos(7— 0) 
befindet, so kann man auch o gleich Null setzen und erhalt da- 
durch die Gleich. (53). 

Dieselbe Gleichung besteht nach dieser Ableitung auch fiir ganz be- 
liebige reelle oder imaginire Werthe von m wenigstens dann, wenn 
Lv, yes 1, By, yxe7—1 reelle Gréssen bezeichnen, so dass also nicht nur 
fiir die Functionen der Kugel das Additionstheorem, sondern eine ganz ahnliche 
Gleichung wie (52) z. B. auch fiir die Functionen des Kegels gilt. Denn die 
ner und —(n-}-1)te" Potenzen unter den Integralen lassen sich nach (32, d) 
auf S. 204 auch fiir solche m durch trigonometrische Reihen von abnlicher 
Form wie die fiir ganze m geltenden darstellen, und die Function P” kann, 
nach den Erérterungen iiber (6) im $10, noch immer gleich P~”~t gesetzt werden. 

Ein ibnliches Resultat erhilt man fiir jedes 2, wenn das Integral auf 
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der linken Seite von (53, @) nach 7 nicht zwischen 0 und 27, sondern bis 
zu einer beliebigen Grenze genommen wird. 
Die Anwendung der Substitution zeigt ferner, dass sich 
Con (a+ Bcosn + ysinn)” dy 
; (a+ beosn + csinn)”*'dn | 
in einen Ausdruck 


(BYE f(g VF heos(E— 8) nal 


n+1 
(a?— b?—c’) 2 

verwandeln lasst. Dieses ist fiir das elliptische Integral bekannt, in welches 

der obige Ausdruck tbergeht, wenn man nm = — 4 setzt. Verwandelt man 

namlich (a) zunachst in em Integral von der Form der linken Seite in (53, a) 

und wendet auf dieses die Substitution an, so findet man, wenn man zur Ab- 


kiirzung setzt 
kY = (a8 — ba)’+- (ay — ca)*— (by — 8)’, 
zunichst fiir die Bestimmung von z 
aes aa— bB—cy ea = k 
Ven Ya Va —b jc 3 = jo b?— ¢? 
Ferner erhalt man zur Bestimmung der Constanten d und der mit 7 verander- 
lichen Grdsse 


c8—by ya'—b’—c° 


sind = —— , 
yoo . 
2 2 
cosd = ebiaiae jer EO EeieeD) , 
kV¥b?+ ¢? 
ae ier OSes OS 
b’+e a+ bcosn + csinn 
ae 1 b’+c?’+abcosy + acsinn 


yb-+e? a -+ beosn + esinn 

§ 77. Wenn es sich um Kugelfunctionen mit zwei Verinder- 
lichen handelt, sind es nicht sowohl die Zugeordneten selbst, welche 
in unseren Formeln vorkommen, sondern ihre Verbindungen mit 
dem Cosinus oder Sinus einer Verinderlichen. Wir setzen zur 
Abkiirzung 
(64) ... P,(cos6).cosyp = C/O, w), P,(cos8).sinvy = S%(60, W), 
wobei das Fortlassen von Indices, da wo sie selbstverstindlich 
sind, gestattet sein soll. Ueber diese Functionen ist Folgendes zu 
bemerken: 

«) Die C und S sind rationale Functionen der drei 
Verbindungen cos@, sindcosy, sindsinw. 


8 77, 54. Kugelfunctionen erster Art. 321 


Man hat nimlich wegen S. 206 

(a)... Cy+iS; = (sind cos + isin Osiny)’ R", (cos 0); 
$B", ist aber das Produkt von (—sin?0)-” und $%, letzteres nach 
S. 152, Il. Satz eine ganze Function von cos. 

Von besonderem Nutzen wurde die Darstellung der C und S 
durch bestimmte Integrale, welche im 29. Bande des Crelle’schen 
Journals bei der Lisung der Aufgabe tiber das Gleichgewicht der 
Warme in einem dreiaxigen Ellipsoid gegeben und angewandt ist. 
Aus (35, b—c) folgt dieselbe unmittelbar; man findet nimlich wenn 
man dort wu =O setzt, so lange yn, 

(54, a)... Creosyn+Sysinyn 
2-1 TMn+r(n—v) {2% cat 
CF hf “woos Ena 
und fiir ein beliebig grosses » 


2°! In ee cosv(C-Fy) 
0 


0 


wire mt T1(2n) . wets a, 


wenn gesetzt wird 

u = cosO + isin @cosw.cosl + isin Osinw.sinC. 
Diese Formeln verwendet man da, wo statt der Coordinaten 6 und 
w andere eingefiihrt werden, durch welche sich die drei Aggre- 
gate cos0, sinOcosw, sin@sinw rational ausdriicken lassen. (M. 
vergl. § 88.) 

6) Wesentlich unterscheiden sich diejenigen C, und S;, bei 
welchen » <n ist von den anderen. Die Functionen C, und S), 
sind ganze Functionen von cos8, sindcosy, sindsiny, so lange 
yn, sie sind nicht mehr ganze Functionen wenn» >n, Im 
ersteren Falle lassen sie sich als ganze Functionen vom 
neo Grade und keinem geringern darstellen. (Von einem hébhern 
selbstverstindlich.) ; 

Der positive Theil des Satzes, welcher den Fall » = n betrifft, 
ist aus (a) sofort klar, da ¥", in demselben eine ganze Function 
von cos@ wird; der zweite folgt aus 8.219 indem wenn » > n, 
wie dort nachgewiesen ist, P, fiir 6 =O unendlich wird. 

y) Durch soleche C und S , deren oberer Index nicht grésser 
als der untere ist, lasst sich P”(cosy) linear darstellen. In der That 
folgt aus (52) 


Heine, Theorie der Kugelfunctionen. 2. Aufl. Wi 
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(54, b) ..._ Posy) 

= SD ay (CO, WOO, V+ S87, PSG, WI. 

0) Die Funetionen C; und S;, in welchen »<n, sind keine 
neuen Functionen sondern lassen sich durch Addition von (2n +1) 
Functionen P”(cosy,) darstellen (m. vergl. die Einleitung S. 4), 
deren Argumente durch die Gleichungen 

cosy, = cos Ocos 6, + sin Osin 0, cos (y—w,) 
bestimmt werden, wenn man wy, der Reihe nach die Werthe 0, 


a 27 nT : 
-+-, -+——._ ertheilt. In der That i 
et yl? el peat erthei n dei at, wenn eine 
Function von 7, zwischen 7 = -—z und y= 7, in eine endliche 


trigonometrische Reihe entwickelt ist 
f@) = 4+ 4,008 + +++ 4 dncosnn 
-+ 6, sinn +---+ 5, sin ny, 
so lisst sich, wie bekannt, jeder Coefficient a oder 6 als lineare 
Function der Functionen 


1, A+), (4S) 


ausdriicken. Dies auf (54, 6) angewandt, beweist, dass man fiir 
jeden Index » das Ageregat 

(—1)’ a C76, W) Pi(cosO,), (—1)’ al? S, (6, w) P? (cos0,), 
also C,(@, wy) und S;(0, w) selbst als lineare Function der (2n +1) 
Functionen P*(cosy,) darstellen kann. 

Im ganzen giebt es 2n+1 Gréssen C” und S”; sammelt man 
alle mit demselben obere Index » zu einem Gliede X"(0, w) oder 
kiirzer X", so hat man das Resultat: 

Jede Function X von der Form 


0D)... XO = Fe, C6, y+ by 30, y) 


mit im ganzen 2n+1 willktirlichen Constanten c und k 
lasst sich durch einen eens 
2n-+ 
(€). svt XG = k P"(cosy,) 
mit eben so vielen willkttrlichen Constanten k darstellen, 
wenn y, die sphirische Entfernung des Punktes 6, g von 2n+1 
Punkten eines beliebigen Parallelkreises bedeutet. X@ ist von 
keinem geringeren Grade als n in Bezug auf die drei Gréssen cos 6, 
sinOcosw, sindsiny. M. vergl. den Zusatz zu diesem Kapitel. 


§ 78, 54, Kugelfunctionen erster Art. 393 


é) Ebenso wie P"(cosy,) so wird daher jede Function X” yon 
der Form (b) der Differentialgl. (51) geniigen. Entwickelt man das 
allgemeinste Integral von (51) nach Cosinus und Sinus der Viel- 
fachen von w, so erhdlt man: 

Jede ganze Function von cos6, sindcosy, sinOsinw, welche 
der partiellen Differentialg]. der Kugelfunctionen 

(rae) as, ee + cotg 6 a 1 a ae +n(n+1)f = 0 
geniigt, hat die Form 


() 6. XP = FCO, W) +h, S(O, p) 


oder (c). Dies ist also die allgemeine Kugelfunction (Einleit. 
5. 4) n' Grades mit den beiden Verinderlichen 0, w— erster 
Art, wie man jetzt hinzuftigen muss. 

¢) Multiplicirt man X mit r“, und fihrt wieder die rechtwink- 
ligen Coordinaten «, y, durch (50, a) ein, so wird 1X eine homo- 
gene ganze Function n'*" Grades von a, y, , wie man durch Multi- 
plication von (54, a) mit r” erkennt, da wu = #-+iycos¢-+ izsin€. 
Bezeichnet man diese Verbindung durch V, so erfiillt V die Glei- 
chung (a) auf S. 304 ai ae Ana 

Oo 
OF aa eas ay tae = 0 

Umgekehrt muss aber jede homogene Function n'*” Grades von 
x, y, %, welche (d) geniigt, in Polarcoordinaten umgesetzt, r”mal 
eine ganze Function der drei Gréssen cos0, ete. geben, die (51) 
geniigt, also gleich r°X™ sein. Daher ist die allgemeine Kugel- 
function vom n'” Grade (erster Art) gleichbedeutend mit 
der allgemeinsten homogenen Function n'™ Grades yon 
Z, y, %, die (d) geniigt, — wenn man 2’*+y’+s°=1 setzt. 
Dieser Satz findet auch fiir den Fall sein Analogon, dass statt der 
drei Veranderlichen in (d) beliebig viele vorkommen. 

Anmerkung. In dem Werke von Thomson und Tait 
heissen jene Functionen von 2, y, = riumliche Kugelfunctionen und 
fiir r= 1 Kugelflichenfunctionen. 

§ 78. Schon an dieser Stelle kann man zeigen, dass wenigstens 
jede ganze Funetion von cos, sinécosy, sin@siny sich nach 
Kugelfunctionen, also nach Functionen C;' und S} entwickeln lasse, 


bei denen y nicht grésser als m ist. Eine solche Function f besteht 
Ze 
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aus Gliedern der Form 
cos? Osin* + A cos* wp sin” wh; 
entwickelt man ein solches zuerst nach Sinus und Cosinus der 
Vielfachen des Bogens w, so erhalt man Glieder von der Form 
cos(x-+u—2p)y fiir ei gerades w, und sin(x+a@—2p)y fiir ein 
ungerades “, wo 2p die Zahl «+ nicht tiberschreitet. Ein jeder 
soleher Sinus oder Cosinus ist mit der (x-+«)'" Potenz von sind 
multiplicirt. Hierdurch enthilt allgemein singw oder cosqw als 
Faktor eine soleche Potenz von sin@, deren Exponent um eine 
gerade Zahl héher ist. Daher hat die ganze Function f die Form 
f = F,+F, sin 0 cos w + F, sin’ A cos 2w + -- 
-+ G, sin 6 sin w + G, sin’ 6 sin 2p ++ 
wenn die F und G@, welche in endlicher Anzahl vorhanden sind, 
ganze Functionen von cos@ vorstellen. Jede von ihnen lasst sich 
durch eine endliche Reihe, die nach Functionen [(cos@) geordnet 
ist, darstellen, z. B. F, oder G, durch die Form 
oP! + PBA ty Poet. 
Dadurch erhalt man 
F,sin' 6 cosup = aC) 4-60/4'4+ yO +. 
und einen ahnlichen Ausdruck vermittelst der S ftir jedes Glied, 
welches G@ enthalt. 
Hierdurch ist also nachgewiesen, dass jede ganze Function 
f(O, w) der drei Verbindungen cos@, sin cosy, sin@sinw sich in eine 
nach Kugelfunctionen von 0, wz fortschreitende Reihe X°-+ X’+ X"+ ..- 


verwandeln lisst. 


Im V. Bande von Gauss Werken S. 630—631 wird aus dem Nachlass 
ein Verfahren kurz mitgetheilt, um eine ganze homogene Function @(a, y, 2) 
vom Grade m in reine Kugelfunctionen, wie es dort heisst, zu zerlegen, d. i. 
in eine Summe die fiir 7 = 1 sich in eine Reihe X°+ X'+... verwandelt. 
~ Wegen des Grades von g muss, nach Linfiihrung von Polarcoordinaten, yp 
gleich dem Produkte von r” und einer Reihe 


x” ab yaw) at. Ay Ae x ar xX 


sein; in eine solche lisst sich nach dem, was soeben bewiesen ist, r—"@ ent- 
wickeln. Berticksichugt man, dass + X* nach § 77, € eine homogene ganze 


Function von a, y, % vom Grade ¢ ist, — die ¥“ heissen mag —, so wird 
offenbar g die Form der bei ¥ oder Y abbrechenden Reihe 
(4) 5:0 playin) = Pay OPP ye a 


annehmen, Setzt man, was auch f bedeute, zur Abktirzung 
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a of of 
ax SF oy 2 =} OZ 2 = = Af, 
so besteht nach § 77, € i Aufgabe darin, die gegebene Function g durch 
die Gleichung (a) so darzustellen, dass die homogenen Functionen Y zugleich 
der Gleichung 4 Y = 0 geniigen. 

Um sie zu ldsen, geht man von der Gleichung aus 


Oy... Ar YO) = Wn — Wy +1507"? YO, 
die man erhalt, da 


AV) =1 AY 4 Avr *( ast V5, ire _ oF | 2 (2v-4-4) 0? wy —2y, 


da ferner ZY = 0 und wegen ae Euler’schen Satzes von den homogenen 
Functionen. 

Wendet man die Operation 4 auf (a) an, und hezeichnet durch J die 
ufache Anwendung derselben, so entsteht neben der urspriinglichen Gleichung 


= y™ +r? yon) +priyo% us 


folgendes System 
Bip 20n —A)\Y 5 1 AQn dr ¥" 9+ 6(Qn—5)rtY™ 1... 
Bae 2 4(2n-— 3) (In —5) Y= 4. 6(2n—5)(Qn—TDriY. ee, 
Ap = 2. 48.6(2n—5)(2Qn—7)2Qn—9)Y° +... 
elc. etc. Hieraus findet man zunichst, je nachdem n gerade oder ungerade 
ist, Y oder Y, darauf Y™ oder Y© us. f. 
Beispiel. Es sei 
(ey) = Ly} v4 Aaw*(y?+ 5°) + Ay?(w" 2°) + 45°(y?4 2”). 

Man hat dann » = 5 und 

Ap = 12(x*+ y+ 3°) + 24(e + y +2) (2 + y'+5’), 

Ap = 312(e@+y +4); 


andererseils auch aus den bese Gleichungen fiir m= 5 
Ag =2.4.5.7Y™, 
Ag = 4.777 YO 2.9 ¥, 
p= r! yO, yer y®. 
Dies giebt die Auflosung 
Y¥ = §2(@+y-+2), 
YO =3(@+y+5)—Iw(e+yt4) 
Y= —3@ ye) eee + ys) ar @tyt 
p(x, y, 5) = yY° +r ay Oy 4 yo) 
Fihrt man endlich Polarcoordinaten ein, so wird z. B. 
pty) — $2 (cos 4-sinO cosy + sin@siny), 
r3y) = 2 (cos* 0 — $cos 0) — 4sin O(cos’ — $) (cose + sing) 
+ 4sin’ 6 (cos 3p —sin3q). 
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Ueber die Moglichkeit, eine beliebige Function von 6 und 
w in eine Reihe von Kugelfunctionen zu entwickeln, wird im 5. Ka- 
pitel gehandelt; eine Function die fiir 6 =0 nicht unabhangig von 
w wird, z. B. 0+, wird man sicher nicht im ganzen Intervalle 
durch eine solche Reihe darstellen kénnen, da die C und S ganze 
Functionen der drei Aggregate cos 0, sin@cosw, sin@siny sind. 
Nach der Methode des § 14 und 15 zeigt man aber sogleich: Wenn 
f(0, w) in eine Reihe von Kugelfunctionen der beiden Veranderlichen 
6 und w, von 0 = 0 bis a und w = 0 bis 27, die in gleichem Grade 
convergirt, 


SL ODER es S Cf O20, W) + KS2(0, W), 


entwickelt werden kann, so kann dies nur auf eine Art geschehen, 
oder was dasselbe ist, O kann nur auf eine Art in eine solche 
Reihe entwickelt werden. 

Zum Beweise untersucht man nach der Methode des § 14 die 
drei Integrale 


te 227 
A= ‘sino00f— "0x, wci(0, weu, 
O Q 


ITE 1271 
B= f ‘sinod0f “x0, 8.8, Wer, 
0 0 


Uinh 1270 
De ing of Si.(8, w)S.(0, wow, 
0 


0 
in denen m, n, uw, » positive ganze Zahlen bedeuten und m=<n, 
us». Es zeigt sich, dass B immer Null ist, A und D aber nur 
dann von Null verschieden sind, wenn zu gleicher Zeit « = m und 
y=n. Da namlich C, und S,, das Produkt einer Zugeordneten 
von cos@ und aus cosmy resp. sinmw bezeichnet, so enthalten die 
drei inneren Integrale zw nur in der Verbindung resp. 
cosmYpcosuw, cosmysinuy, sinmysinuw. 

Daher ist B immer Null, ferner 4 =O und D=O wenn nicht 
uw=m. Setzt man aber «=m, so reduciren sich A und D im 
allgemeinen auf 

nf "Pn PX sin 0 dO: 

0 
fiir m=O giebt A das Doppelte, D aber 0. Nach § 62 ist das 
Integral 0 sobald x und y verschieden sind, ferner nach (46, 6) gleich 


§ 78, 54. Kugelfunctionen erster Art. 327 
4 1 

(On -L-1 : 

Qn+1)  @® 

Hiermit ist der Satz bewiesen und noch ausserdem das Resultat ge- 


wonnen, welches bald Anwendung finden wird, dass fiir ~=m 
und v=n sei 


@... A=D=(-1)"- 5 


(-1)" 


nur fiir m=O hat man D=O zu setzen. 

Hieraus folgt unmittelbar, dass die Constanten ¢ und k bei der 
Entwickelung von 0 in die Form (c) selbst gleich Null werden. 
Multiplicirt man namlich (¢), nachdem f gleich Null gesetzt ist, mit 
Cr sind 06 dw und integrirt zwischen den Grenzen 0 und 27 resp. 
mt, so entsteht 

An 
CD" Catt 
In abnlicher Art zeigt man, dass k;, = 0. 
Sammelt man alle Kugelfunctionen C und S des gleichen 


n 
Cn = 0. 


Grades zu je einem Gliede X”, so folgert man aus dem Umstande 
dass A, B, D verschwinden, wenn die Indices x und », und anderer- 
seits m und « verschieden sind, die Gleichung 


(@)... f sindco/ x", w)X'(G, pow =O, 
0 


e/ 


0 
wenn nicht 2 = 
Laplace beweist (e) aus der Differentialgleichung (51), der f = X” 
geniigt, indem er dieselbe mit X” sind 06 Ow multiplicirt und zwischen den 
angegebenen Grenzen integrirt. Dadurch entsteht zundachst 
Me (°27 ne i 
—n(n+t- tee ; X"X*sindddow 


e 
0 0 


=f ef XS (sino 5 66 ifeiaeph a we 


Kine perralice Integration von jedem der beiden Glieder auf der rechten 
Seite zeigt, dass man auf derselben, also auch auf der linken, die Indices » 
und » umtauschen kann, dass daber das Integral auf der Linken mit n(n-+ 1) 
multiplicirt, gleich seinem Produkte mit v(v-+ 1), dass es selbst also Null sei. 


Die bisher gewonnenen Resultate dienen dazu, eine Function 
{(@, W) in eine solehe Reihe (c) von Kugelfunctionen zu entwickeln, 


(c)..2 f(O,w) = X°4X'4--4 Me 
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wobei die Méglichkeit der Entwickelung noch vorausgesetzt wird, 
(iiber welche wir im 5. Kapitel handeln). Wendet man den Aus- 
druck von X in (c) an, so erhalt man durch Vertauschung von 
6, 7 mit 6, Wis 

£O,,W) = 2X; x = 2% C9, Ww) + ky S;(0,, W,). 


Eine von den Kugelfunctionen rat auch 


P"(eosy) — >'(—1)” a, (C(O, w)C, (9, W,) +S, (0, w)S;(0,, W,))5 
bildet man nun 
Te 27 ‘ 
Jf sin9,80, f° “P*(eos7) FO, YOY, 
0 9) 
so bleibt dies, wegen (e), unverandert, wenn man f mit dem einen 


Gliede X* vertauscht. Wendet man (d) an, so wird das Integral 
daher 


= rt (c} C; (0, w) +k; S; (9, p)), 


d. h. gleich 47 X” getheilt durch 2n-+1. Dies giebt den Satz: 
Lasst sich f(6, yw) in eine Reihe (c) entwickeln, welche in 
gleichem Grade convergirt, so ist 


n 2 1 ze : ae n « 
(fe X= ME [sin 0,00, /° "606, v,)P" (cosy) Ov,. 
0 0 


1. Anmerkung. Will man X in seine Bestandtheile C und 
S zerlegen, so findet man zur Bestimmung der Constanten c 


Cm = (—1)" a,,— ay alae Pa(cosd)sind 80// f(0, w)cosmyp Ow. 


Durch Vertauschung von cosmy mit sinmy erhalt man k;,. 

2. Anmerkung. Das Integral yon cosmycosuwdy und 
sinmy sinpydy ist fiir jedes ganze m und w gleich Null, wenn m 
und mw verschieden sind und von O bis z integrirt wird. Integrirt 
man nur bis 47, so findet dasselbe statt, sobald m und w gleich- 
artige Zahlen vorstellen, d. h. m—w gerade ist. Aehnlich verhalt 
es sich mit 


nf Bi (cos 0) P,, (cos) sin 6 dé. 
0 
Sind » und » gleichartig so lasst sich das Produkt der beiden Zu- 


geordneten nach Cosinus der geraden Vielfachen von @ entwickeln; 
das Integral hat also die Form 
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6, sin 6 + b, sin30+ b,sin50+-.- 

und giebt demnach zwischen 0 und 47 integrirt die Halfte des 
Werthes, den man durch Integration bis a erreichen wiirde, — 
also Null, wenn 2 und » verschieden sind. Man findet daher den 
Satz, dessen wir uns im § 98 bedienen werden: Wenn f(6, w) bei 
der Entwickelung nach Kugelfunctionen nur C oder nur S enthilt, 
und zwar solche, deren oberer Index mit einer Zahl », deren unterer 
mit einer Zahl m gleichartig ist, so geben (m7) resp. 


[sin 020 /F (0, w)Cn ay, [sin 9. d0/F(0, w) Snap, 
0 0 


0 0 

nach @ bis ~ nach w bis 27 integrirt das 8fache von dem Werthe, 
den man erhalt, wenn man beide Male bis 47 integrirt. Ist z. B. 
f(O, w) eine ganze Function von cos6@, sinOcosy, sinOsiny héch- 
stens vom Grade n—2, so werden beide Integrale gleich 0; die 
Bedingung fiir f wird erfiillt, wenn nur solehe Potenzen von cosé 
darin auftreten, welche mit » gleichartig sind, zugleich von sinJ8, 
die mit m gleichartig sind und von sinw nur gerade (beim ersten 
Integrale) oder nur ungerade (beim zweiten). Die Satze iiber das 
Verschwinden jener beiden Integrale lassen sich als die Verall- 
gemeinerung des Fundamentalsatzes von Legendre*) betrachten, 
nach welchem 


Z 9 
ye (a+ Bx? + ya'+- +--+ 40") P(x) da = 0. 
0) 
Man vergl. tiber denselben S. 73. 


Zusatz zum ersten Kapitel. 


Geometrische Bedeutung der Kugelfunctionen. (M. vergl. S. 322.) 


Die zweite Hilfte der 631. Seite im 5. Bande von Gauss Werken ent- 
halt unter dieser Ueberschbrift einige Aufzeichnungen, welche ich im 68. Bd. 
von Borchardt’s Journal, S. 386—-389 in der folgenden Art durch Betrach- 
tung der Analogie zwischen den Kreis- und Kugelfunctionen zu erldutern ver- 
suchte. 

(a) Auf der Peripherie eines mit dem Radius 4 beschriebenen Kreises H 


*) Memoiren yon 1784, S. 372, 
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nehme man m feste Punkte A,, A,, ..- A». Die Bogenentfernung eines jeden 


Fig. 1. Fig. 2. 


= mh 
[—@ Magy, 
> 
Se ee 


216 ™% 
von dem vorhergehenden soll —— hei ungeradem m, bei geradem m aber — 
n n 


betragen. (In Fig. 4 ist 2 = 5, in Fig. 2 ist m= 4.) In dem letztern Falle 
halbire man den Bogen A, A, (hier A, A,), welcher kleiner als 7 ist in A. 

Bezeichnet man durch P einen unbestimmten Punkt auf der Peripherie 
des Kreises und sind PA, PA,, etc. seine Bogenentfernungen von A, A,, etc., 
so wird das Produkt 

Ih =2"1¢0s PA 0s PAs cos PA, 

fir ein ungerades n gleich cos(m.PA,) oder, was dasselbe ist, gleich 
cosn. PA, = cosn.PA,, etc., bei geraden m aber cos(m.PA). Dies ist namlich 
der Satz, welcher in den beiden bekannien Formeln 


2 4 —41 
COSI — 12 cos cos( 0 “+ = Jeos( 0 + =) ---cos( 6 4- “ = Qn), 


Sy oe n-—I\ 
cosn@ = 2" cos( 6 + Sy eos( 0 -+ a) vos( 0 +- “5 rc) 
i n n 


1 37 : n—1 
<cos(O— 5" oos (0— »--¢0s( 6 — on ) 


enthalten ist, von denen die erste fiir ungerade, die zweite ftir gerade m gilt. 
Im ersten Falle bezeichnet man PA,, im zweiten PA mit 0. 


(b) Indem man von einem Punkt P des Kreises zu einem Punkt P der 
Kugel thergeht, gelangt man von dem Cosinus des m fachen Bogens zur Kugel- 
function ”'e” Grades. 

Man drehe den Kreis A um seinen Durchmesser, der im ersten Falle 
(wenn m ungerade ist) von A,, im zweiten von A aus gezogen wird. PA, 
PA,, etc. seien die sphirischen Entfernungen eines Punktes P der Kugelober- 
fliche von A, A,, ete, Setzt man im ersten Falle PA,, im zweiten PA 
gleich @, und nennt den Winkel, den A mit der urspriinglichen Lage von K 
bildet (die Linge), @, so wird resp. 


Geometrische Bedeutung der Kugelfunctionen. Bol 


cos PA, ,1 = cosOcos 


2 
e sin june COS, 
—2y +1) 


eee -f into COS QP. 


n n 


cos PA, = cos @ cos\— 


Man setzt nun 
cosO = Mcosy, sinOcosp = Msinw 
und erhalt dann resp. 


Qt 


cos PA, 41; = Meos (w— ee cosP-A, = Meos (1 Bee 5s) 


in beiden Fallen also 
IT = 2"—'cos PA, :cos PA,...cosPA, = M”cos nw. 
Setzt man fiir M und w ihre Werthe in @ und g zuriick, so erhalt: man 
21T = (cos 0 +- isin cos p)” 4- (cos 0— isin @ cos pp)”. 
Die Kugelfunction n' Grades 
1 7 
Ap (cos @ +- isin Ocos ~p)" dg, 
0 


ist daher das Mittel unter allen Werthen, die 77 annimmt, wenn 
der Punkt P festgehalten wird, wihrend der Kreis K sich um 
seinen in A, resp. A mitndenden Durchmesser dreht. Dies ist die 
geometrische Bedeutung der Kugelfunction. 

(c) Das Aufsuchen des Mittelwerthes einer Function f(@), welche in eine 
endliche nach Cosinus der ganzen Vielfachen von qm geordnete Reihe entwickelt 
werden kann und mit cos(”—1)q@ schliesst, erfordert nicht die Ausfiihrung 
einer Integration. Er Jasst sich auffinden, wenn f(@) fiir m Abscissen qm von 
0 bis 7 gegeben ist; man kann aber diesen mittleren Werth durch geeignete 
Wahl der Abscissen, etwa aus der Halfte, aus 4” oder 4 (2 -+-1) Ordinaten, 
bestimmen. Ist namlich 


f(¢) = a + a, cos p -} a, cos2q +-- 


so wird fiir jedes gerade 
(n—1 


fet fo td 


7 
= 4n(a,— Gy, —|- @2n—-"), 


ATC 


FCO) fee) 2p 4 aA fo Of ee = (ay + ay + rn +), 


so dass 


“tay 


: 2 1 
gleich der linken Seite der ersten Gleichung mal a oder der zweiten mal ia 


wird, sobald f kein héheres Glied als das »'® enthalt. Hierdurch ist zugleich 
bewiesen, dass 
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wenn x(a) eine ganze Function von x, héchstens des Grades n—1, bezeichnet 
und # gerade ist, durch Interpolation aus den Ordinaten von nur 47 Abscissen, 
namlich 


3 370 A 
v= cos—, cos—, +++, cos(n—1)— 
n n n 


berechnet werden kann. M. vergl. S. 22. 


Zweites Kapitel. 
Entwickelung der Kugelfunction zweiter Art und der 
Cylinderfunction nach denselben Methoden. 


§ 79. Ein ahnliches Additionstheorem, wie das von Laplace 
fiir die Kugelfunction erster Art, habe ich auch fiir die Functionen 
zweiter Art entwickelt und zwar auf zwei Arten, von denen die 
erste dem Verfahren von Laplace (§. 73) entspricht, die zweite 
demjenigen, welches im § 76 angewandt wurde. 

Bei der ersten Methode geht man davon aus, dass Q(z) der- 
selben Differentialgleichung (51) oder (51, a) geniigt wie P(z). Um 
sie moglichst einfach darzustellen, wird hier angenommen, es sei 
x und x, positiv reell, «,< 1, und & so gross, dass az, >1. In 
diesem Falle wird naémlich 

2 = wx, — a'—1 Vu?—-1.cos(w,— w) 
nie zugleich reell und =< 1, ist also s sicher kein Punkt im Quer- 
schnitt, welchen reellen Winkel auch mg = y,—y vorstellt. 

Setzt man, dem Gange des § 73 folgend, 


Q"(2) = Su, COS V~, 
so wird wu die Form haben ie 
u, = 9, P,(x) +h, O,(), 
und zwar ist g gleich Null zu setzen, da Q endlich bleibt wenn 
auch # = co wird, also 
by thy 0; (2); 

wo h nur noch die Verinderliche «, enthalten kann. Da in 2 die 
Buchstaben # und «, mit eimander vertauscht werden diirfen und 
u,cosryp, daher auch h,Q)(x)eosryp, also h,cosyp der partiellen 
Differentialgleichung (51, a) geniigt, wenn man in derselben « mit 


§ 80, 5b. Kugelfunctionen zweiter Art. 333 


x, vertauscht hat, so muss h die Form haben 


hy = y, P,@,)+0,0,@,). 
Hierin ist 0 Null zu setzen, da Q(a,), nicht aber Q"(s), fiir 2, = 1 
unendlich wird, so dass man findet 


Oye = yy P*(«,) 0" (@)eosrg. 


Um die Constante y zu bestimmen, multiplicirt man diese Gleichung 
mit 2+! und setzt a= oo. Nach (12) und (33, b) geht dann die 
linke Seite in 


ike =e (a cos a ps: ae 2 SPN (a Jeos 
3.5...(2n +1) =m S@.]} 1 aaah on +1 Pee) Vv 1J& SVv@p 


iiber, wihrend die rechte sich in 
dy, Pi («,)cosvp 
verwandelt. Bestimmt man hieraus y und setzt seinen Werth ein, 


so erhalt man das gesuchte Additionstheorem fiir die Kugel- 
function zweiter Art, welches (52) entspricht 


(55)... (n+4)0" (wa,—2?—I Vx? —1.cosq) = S" Pi(a,)0%(x) cos vp. 

Dieses Verfahren beruht, ausser der Voraussetzung tiber 2 und 
x,, noch auf mancherlei anderen, die man fiir die Kugelfunction 
erster Art machen durfte, da sie eine ganze Function von = ist. 
Die Ableitung und Vervollstindigung erfolgt deshalb noch dureh 
eine zweite Methode, die zugleich den Charakter der Verifikation 
besitzt. Die Reihe auf der Rechten in (55) wird nimlich, mit Hiilfe 
des Ausdrucks der Kugelfunctionen durch bestimmte Integrale, 
summirt und der Summenausdruck durch eine Substitution, nach 
Art der im § 76, transformirt, wodurch sie in (~4-4)Q"(s) oder, 
bei anderen Voraussetzungen tiber # und x,, in einen verwandten 
Werth iibergeht. 


§ 80. Es soll die Function Q"(«), bei festgehaltenen x und z,, 
ftir alle reellen Bogen wund wy, in eine nach Cosinus der Viel- 
fachen yon w,— y = @ fortschreitende Reihe entwickelt werden. 

Damit Q endlich bleibe, darf s nicht gleich 1 werden; hieraus 
folgt, dass « und a, nicht beide rein imaginir sein kénnen. Wire 
nimlich x = iy, x, = ty,, so wiirde « fiir » = 7 gleich 

yy t Vy ti yvyi +l 
sein, also positiv und > 1, wahrend es fiir 
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date hihi 
Vy ld OV ye el 
gu Null herabsinkt, also fiir emen Werth von g zu 1 wird. Es 
wird nun festgesetzt: 


COS—| 


1) « und 2, sind nicht negatiy. 
e+] v,+1 
2) Man hat ee M s 
a—1 ae 
Hierin ist schon die ah a enthalten, dass @ und 2, 
nicht zugleich rein imagindr sein sollen, und wenn eine von den 
beiden Zahlen rein imaginir ist, dass dieses # sei. Denn keiner 
der Moduln sinkt unter 1; er erreicht nur dann 1, wenn das Ar- 
gument x oder «, rein imaginir ist. 
Man betrachte die beiden Integrale, welche in dem Ausdrucke 


»  (e—YVa?—1.cosiv)dv 
Om if —— ; 

4 (e,—Yai—1.00s (p+iv)yr* 
enthalten sind, wenn v, dieselbe Bedeutung hat wie im § 36, ném- 
lich der gehérig definirte Logarithmus ist }log(@+1)—4log(@—1). 
(M. vergl. S. 160.) Der Integrationsweg fiir » ist derselbe wie im 
§ 36, 8. 159; beginnt also bei » =O und sein reeller sowie sein 
imaginirer Theil gehen ohne Maximum oder Minimum in den 
reellen und imaginiren Theil von », itiber. Das arithmetische 
Mittel s aus den beiden Integralen (a) wird auf doppelte Art um- 
gestaltet: 

a) Zuerst entwickelt man s in eine trigonometrische 
Reihe. Zu dieser fiihrt die Gleichung (34, a). Da in dem vor- 
liegenden Falle die Ungleichheiten bestehen 


MO ee 
xv 


xr—l 2 
letztere wegen der 2. Festsetzung, so darf man sich dieser Formel 
bedienen und erhilt 

1° In) 
Qr-1 IT(n) Tin) 
Diese Reihe convergirt, wie ihre Herleitung zeigt, in gleichem Grade; 
setzt man sie in (@) ein, so wird s, der Werth des arithmetischen 


Mittels, sich in Bezug auf g auf eine Cosinusreihe allein reduciren 
und man erhialt 


(a, -V¥x?—1.cos(p-tiv))-"—! = D0 (x, )cosy(gp+ iv). 


Cr 


wt 2 . : 
§ 80, Doe Kugelfunctionen zweiter Art. 323 


eee IT(2n) 
Dae 2") IT (n) IT(n) 


x’ P; (x,) cos rf (a Vo =i COsiv)” cos viv dv. 
0 


Das hier in (6) auftretende Integral, mit dem vor der Parenthese 
befindlichen numerischen Faktor, ist aber nach (38, 5) tiberall ausser- 
halb des Querschnitts gleich 
2 n 
2n+1 LO 
b) Zweitens vergleicht man s als arithmetisches Mittel 
aus den Integralen mit dem Integrale, welches gleich 
Q(z) ist. Dazu dient die Substitution des § 36 unter 2), durch 
welche sich (a) sofort in 


%e du 
y (a+ beosiu-esiniu)t! 
verwandelt, wo a, b, ¢ genau dieselben Gréssen vorstellen, welche 
im § 76, 8. 319 durch diese Buchstaben bezeichnet wurden, so dass, 
wenn man auch hier den Bogen o einfiihrt, sich ergiebt: Sind 
die gegebenen Grissen x und «a, positiv, ist ferner 


fp easy tale 
x—1 ok 


setzt man endlich 
xx,— cos@./x*—1lyx2?—1 =, 
a, Vx*—1—cosg.cya?—1 = /z’—1cosd, 


sing. /#?—1 = ys’—1sind, 
so besteht ausserhalb des Querschnitts die Gleichung 


D du 
ORK ee ee SS 
(55, a) Lf (s+ V2°—1.cos(u— d))"+* 


2 x 
= BEL. > P; (a, 0; (@)c0s vg. 

Die auf der rechten Seite befindliche Reihe stimmt mit dem (#+-3)'*" 
Theile der rechten Seite von (55) iiberein; die linke Seite giebt, 
was am Schluss des § 79 in Aussicht gestellt war, den Ausdruck 
fiir die Summe der Reihe durch ein bestimmtes Integral. Man darf 
aber nicht tibersehen, dass die Gleichung nicht gestattet fiir a den 
Werth im Querschnitt, cos@, zu setzen, sondern nur den Werth 


am Rande, also cosO+0.i. Da man aus (37, ¢) weiss, dass 
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Q"(cos0+0.%) gleich der Summe von Q}(cos@) und 
(1) binQn+1 a” P™ (cos 0) 
ist, so findet man hierdureh: 

Ftir «= cos0, 0<0< 3m ist die rechte Seite von (55, a) 
abzuaéndern in 

sor = P) (x,) QO; (cos 0) cos yg — 472i P"(s). 

Das Integral auf der Linken von (55, a) lisst sich nach S. 169 
durch Q"(s) und P"(s) ausdriicken. Es sei z positiv und von der 
Form p+iq; « und a, geniigen den beiden Festsetzungen auf 
S. 334. Je nachdem der reelle Theil von 6 den kritischen Winkel 
w,, dessen Werth man 8. 169 unter 1—4 findet, nicht tiberschreitet 
oder iiberschreitet, ist jenes halbe Integral resp. 

Q"(2+0.%), Q"°@+0.i)+inP"(s). 
Das Resultat fiir ein negatives z ergiebt sich hieraus von selbst. 

§ 81. In den Fallen, dass (die positiven Gréssen) x und 2, 
nicht complex sondern reell oder rein imaginér sind, wollen wir 
die fertigen Formeln angeben. 

1. Fall: w und a, sind reell und kleiner als 1. Wir setzen 

Ga C080, 7 = 6080, 0 = 0 aia, 0 =a Oras, 
Ferner hat man 
% = cosOcosO, + sin@sin6, cosg = cosy, O> 86, 
die letztere Ungleichheit wegen der 2. Festsetzung der S. 334. 
Alsdann erhalt man, so lange cosy positiv ist, dieselbe Form wie 
(55), némlich 
(nm +-4)0"(cosy) = 3" P"(cos 0,)0"(cos 0) cosv@. 

Kine Rechnung wegen 0 hier anzustellen wire tiberfliissig, da beide 
Seiten reell sind, sich also nicht um Vielfache von 47%P"(cosy) 
unterscheiden kénnen. Wenn cosy negativ wird, wihrend g von 
O bis 27% wachst, so entsteht keine Diskontinuitét indem Q"(cosy), 
wo y durch 37 geht, fiir ein gerades » verschwindet, fiir ein un- 
gerades » sich unendlich wenig dndert. { 

2-Fall: @ und 2, sind reell, e>1, 7,<1. Die 2. Fest- 
setzung der S. 334 verlangt, dass sei 


oder wenn man auflést, az, >1. Wir haben also den Fall des 


§ 81, 55. Kugelfunctionen zweiter Art. 337 


§ 79, in welchem wir nur die Bestitigung der friiher gewonnenen 
Formel (55) erlangen. .Denn s ist nun von der Form p-qi, wo 
p und q positive Werthe bezeichnen, und g das Zeichen von 
cosp.y/x’—1 besitzt. Ferner hat y/s°—1 nach § 10, S. 40 die Form 
P:+9,i, endlich v,/2*—1—cosp.x ya*—1, also auch ys?—1cosd, 
die Form p,+-q,%. Hieraus folgt, dass der reelle Theil von 


das positive Zeichen hat. Bringt man d in die Form «@ + f%, so ist also 
a <4, wihrend der kritische Winkel yw, des § 39 nie unter i7 
herabsinkt. Dem Querschnitt kann s nicht angehéren, da es nur 
fiir cosg =O reell, dann gleich va,, also grésser als 1 wird. Die 
friiher fiir diesen Fall gewonnene Gleichung (55) ist jetzt also 
bewiesen. 

3. Fall: Es seien wieder « und a, reell, aber x, >1, 7< 1. 
Wir machen « =cos@. Dieser Fall erginzt den vorigen, da aus 
der 2. Festsetzung folgt va, << 1. Wir nehmen zuerst 427 < go < 37, 
so dass z, also auch ys*—1, endlich auch y's?—1.cosd die Form 
besitzt p+ qi, und dass cosd von der Form ist (p+ qi): (p,+ 4,4, 
6 also wiederum einen reellen Theil unter 47 hat, so dass d durch 
O ersetzt werden darf. Da x <1, so ist die modificirte Gleich. 
(55, a) anzuwenden. 

Indem man in diesem Falle hat 


pub Rats = ae, wees 
z= @,cos0 —i/x?—1.sin0cosq, 


tritt an die Stelle von (55), so lange —4i% < go < 4a die Gleichung 


2 

n hed 
. SHS es 
oo 2n +1 
Das Resultat in dem Falle —}a7< m< 37, gewinnt man durch 
Vertauschung von 7 mit —i, wobei man nicht vergessen darf, dass 


>» P}(a,)07 (cos 0) cos vg. 


in P"(s) = 


i auch in Q}(cos0) vorkommt. Setzt man g = 4-+0¢ und nimmt 
das arithmetische Mittel aus den F'unctionswerthen in diesen beiden 
Fallen, so entsteht 


(n + 4)Q"(a, cos 0) = >" P" (x,) 0" (cos) cos hom. 
4, Fall: Es sei a rein imaginir, x, reell und kleiner als 1. 


Man setze 
x, =c0sd, OSM O< 3m, C=y. 


Heine, Theorie der Kugelfunctionen. 2. Auf, Dy 
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Die 2. Festsetzung ist dann von selbst erfiillt. Indem man hat 


z = sin0.cosp. Vy’ +1-+ tycos8, 
so sind s, ¥z’—1, ys*—1.cosd von der Form +p+qi, woraus 
folgt, dass auch hier der reelle Theil von 6 unter 47 liege und O 
fiir 0 gesetzt werden darf. Auch in diesem Falle gilt (55). 
5. Fall: Es seien 2 und a, reell und 2 >2,>1. Dann ist 


% = ©£@, — COSY. Viel Vr=1 
immer positiv und > 1, wihrend der kritische Werth y, in diesem 
Falle 7 wire. Daher gilt (55). ° 
6. Fall: Es sei 2 rein imaginir, 2, reell und grésser als 1. 
Setzt man « = iy, so wird 
2 = i(yx,—-cosg Vy’ +12? —1). 
Da xs rein imaginiir ist, so hat man t, = 47; ferner ist 


V2°—1.cosd = i(a, Vy?+1—yya?—1.cosq) 
rein imaginir und offenbar, selbst noch fiir g =O, positiv. So 
lange nun 

a) 2 positiv bleibt, ist cosd reell und positiv, also 0 << w, und 
(55) gilt. Wenn 

b) s» negativ wird, so ist die Reihe in (55) gleich 

(m+ 3)(Q"(s) —in P"(e)). 
Bei dem Uebergange von einem positiven zu einem negativen z, 
an der Stelle z= 0.7 tritt kein Sprung ein, indem Q”(0) fiir ein 
gerades » denselben Zahlwerth wie P"(O) hat (S. 12); fiir ein un- 
gerades n wird P"(0) = 0 und Q"(0.i) = Q"(— 0.1). 

§ 82. In den §§ 80—81 wurde fiir m eine reelle Grisse ge- 
setzt. Die Gleichung (34, a) verschafit aber noch immer den Aus- 
druck (6) des § 80 fiir s, wenn selbst gm einen imaginiren Theil iw 
enthalt, der aber so beschaffen ist, dass w vermehrt um den reellen 
Theil von }log(#,-+-1)—-4log(a,—1) unter v, liegt. Ist dies nicht 
der Fall, so muss man (34, b) statt (a) zur Reihenentwickelung 
verwenden. Hier soll nur der Fall eines rein imaginéren x und 2, 
behandelt werden, welcher im H. Bande, bei dem Potential des 
Kreises von Wichtigkeit ist. Es sei a = iy, a, =iy,, wenn y und 
y, positive Gréssen bezeichnen. 

Man betrachte das arithmetische Mittel s der beiden Integrale, 
welche in dem Ausdrucke 


§ 82, 55. Kugelfunctionen zweiter Art. 339 
“ery eo (w—cosy.ya*—1)"dy 
% (2, + cos(y + iv). Yr? —1)"41 
enthalten sind. Nach (34, b) verwandelt sich dieser in die Reihe, 
deren allgemeines Glied, abgesehen von einem numerischen Faktor, 
bei positivem v ist 


earccotgy whe. IS 
0; (@,)/ (x—cosy. x2? —1)\"e—” tix) dy, 
0 


Mit Hilfe der Gleichung (88, b) ergiebt sich hieraus fiir das arith- 
~ metische Mittel s 


: IIn a 
On Si Ceres 
SK By (1) +1 TI +n 0} (a) QO; (@,)e7””. 


yonth ITy—n--1 
Andererseit’ bringt man an die Integrale (a) die Substitution 
der S. 159, No. 1 an und findet 
Sf du 
if (E+ beosiu-esiniuy! ° 


2s = (—1)"! 


wo gesetzt ist 
he C= yy, + cosiv. fy? +1 yy?+1, 


= 9, Vy’ +1+ cosiv.y Vy} +1, 
e = isiniv. Vy? +1, 
also C, b, ¢ reell sind, ferner €?—b’—c’ gleich 1, also ¢ grisser 
als 1 ist. Setzt man 
b=yC?—1.cosd,, c= ¥o*—1.sind, 
so wird 6 ein reeller Bogen im ersten Quadranten und 2s hat 
daher den Werth 
% du 
amid (C+ cos(iu + 6). VE—1)* 

Da wie S. 169, 2. Fall der kritische Winkel y, hier z ist, so 


wird der vorstehende Ausdruck gleich +#Q”(C) und man findet 
schliesslich die Gleichung 


rs 2 oe W(v+n) an P ae 
SS BCne D> Sato abe we 


die fiir y = y, =O in (18) tibergeht. Hier sind also », y, y, positiv 
reell, und es ist £ = yy, +cosiv.Vy’+1Vy?+1. 
22, 
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§ 83. Durch einen Uebergang zur-Grenze wie in den §§ 42 
und 57 gelangt man zu entsprechenden Ausdriicken fiir die Cylinder- 


‘ 0 0 
functionen. Setzt man « = cos— und a, = Cos, so verwandelt 
n 


sich s in 
6° — 2008, cos + ihe 


Qn? 


0 0, 0 0, 
Cos — cos — ta sin— — sin— cosg = 


und aus 62) pent: ae n=oo das Additionstheorem fiir 
die Cylinderfunction erster Art 
(56)... J(0,) =2.5"J,(0)J,(0,)cosrg, 
wenn zur Abkiirzung gesetzt wird 
0, = V0? — 200, cosy + 0. 

Ebenso erhalt man aus (55) als Additionstheorem fiir die Cy- 
linderfunction zweiter Art, wenigstens so lange 0 und 9, reell 
sind und 0>6@,, 

(56, a)... K(0,) = 2.3'K,(0)J, (0, )cosrg. 
Diese beiden Additionstheoreme verdanken wir Herrn Carl Neu- 
mann. Man kann dieselben direkt sowohl nach der Methode der 
S$ 73 u. 79, durch Lésung einer partiellen Differentialgl., als auch 
nach der Methode der $$ 76 u. 80, durch die Integralausdriicke,. 
ableiten. Ersteres geschieht hier, Letzteres im § 84. 

Die Axe eines geraden Kreiscylinders sei zugleich die Axe 
der Z bei rechtwinkligen Coordinaten, die Entfernung eines Punktes 
x, y, s von der Axe gleich 0; die Linie, welche diese Entfernung 
misst, bilde mit der Axe der X den Winkel y, wo OS w S27. 
Dann ist « = Ocosy, y = Osinw. Man transformire in diese Co- 
ordinaten nach einer der cea des § 71 die Gleichung 

Oar er 
AV far tyr tap 10, 

Will man sich z. B. der Sane (9) S. 308 bedienen, so geht man, 
indem man y, 0, 5 resp. fiir 4, wu, v setzt, von der Gleichung aus 
dx’ + dy’? + 02° = 0’ dy? +60? oe 
wodureh man erhilt %, Wt, N resp. gleich 6, 1, 1. Hierdurch ver- 

wandelt sich (g) in 
OGVAY sobs Cl ee OW eae 
be OF Sy t a0 +O 0 
Die Funetion V denkt man sich, wie in der Einleitung 8. 4 die 
Funetion T nach Potenzen von r, hier nach Sinus und Cosinus 


=.0, 


§ 83, 56. Kugelfunctionen zweiter Art. 341 


ganzer oder gebrochener Vielfachen von zs entwickelt, allgemein 
als Summe 
VERS WU ze 
wo / eine Constante, nach der summirt wird, U eine Function be- 
zeichnet, welche zwar die Constante 4 aber kein z enthalt. Als- 
dann muss U der Differentialgl. geniigen 
(4) ... Set op + aU = 0, 
und in unseren Polarcoordinaten 
OMe leclieta1a. 0° Uatay th 
(Bye a6 +B eT ba a + 4U = 0, 

Die Entfernung eines beweglichen Punktes 2, y in der Ebene 
XY von einem festzuhaltenden derselben Ebene 2,, y, heisse 6,. 
Man kann dann (a) durch eine Function von 6, geniigen. Setzt 
man naimlich U = f(6,) in (a) ein, so erhalt man 

oan Faye + EU = P"G)+ 5 0.) + HF.) 
Indem man f gleich J(A@,) oder K(A6,) macht, wird nach (31) die 
rechte Seite dieser Gleichung Null, und man findet als Resultat, 
indem man fiir «, y und 2,, y, Polarcoordinaten 0, y und 6,, y, 
einfiihrt: 

Setzt man y,—w= g und 

6, = 0° — 200 cos + 6°, 
so geniigen J(A0,) und K(A6,) der Gleichung (6). 

Diese Functionen, in denen jetzt A= 1 gesetzt werden mag, 
entwickelt Herr Neumann nach Cosinus der ganzen Vielfachen 
von @, setzt also J(@,) oder K(6,) gleich 

> Uy COSA, 
und diese Reihe in die Differentialgl. (6) ein, woraus sich ergiebt, 
dass uw, der Gleich. (42) geniigen muss, daher von der Form ist 
uy = gv, (0) +h, K, (0). 

Da J(0,) fiir 6 =O nicht unendlich werden, also nicht K,(@) ent- 
halten darf, so muss in der Entwickelung von J(@,) die Constante 
h gleich Null gesetzt werden, wodurch uw, sich auf das Glied g, J,(@) 
reducirt. Wie im § 73 schliesst man dann, dass g von der Form 
y,J,(0,) ist, wihrend bei der Entwickelung von K(@,), wie das 
folgende Verfahren zur Bestimmung der Constanten zeigt, g Null 
sein muss, und h, die Form 4,J,(0,) hat. Auf diese Art gewinnt 
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man die Gleichungen 

J(8,) = Ey Jn (DJ, (G, )eosrg, 

K(6,) = S0,K,(6@)J, (4, ) cos rg. 
Es bleibt noch tibrig zu beweisen, dass die Constanten y, und d,, 
wie es nach (56) und (56, a) sein miisste, im allgemeinen den 
Werth 2, fiir » =O aber 1 besitzen. Das Letztere ist sofort klar, 
wenn man 6, = 0 setzt, wodurch sich 6, in 6 verwandelt. Um 
auch das Erste zu beweisen, differentiirt man jede Gleichung » mal 
nach cosg, und zwar so, dass man die linke Seite jedesmal nach 
6? differentiirt und mit 


Cop 
Ocosp mae 
multiplicirt. Da nach (43) 
8S Sot IG) a ,, & K(6) 
Jy = (— 26) (00) ” K, = (— 26) “dooy? 


so erhalt man nach der »fachen Differentiation, wenn man durch 
6” differentiirt und dann 6, gleich Null setzt, die Gleichung 
(— 20) a’ J(O) _ _yvrJ,(@)_ ad’ cosrp 

(d00y = 2.4...(2v) deosg” ’ 
in welcher man auch J mit K und zugleich y mit 0 vertauschen 
darf. Hieraus zieht man 

aaa 25! A OH), 
d.h. y, = 2 und denselben Werth fiir d,. 


§ 84. Dieselben Additionsformeln leite ich durch folgendes 
Verfahren ab: 
Die Gleichung (43, c) S. 238 
1 


Qn. 
744 


7m 
e 8(P—) eosyyp dp = i” J, (@) cos ra, 


multiplicire man mit 
a e 7A, cos w dw 
und integrire nach w von —z bis 7. Kehrt man links die Inte- 


grationsfolge um, beachtet ferner, dass nach (43, a) die rechte Seite 
sich in 2J,(0)J,(6,) verwandelt, so erhalt man 


1. fe ‘a 
saaf “cosrpdgy f “eterosipv)-Ne0s01 Bey = 2, (O)J,(6,): 

—1 —n 
Der Exponent im innern Integrale ist 


§ 84, 56. Kugelfunctionen zweiter Art. 343, 


i[(Ocos p — 0,) cosw + Osingsinw], 
also das Integral selbst, nach 8. 196, gleich 27J(0,); man findet 
daher die Gleichung 


1 Ose 4 
J,O)I,(0,) =5— f J(6, cosrp dg, 


welche nichts anders besagt als (56). 

Um (56, a) zu erhalten, setzen wir fest, es sei 

(Aon O SIU. 

Des kiirzeren Ausdrucks halber denken wir uns unter 6 eine nicht 
reelle Zahl und setzen, wie S. 190 und 193, fest, es sei 

(b)... 0=Y@ =a(sine+icosa), (—in <a < 37). 
Will man schliesslich auf einen reellen Werth r von 0 tibergehen, 
so setzt man in der Endformel r+0.i fiir 6 und fiihrt K(r + 0.7%) 
durch Gleich. (30, f) S. 185 auf K(r) zuriick. Endlich macht man 


(c)... 0, = V0’—2606, cos + 6?, 
und nimmt die Wurzel so, dass 
0, = b(sinB+icos~), (—}u< 6< in). 
Wir gehen nun beim Beweise der Additionsformel fiir die Cylinder- 
function zweiter Art von derselben Gleichung (43, c) aus wie oben, 
vertauschen aber 6 und w mit —@, und iw, multipliciren darauf die 
erwahnte Gleichung mit 


e'0 cos iw dw 
und integriren nach w von —g—ai bis g+ ai, wenn g das reell 
Unendliche vorstellt. Nach S. 237 wird dadurch die rechte Seite 
2J,(0,)K, (6); kehrt man die Integrationsfolge auf der linken um, 
so erhalt man 


7 Itai 
2Jy (6,)K, (@) = safe cosrpagf ” e’L6cos iw—4,cos(p—iw)] Gay, 


—n —g—ai 

Der Exponent von e im innern Integral ist 

10 cosiw — 10, cos(y — iw) = i(6— 8, cos~) cosiw —i6, sing.siniw, © 
so dass sein reeller Theil sowohl an der oberen als an, der unteren 
Grenze von » negativ unendlich wird. Setzt man zum Beweise 
0, =a,(sina,+icosa,), wobei es gleichgiiltig bleibt, in welchem 
Quadranten a, liegt, so wird der vorstehende Ausdruck an den 
Grenzen 

— a(cosa@ —isin a) cos(ig —- a)+ a, (cosa, -—isina,)cos(ig —a-+¢). 
Der unendliche Theil hiervon ist 
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+ [—a + a, (cos(a—a,+ @) + isin(a — @,+ —)]. 


Da aber .”0,<-#0 genommen wurde, also a, <a, so ist der 
reelle Theil dieses Exponenten negativ. Setzt man 

(0 — 6, cosq) = 0, c0s0, 0, sing = @, sind, 
wo 0, und 6 unabhangig von @ sind, so wird der Exponent gleich 
0, cos(tw +0), wo an den Grenzen der reelle Theil von iw + 0 
zwischen -+47 liegt. Das innere Integral lasst sich daher durch 


fie cosh dy, = 2K (8,) 


co. 


ersetzen und man hat die Gleichung 
K,(0)J,(9,) = Bae 9 cosvy dq, 


welche dasselbe besagt wie die zu beweisende Gleich. (56, a). Es 
sei noch bemerkt, dass sie sich nach (43) auch in die Form 
“ a KO) ar J(6, 
(OGMO) seer HHGG, = 25" (400,) Bar Cia: 
bringen lasst, in der noch, iiberall zugleich, 4 (@) mit J(6) vertauscht 
werden kann, wodureh also J (0,) die entsprechende Form annimmt 
(56, ¢) 2. J(,) = 25"(400, “aay ap ry 
§ 85, Fiir die Functionen w und ¥, iiber welche im § 60 ge- 
handelt wurde, habe ich 4hnliche Reihen durch die gleichen Methoden 
aufgestellt. Diese Functionen treten ausser in den Untersuchungen 
von Poisson (M. vergl. 8.83) auch in der ,Theorie der Luft- 
schwingungen in Roéhren mit offenen Enden“ auf, welche Herr 
Helmholtz im 57. Bande von Borchardt’s Journal gegeben hat. 
Die Anwendung der ersten Methode, derselben welche im § 83 
angewandt wurde, beruht auf der Transformation des Ausdrucks 
o° fe Cu ou 
apa Bye pet csi 
mit n+1 Verénderlichen x, y, 2, ete. Fiigt man diesen noch ebenso 
viele Constante «,, y,, %,, etc. hinzu und setzt 
, O° sf ayy OP di) a) 
nimmt ferner fiir U irgend eine Function von-e, so wird der obige 
Ausdruck gleich 


cosr@ 


COS YQ. 


vu. n dU 
‘doe te'ol oe 
@ a 


§ 85, 56. Kugelfunctionen aweiter Art. 345 


Beschrénkt man sich auf drei Verinderliche x, y, , so wird, 
wenn U eine Function der Entfernung @ zwischen den Punkten 2, 
y, 5 und @,, y,, 2, bezeichnet, welche der, (a) auf S. 341 entspre- 
chenden Gleichung 

OrU SNGATM GPU 1s, 
(a) eee Oa? | oy? +- On? LU == 0 
gentigt, U auch die Gleichung 
au 2 dU 
= t— 4 Us 
de? * 9 de * 
erfiillen. Ihre Integrale, also zugleich die von der vorstehenden 
(a), sind, wie man aus 8. 240 weiss, 


sin : 
Wo(o) = 2 ae #, (¢) = — 
so dass man hier aac, cote, fiir die im Endliechen 


sin We F : cos 
© und die in o=0 unendliche pee 


endliche Function 


aufsucht. 

Dem § 71 entnimmt man das Resultat der Transformation der 
Gleichung (a) in Polarcoordinaten r, 6, w. Man findet namlich, 
dass w,(e) und #,(e) Lésungen der partiellen Differentialglei- 
chung sind 


eeu) ieee a 
‘ - o + + eotangd oH fa Saeco ee 


wahrend o, wenn man auch fiir die Constanten 2,, y,, 2, Polarcoor- 
dinaten r,, 6,, w, einfiihrt, durch 
@ =r’ —2rr,cosy+r} 
ausgedriickt wird, wo y dasselbe vorstellt wie friiher in der Glei- 
chung (50), also, geometrisch gedeutet, den Winkel, welchen die 
Linien r und r, mit einander bilden. (Zu beachten ist, dass 6 hier 
eine andere Bedeutung hat als im vorigen Paragraphen, und dass 
r,, @ die Rolle der friiheren 6, 6,, 0, spielen.) 

Man entwickele U, es mége yw oder ¥ vorstellen, nach Kugel- 

functionen von cosy in die Reihe 
U = Su, P’ (cos y) 

und findet, durch Einsetzen in die obige partielle Differentialgl., 
dass u, der Gleich. (44, e) 8. 240 geniigt, wenn man dort 6 mit r 
vertauscht, dass w also in Bezug auf r die Form hat 


Uy = 9 WO) +h, P(r). 
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Indem man fortfahrt wie im § 83, erhalt man als nachstes Resultat | 
WCQ) = Er. Yor yo(r,)P” (Cosy); 
(0) = 3 (d,W(r) + & Fr) Yor )P’ (cosy), 


wenn Mr> Mr,. Zur Bestimmung der Constanten differentiirt 
man vmal nach cosy, dividirt durch ry und setzt dann cosy und r, 
gleich Null. Dadurch findet man die gesuchten Gleichungen; ver- 
tauscht man schliesslich die Buchstaben r, r,, 0, y mit 0, 0,, 0,, 
um Ausdriicke zu erhalten, die auch dusserlich (56) entsprechen, 
so entstehen die beiden Additionsformeln 


(67)... 9G.) = 3+ )w Oy (6,)P* (cosg), 


FO.) = E+ 1) (4,) #, OP’ (cosy), 


0; = — 200, cosma+ 63, (MO> M4,). 
Die Verification dieser Formeln geschieht nach der Methode 
des § 84. Man hat nach (14) 


Je-incosy — S2r +1). (r,).(— 1)” P” (cosy). 
Eine Integration nach @ von 0 bis 27 giebt 
Sf "emer dy = 2 E(—iY 2v +1), (r,) P”(6086)P” (e084), 
folglich, wenn man mit P’(cos9)sin 6d6 multiplicirt und von 0 bis 7 
integrirt 
(— iy 2n.w,(r,)P”(c086,) =f" P” (cos) sind0 / "e-neo%7 dg. 
0 0 


Durch Multiplication mit e'°¢ssin6@,c6, und Integration von 0 bis 
zt entsteht hieraus nach S. 241 


n 27 m 
2e'wlryn(r,=/ P*(cosO)sin900/ “dpf' etr»"-neosrsind, 86, 
0 0 0 


Der Faktor von i im Exponenten ist gleich 

cos 0,.(r—r, cos 9) — sin 9,.r, sin 0cos gq, 
hat also die Form o(cos6@,cosa+sin6,sinecosp), wenn o° gleich 
r°—2rr,cos0-+-r’ gesetzt wird, so dass das innere Doppelintegral 
nach 6, und m durch den Satz von Poisson auf 8. 309 in das 
einfache 


mT 
anf eosysin ydy = 20° (a) 


0 
tibergeht, Man hat also 
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wy (r)w,(r,) = de "P” (cos 6) (a) sin 046, 
0 
was nach §. 67 nichts anders ist als die erste der Gleichungen (57). 


Zum Beweise der zweiten Formel geht man von 


n 270 

(— i210. yy(r,)P” (cosid,) = f“P"(cosd)sin 930“ e-n% aep 
0 0 

aus, wenn cosd = cos@cosi6, + sinOsiniO, cosy. Eine Multiplication 


mit e'”°° sini0,00, und Integration von 0 bis oo giebt 


27w,(r,)P,(r) =f P’(cos6)sin6 aof dp f ei(rcosid,—re089) sin i, 06, 


Man nehme an a sel Mr > TR und Gnache iiber das Zeichen 
von r dieselben Annahmen wie friiher tiber 6. Formt man dann 
den Faktor von ¢ im Exponenten von e in 

o(cosi0, cosa + sini0, sinacos¢) 
um und wendet den Satz von Poisson an, so wird 


w,(r,) B, (r) = HE “P” (cos6) #, («)sin 0d0 


und damit die zweite Formel von (57) bewiesen. Um die Bedeutung 
der Formeln (57) klarer zu zeigen, setzt man fiir die yw und ¥ ihre 
Werthe durch 6,, sin@,, cos@. Macht man 
0? = 0’ — 206, cosg+ 6, 
=n O=H, Mn>Mn, 
so erhalt man die HB DAOME RE’ NP eme 
sin 0, selfs sin 6 me 


Fania = 5 (2v+1)(406,) 5 i Ccos”g, 
2 

ee | S (27 +1)(400,)" 4 (amo) F (sind cosy @. 
2 


Drittes Kapitel. 
Einfiihrung und Eigenschaften der Lamé’schen Functionen. 
Functionen des elliptischen Cylinders. 
§ 86. In der Einleitung wurde die partielle Differentialgleichung 


av. av Vv 
2a ar + aed 


348 Il. Theil. Drittes Kapitel. § 86, 57. 


deren linke Seite abgekiirzt mit 4V bezeichnet wird (S. 325), mit 
dem Potential in Verbindung gebracht und gezeigt, wie die Inte- 
gration dieser Gleichung, nach Einfiihrung der Polarcoordinaten, 
auf die Kugelfunctionen fiihrt. Derselben Gleichung /V = 0 geniigt, 
nach den Untersuchungen tiber die Mittheilung der Warme in der 
von Fourier gegriindeten Theorie*), die Function V von a, y, 4, 
welche die Grenze darstellt, der sich mit wachsender Zeit die Tem- 
peratur in dem Punkte «a, y, 2 eines Kérpers nahert, wenn seine 
Begrenzung in einer festen, d. h. mit der Zeit nicht veranderlichen 
Temperatur, erhalten wird. Diese Grenze heisst der stationdre 
Zustand. 


In ein unendlich kleines Parallelepipedum, dessen Kanten den rechtwink- 
ligen Axen parallel Jaufen und welchem der Punkt a, y, 2 angehort, dringt in 
der unendlich kleinen Zeit Gt eine Wirmemenge, die nach den zu Grunde 
liegenden physikalischen Annahmen durch k 4V.dx Oy Oxct ausgedriickt wird, 
wenn V die Temperatur im Punkte aw, y, 5, und k die innere Leitbarkeit des 
Korpers bezeichnet. Diese Warmemenge, dividirt durch das Produkt aus der 
Masse und specifischen Warme, @Ox0y0z C (wo C die letztere, g die Dich- 
ligkeit vorstellt) giebt den Zuwachs der Temperatur OV im Punkte a, y, 2, 
nach der Zeit Ot.  Bezeichnet man k: eC durch a’, so entsteht dadurch die 
Gleichung, welche fiir das Innere des Korpers gilt 


av 
a dict aa 


Dieser sogenannten Haupthedingung hat man zur volligen Bestimmung des be- 
stehenden Warmezustandes in einem Kérper noch solche Nebenbedingungen hin- 
zuzufiigen, welche sich auf die Begrenzung des Kérpers und seine Anfangs- 
temperatur beziehen. Aber nicht nur nach unseren physikalischen Vorstellungen 
wird durch diese Bedingungen ein Wiarmezustand bestimmt; nach der von 
Dirichlet fir das Potential, in dem Dirichlet’schen Satze, eingefithrten 
Methode der Variation wird gezeigt, dass nur eine Function V das mathe- 
matische Problem lést, welches durch die Bedingungen gestellt ist. 

Wird die Begrenzung eines Korpers, sie mége durch eine zusammenhin- 
gende Flache oder durch mehrere gebildet werden (Letzteres ist z. B. bei einer 
durch zwei concentrische Kugelflachen begrenzten Schale der: Fall), in einer 
beliebigen, von der Zeit unabhingigen Temperatur erhalten, so tritt, 
nach unseren physikalischen Vorstellungen, endlich ein Zustand des Gleich- 
gewichts der Warme ein, in dem zwar noch immer Bewegung der Warme 
stattfindet, aber nicht mehr eine solche, welche die Temperatur verandert, so 
dass. also die gesammte Wirmemenge, die irgend ein Parallelepipedum im 
Innern erhalt, Null ist; die mathematische Forderung fiir die Existenz eines 
solehen Zustandes besteht daher darin, dass die Temperatur im Innern des Kérpers 
von der Zeit unabhingig wird, also der Hauptbedingung JV = 0 geniige. 

Streng genommen tritt dieser stationire Zustand nur dann ‘und zwar 


*) Théorie analytique de la chaleur. Paris, 1822. 
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zu jeder Zeit ein, wenn die urspriingliche Erwirmung des Kérpers bereits 
dieselbe war, wie die fiir den Finalzustand; das was die Lésung von JV =0 
mit den Nebenbedingungen liefert, ist die Grenze fiir wachsendes ¢, der jener 
Warmezustand, also jene Function V zustrebt, welche der Gleichung 
wv Ave = ov 

und denselben Nebenbedingungen geniigt. Man kann zeigen, dass durch die 
Bedingung, es sei fiir alle Punkte im Innern 4V Nall und V an der Be- 
grenzung eine gegebene continuirliche und einwerthige Function des Ortes, 
nur eine Function definirt ist. Dagegen lisst sich die Existenz einer solchen 
Function V im Innern fiir jeden beliebigen derartigen Werth an der Ober- 
flache noch nicht mit vélliger Strenge nachweisen, wenigstens nicht so lange 
die Gestalt der Begrenzung allgemein bleibt: in dem Beweise des Dirichlet’- 
schen Prinzipes, welches die Existenz einer solchen Function V feststellen soll, 
ist noch immer eine Liicke geblieben. M. vergl. dariiber u. a. meine Arbeit 
»Ueber einige Voraussetzungen beim Beweise des Dirichlet’ schen Prinzipes* 
im 4. Bd. der mathematischen Annalen v. Clebsch u. Neumann. 


Fourier selbst hat schon den Wéarmezustand ausser in an- 
deren Kérpern auch in einer Kugel betrachtet, und zwar nicht nur 
den stationiren, fiir welchen ZV =0,; sondern auch den mit der 
Zeit. verinderlichen. Poisson*) befreite die Untersuchung von 
beschrinkenden Voraussetzungen itiber die anfangliche Erwirmung 
und die Temperatur an der begrenzenden Fliche. Die Aufgabe, 
auch den Wirmezustand eines Ellipsoides zu ermitteln, dessen 
Oberfliche in einer gegebenen Temperatur erhalten wird, spottete 
lange den Anstrengungen der Mathematiker bis sie endlich Lamé, 
wenigstens fiir den stationdren Zustand, in einer Arbeit**) léste, 
welche fiir derartige Untersuchungen epochemachend gewesen ist. 

Bei der Lésung solcher Aufgabe kommt eine Hauptrolle der 
Kinfiihrung passender Coordinaten zu, durch welche sich einfach 
ausdriicken lasst, dass ein Punkt an der Begrenzung liegt, und in 
die transformirt, JV noch immer eine einfache Gestalt behalt. Bei 
der Aufsuchung des Wiirmezustandes einer Kugel sind die ge- 
wohnlichen Polarcoordinaten (r, 0, y) dieser Art, indem an der Be- 
grenzung r constant wird, der Ausdruck 4V aber ein einfacher 
bleibt. Dies beruht, wie man aus den beiden letzten Methoden zur 
Transformation im § 71 erkennt, wesentlich auf dem Umstande, dass 
der Durehschnitt von je zwei Flaichen, auf denen je eine von den 


*) Théorie mathématique de la chaleur. Paris, 1835. 
**) Mémoire sur l’équilibre des Températures dans un ellipsoide a trois axes 
inégaux (Note lue & l’Académie des Sciences) in Liouville, Journal de Mathé- 


-matiques, 4. Theil, 1839, S. 126—163. 
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drei Coordinaten (z. B. 0 oder g) constant bleibt, auf der Flache 
senkrecht steht, auf welcher die dritte Coordinate (hier r) constant 
bleibt. Lamé fiihrte die zur Behandlung der Aufgabe vom statio- 
niren Zustande des Ellipsoides geeigneten Coordinaten, die 
elliptischen Coordinaten ein, zu denen er von den isothermen 
Flachen ausgehend gelangte. 

Wenn in einem Korper, der durch zwei geschlossene Flichen 
begrenzt wird, die eine dieser Flachen fortwahrend in der Tempe- 
ratur 0, die andere in der Temperatur 1 erhalten wird, und der 
stationiire Zustand eingetreten ist, so wachsen im Innern die Tem- 
peraturen von 0 bis 1. Eine Flache, auf welcher in jedem Punkte 
die gleiche Temperatur herrscht, heisst isotherm. Z. B. sind die 
Isothermen in einem homogenen in der Richtung der Axe unend- 
lichen Kreiscylinder, aus dem ein ahnlicher mit derselben Axe und 
kleinerer Basis herausgeschnitten ist, wiederum dhnliche Cylinder- 
flichen mit gleicher Axe. Unter Punkten derselben Isotherme findet 
ein Warmefluss nicht statt, da man annimmt, der Warmeaustausch 
zwischen zwei Punkten sei proportional ihrer Temperaturdifferenz. 

Lamé stellt die Frage*): Ist ein Kérper durch zwei Flachen 
zweiten Grades mit gleichem Mittelpunkte und gleich gerichteten 
Axen begrenzt, deren Gleichungen also die Form haben 

mx’ + ny? +pz* = 1, 
wie miissen m, m, p von einem Parameter 4 abhingen, damit die 
Isothermen durch Gleichungen derselben Form ausgedriickt werden, 
in denen nur 4 verschiedene Werthe annimmt? Es zeigt sich, dass 
drei Systeme solcher Flachen existiren, indem man fiir m, n, p findet 

it 1 1 
aT aia GP Skid tS he Bing 
In der obigen Gleichung sind also drei Gattungen von Flachen ent- 
halten, je nach der Grésse des Parameter 4. Denkt man sich unter 
b und ¢ reelle positive Constante, ferner c > 0b, und bedient sich 
statt des Buchstabens 2 der Buchstaben @, u, » je nachdem resp. 


Adeoty lun sauia Db) ibe aa: 
so enthalt die obige Gleichung die drei 


m 


*) Mémoire sur les surfaces isothermes dans les corps solides homogenes en 
équilibre de température, in Liouville, Journal de Math. 2. Bd., S. 147—183. 
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x y z Ns 
(a) tay ?° ty 0°06? AE 2c Tine 1, 
2 y? z° vas 
Ps + Hee Te a) 
a * y r Pad ak 
y b?—y"* cy de 


Die erste stellt Ellipsoide, die zweite Hyperboloide mit einem 
Mantel, die dritte solche mit zwei Manteln vor, und zwar haben 
die Hauptschnitte aller dieser Flichen die gleichen Brennpunkte. 
Die Flachen werden in deutschen Werken gewohnlich als confokal 
bezeichnet, wihrend Lamé sie bei der Einfithrung S. 156 homo- 
fokal nannte*). 

Diese Flaichengattungen sind also isotherm. Erhalt man jede 
von zwei gleichartigen, z. B. die Oberflichen zweier confokalen 
Ellipsoide, in einer festen Temperatur, alle Punkte ein und der- 
selben Fliche in der gleichen, so wird im stationiren Zustand 
jede ihnen confokale ellipsoidische Fliche ein Ort von Punkten 
gleicher Temperatur. 

Durch jeden Punkt des Raumes a, y, » kann man drei con- 
fokale Flachen, ein Ellipsoid und zwei Hyperboloide legen und 
zwar kénnen die Brennpunkte, also 6 und c, willkiirlich gegeben 
sein. Hieraus folgt unmittelbar, dass die Lingen der Halbaxen 
o, «, v ebenfalls, wie die Linien x, y, % selbst, Coordinaten des 
Punktes x, y, z sind. Diese Gréssen oe, u, vy nennt Lamé Coordinées 
elliptiques (S. 156). Eine Verwechselung wird dadurch nicht ent- 
stehen, dass die im § 5 eingefiihrten Coordinaten gleichfalls elliptische 
heissen. Die letzteren bestimmen Punkte in der Ebene, die ersteren, 
gewissermaassen ellipsoidischen oder hyperboloidischen, Punkte im 
Raume. 


Sind a, y, 2, b, c gegeben, so findet man, nach S.17, drei reelle 
Werthe fiir 4°, welche der kubischen Gleichung 
ov’ y° zg? 
2? abt P— oe? 
geniigen. Schafft man den Nenner fort, so entsteht namlich auf der Linken 
die Function 


1 == 


ae (v— b’) (V— c’) —27 (A? — b’) (v— ce? 
ie y" ve (A— c’) ey ae 7 (a7— 62); 
*) jappelerai surfaces homofocales celles qui sont réprésentées par les 
équations (5). Die Gleichungen (5) sind gerade die obigen (a). 
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welche fiir A= ©, c, b, 0 offenbar die Zeichen besitzt resp. + — -+ —, so dass 
der Ausdruck fiir einen Werth von 4 verschwindet, der wie g@ zwischen 90 und ¢ 
liegt, einen anderen wie ge zwischen c und b, einen dritten wie v zwischen 6 und 0. 


Jedem positiven x, y, s im Raume entspricht eine nnd nur 

eine Combination e, u, » wenn 
OO = Ol 6, Ca aw ee ve, 

auch jeder Combination von Werthen e, uw, », die in den bezeich- 
neten Grenzen liegen, eine und nur eine Combination positiver 
Gréssen wv, y, s. Die Auflésung der Gleichungen (a), welche linear 
nach a”, y’, 2” sind, giebt nimlich deren Werthe ausgedriickt durch 
v, “, v; durch Wurzelausziehung findet man dann (mit Lamé) 


uy 


(8)... =, 
pil Vo — 6" ui — 6 yoo" 
by¥c?—b" 
_ Vee yew yor 

oi cyo—b 


Indem man » die Werthe von —6 bis 6 und zurtick, w von b bis c 
und zuriick, @ von c bis co durchlaufen und dabei die Quadrat- 
wurzeln nur da, wo sie durch Null gehen, in die negativen Werthe 
tibergehen lasst, erhalt man auch die Coordinaten z, y, s der Punkte, 
welche in den iibrigen sieben Octanten liegen. 

Die rechtwinkligen Coordinaten eines Punktes x, y, s auf der 


2 


Oberfliche eines Ellipsoides mit den Axen e@, Vo*— 6’, |/o’—c 
sind auch durch 


(OS, O) so. © == OCORU 
O0<0<a) 


= Vo’— b’sinOcos 
Hite Mbihind@Ms wu<ciQe) 


3 = Vo’—c’sindsin y, 
auszudriicken. Man kann demnach fiir die drei Aggregate 
cos, sinOcosw, sinOsinw die elliptischen Coordinaten ein- 
fiihren durch die Gleichungen 


a2 iv 
che) RGAL cosd = 5, 
2 2 2 
sind cosp = ON Ee 
bye —b? 
256 ane. 2 2 
sin Osinyw = Ue ieee 
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Wir erinnern hier an einige Eigenschaften der confokalen Flichen, von 
denen die erste, auf die wir bei den Anwendungen zurickkommen, sich sehr 
leicht beweisen lasst, dass niimlich die drei confokalen Flachen, welche durch einen 
Punkt gelegt werden, sich rechtwinklig schneiden. Nach einem Satze von 
Dupin sind diese Durchschnitte je einer Fliche mit jeder aus den beiden 
Scharen der anderen Flichenarten daher Kriimmungslinien. Werden zwei Flaichen 
derselben Gattung, z. B. zwei Oberflichen von Ellipsoiden, in constanten Tem- 
peraten erhalten, so fliesst die Wiarme daher in jedem Punkte auf der durch 
den Punkt hindurchgehenden Kriimmungslinie der anderen Gattung, also hier 
der Hyperboloide ab. Von besonderem Interesse ist der Satz von Michael 
Roberts: Die kiirzesten Linien auf dem Ellipsoide, welche von zwei Nabel- 
punkten nach irgend einem Punkte einer festgehaltenen Kriimmungslinie des 
Ellipsoides gezogen werden, haben nimlich eine constante Summe oder Differenz 
je nachdem die beiden Nabelpunkte gleichartig innere sind, oder der eine ein 
ausserer, der andere ein innerer ist. M. vergl. hieriiber den Bericht des Herrn 
Liouville in den Comptes rendus, T. XXI, S. 1410; abgedruckt in Liouville’s 
Journal, 10. Bd., S. 466, ferner die eigene Arbeit des Herrn Roberts in 
Liouville’s Journal, 11. Bd., S.1—4, so wie die Arbeiten des Herrn 
Chasles im 22. Bde der Comptes rendus vom 12. und 19. Januar 1846 und 
des Herrn Liouville ebendaselbst vom 19. Januar; beide Abhandlungen sind 
abgedruckt in Liouville’s Journal, 11. Bd., die erste S. 5—20, die zweite 
8. 24—24. 

Die Arbeiten von Lamé, welche hier vorzugsweise in Betracht kommen, 
finden sich in den sechs ersten Banden von Liouville’s Journal und in dem 
8. Bande; die erste Einfithrung der Isothermen und dadurch der elliptischen 
Coordinaten geschieht in dem Mémoire sur les surfaces isothermes in den Ab- 
handlungen der Savans étrangers, 5. Th. Ausserdem hat man im 23. Cahier 
des Journal de l’Ecole polytechnique das Mémoire sur les surfaces orthogonales 
conjuguées zu vergleichen. Selbsténdige Werke von Lamé iiber die hetreffenden 
Theorien sind: Lecons sur les fonctions inverses des transcendantes et les sur- 
faces isothermes, Paris 1857. Lecons sur les coordinées curvilignes et leurs 
diverses applications, Paris, 1859. Lecons sur la théorie analytique de la 
chaleur, Paris, 1861. 


§ 87. Es scheint zweckmissig einige Festsetzungen und Formeln 
vorauszuschicken die, ebenso wie die drei Gruppen (58) von je drei 
Gleichungen im § 86, den folgenden Untersuchungen zur Grundlage 
dienen. 

a) Gréssen die von w, und », abhingen wie @ und w von u 
und » heissen 0, und w,. 

b) Man bezeichnet durch «, € und & die folgenden elliptischen 
Integrale, die auf reellem Wege bis zu den reellen oberen Grenzen 
genommen werden 


aif G ,t=f" oy 
é= aa ora jp—vyo—y ’ 


2 
Heine, Theorie der Ye aaa Z, Aufl. 23 
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apa eae 


werden uw, v, @ mit u,, »,, @, vertauscht, so bezeichne man die 
Integrale mit ¢,, ¢, §. Die ganzen Integrale « und ¢, d. h. bis 
u=c oder y= b genommen, mégen w resp. @ heissen. Wir setzen 
noch; 6? 136; = pyrb Cys 

Um die oberen Grenzen wu, »v, 0 als elliptische Functionen aus- 
gudriicken, setzen wir mit Jacobi*) 


2 2 
, c’—b 
Coa thy eG ce Sw eS I—) 
c 


und erhalten 
w=cQamu, v= bsinam(y,k’), o = cAamiw. 
Die unten im § 88 und 96 auftretenden Winkel sind 
X¥=3¢u7—Ccoamu, g~=amu. 
¢) Die partielle Differentialgleichung (51) der Kugelfunctionen 
C(O, w) und S(A, w) 


oF, ae ot 1 of 


+ 9 apr THO +DI=0 


nimmt durch rier 3 der neuen Coordinaten, also in Folge von 
(58, b), die Form an 
a 
(8... S£4+ 5h nnn —r9f = 0. 


Um dieselbe ees transformire man 4V durch Einsetzen der Coor- 
dinaten r, w, » aus (58, a—b) nach der letzten im § 71 auf S. 308 an- 
gegebenen Methode; es ergiebt sich zunachst 
dx?+0 408 =ar rr] Ou 4 Or? |. 

Rack? (W—B*)(c?—w") * (W—)\(c?—9") 
Setzt man in (g) an der erwihnten Stelle fiir die Quadrate von &, M, MN die 
Faktoren von Or’, Ou, Ov” ein, so verwandelt sich die Gleich. Jf = 0 in 
die folgende 


ee av, Ov 
OMe ess ae Ds 3 = 0. 


Aus der Gleich, JV = 0 Las man S. 309 die zu transformirende 
(51), indem man r"f fiir V substituirte. Geschieht dies ebenso in der vor- 
stehenden, so erhilt man sofort (58, c). 

Aus dem Ausdruck des Linear-Elementes findet man fiir das Raumelement 


Ox OyOs = rr? (u’— v*)Ordede. 


*) Crelle, J. f. Math, Bd. 42. Auszug eines Schreibens des Prof. C. G. J. 
Jacobi an Prof. Heine; Gotha, den 10. Januar 1851. 


§ 88, 58. Lamé’sche Functionen. 355 


Den Inhalt dieses Paragraphen habe ich wesentlich Lamé’s 
Arbeiten entnommen. 

§ 88. Die Kugelfunctionen 

Cn(O, W) = Pr(cosd)cosrw, Si(0 W) = Pn(cos6)siny yw 

sind, was im § 77, unter a, hervorgehoben wurde rationale Fune- 
tionen der drei Aggregate cos, sin cosy, sin@sinw; sie lassen 
sich also durch (58, 6) in rationale Functionen der drei Aggregate 
uv, Vw —b Vb—r, Vo— uw’ yc? — v* umwandeln. Die so entstehen- 
den Funetionen, die den friiheren mit Hiilfe der Beziehung in (58, b) 
identisch gleich sind, kénnen noch immer mit den Buchstaben C 
und S bezeichnet werden, wenn man da, wo die Deutlichkeit es 
fordert, die Argumente in eckigen Parenthesen hinzufiigt, so dass 
z. B, C[u,v] identisch gleich ist C(O, w). 

Um die Functionen C und S durch uw, » auszudriicken, kann 
man sich zunadchst der ersten Formel in § 77, @ bedienen und findet, 
wenn man der Kiirze halber die beiden Functionen durch Verbin- 
dung mit +7 in eine zusammenzieht 


Che tSnlye) 
= aa) B ) Vil ab: jo a % (one ie y" 


wo wie 8. 154 gesetzi ist 


S a—m (n—m) (n— m—1). n—m—2 oes 
° Gaal (x) = 2. Qn— 1) x ee: 


Ferner entstehen durch Einsetzen der neuen Coordinaten in (54, a) 
(wenn ¢ einen Integrationsbuchstaben vorstellt) die Gleichungen 


i} amar /b? — 2 ‘ yA aap LT ease 
Goi eA ware le wiVo—y 


= = In 
be bye? — Bb? cyer—b? C, 
n an npn m) TW (n—m) (°" on eae 
(Cn [Uy vy] ASn[e, v}) = 23 TT2n Ate=in dl 
0 
TInTIn {?" etins 
eas: apelin ae 


iS) 

Das erste Glied dieser Gleichung ist gleich dem zweiten und gleich 
dem dritten so lange m<n, wiahrend das erste Glied wenn m > n 
nur noch gleich ist dem dritten. Es giebt (Qn-+ 1) Functionen C,, 
und S,, fiir welche m =n. 

' Wabhrend der hier angegebene Weg, auf dem ich den obigen 
Ausdruck der C und S durch bestimmte Integrale gefunden hatte, 

yaar 
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leicht zum Ziele fiihrt, so macht es Schwierigkeiten nachtraglich 
durch direkte Differentiation nachzuweisen, dass diese Integrale 
wirklich der partiellen Differentialgleichung (58, c) geniigen. Jacobi 
hat gezeigt*) wie man, mit Hilfe der Formel fiir die Addition der 
elliptischen Integrale, zu den obigen Integralen gelangen kann, 
wenn man eine Lisung aufsucht, welche die n'* Potenz einer von 
n unabhingigen Function sein soll. 

Aus den yorstehenden Formeln ist klar, dass, so lange m =n, 
die C, und S,;, ganze Functionen des Grades m sowohl von 
u, Vwe—b, yoee—u’, als auch von », o?—»*, Ve?—»? sind. 
Man theilt diese zunichst in vier Klassen, in C,, mit geradem und 
solche mit ungeradem m, in S,, mit geradem und mit ungeradem m. 
Bezeichnet man durch [p] ganze Functionen p'" Grades nach wu 
und zugleich auch p'*" Grades nach », so ist 

Cm =n]; Crna = Vw— BP Ye?—v? [n—1]; 
Sin = Ve LS Pyea ye rye “[n— 2] 
Sei | Ce oer et, 
Jede dieser Klassen kénnte man noch in zwei andere theilen, von 
denen die eine nur gerade, die andere nur ungerade Potenzen von 
uw und » enthalt. 

Wir betrachten die C und S fiir specielle Werthe eines 
der beiden Argumente wu, ». 

Setzt man zuerst « = b, so wird in (58, d) 

cA=v+ipe?—»r*. sin; 


man hat daher 
7 C7,[b, v] 


1 T(n— aT a a hs ¢ 
— 9n-1 (n + m)IT(n—m) cost maf - ys —1.cos) cosmC dt 
0 


IT2n 


und einen &hnlichen Ausdruck fiir S. Hieraus ergeben sich die 
Gleichungen 


(a)... Chu[B,»] =(—1)"Pha(~), Siul2, 9 = 0, 


Crxn+1[0, v} = O, Sonja [b, v| = (—1)"Pinyi(~). 


Ferner hat man 
*) M. vergl. das S, 354 citirte Sechreiben yon Jacobi im 42, Bd. yon Crelle’s 
J) 0M. 
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n n{ ¥ n 
OPO OATAese (+), Sasa 
Fitr diese besonderen Werthe von « verschwindet S>,,, wéhrend 


diese Function durch )u’—b° dividirt fiir ~ = 6 von Null. ver- 
schieden bleibt. Man hat namlich fiir « = b 


Son [u, v| Zo 2me ea 
an ag = (De Ppraae Pom) 
Fiir m =0 verschwindet S,,, welche Werthe man auch w und » 
ertheilt. 

Setzt man, wahrend w allgemein bleibt, » = oo, so erhalt man 
gleichfalls einfache Ausdriicke. Fiihrt man den Bogen x durch die 
Gleichungen ein 


cya —bF bye — Ei, 
Bye nVeLe 
setzt also y= 42a—am(ce), so erhalt man fiir » = co 


Cr.v-" = cosmy (£) , Sho = sinmy (£) 


so dass diese Grenzwerthe der C und S gleich Zugeordneten oder 
trigonometrischen Functionen werden. 

In einer Abhandlung iiber die Theorie der Anziehung eines 
dreiaxigen Ellipsoides im 42. Bande des Crelle’schen Journals 
habe ich neben die in (58, d) enthaltenen 2 -+-1 Integrale der par- 
tiellen Differentialgleich. (58, c), die im Endlichen immer endlich 
sind, namlich neben die Integrale 


pir A” cosml dl, ie A’ sinm dC, 


0 

auch solche gestellt, welche verschwinden wenn man wu und » aus 
den Grenzen die ihnen angewiesen wurden heraustreten und un- 
endlich werden lasst, die aber fiir wy = be unendlich werden. Man 
findet sie, indem man die Produkte von Q;, mit cosmy oder sinmy 
in elliptische Coordinaten transformirt, wenn m=n. Hierbei 
soll, um Weitliufigkeiten zu vermeiden, der Fall eines Argumentes 
x im Querschnitt nicht mehr, wie bisher, ausdriicklich Deriick- 
sichtigt werden. 

Zur Transformation bedienen wir uns der Formeln (39, a), 
welche durch imaginadre Substitution gewonnen wurden. Den dort 
vorkommenden Bogen wy kann man jedenfalls bis 37 wachsen 


cosy = siny = i 
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lassen, da der kritische Winkel y, nie unter 37 liegt, diesem 
sogar nur im Falle eines « im Querschnitt gleich ist. Man erhalt 
demnach das Resultat: 

Setzt man 


(eae Vea ae 
4 Costu a 
R cVei—b? 


py 
Pe hoes Bi gh 8? 
so hat man fiir mn die Gleichung 

1.3...Qn4+1) In /* cosimudu 
T1(n-+-m) I(n—m) A. Bes 
und eine zweite, welche aus dieser durch gleichzeitige Vertauschung 
von cosmy und cosimu mit sinmy und sinimu entsteht. Beide 
Integrale sind Lésungen von (58, c). 

§ 89. Aus § 78 unter (e) weiss man, dass die allgemeinste 
ganze Function der drei Aggregate cos, sin@cosw, etc., welche 
(51) geniigt, von der Form 
Gn CG, W)+ Fin Sm(O, W) 


m= 
sei und 2n-+-1 willkiirliche Constante ¢ und & enthalte. Es zeigt 
-sich sofort, dass die allgemeinste ganze Function der sechs 
Groéssen m, », Vuw'—b?, Vb?—», Ve?— Ww, Ve?—y”, welche (68, c) 
gentigt, die Form haben muss (m= n) 


sin tu, 


(58, e) ... 20%,(cos@)cosmy = 


ina Cnn [14,7] + km Sin [ee, 7]. 


Denn das allgemeinste Integral von (51) enthilt zwar ausser solchen 


P;, und Q;,, deren unterer Index nicht grésser als der obere n ist, auch 
noch solche, bei denen nm << m, die aber nach § 51, 2 simmtlich fiir cos@ = 14 
unendlich werden. Setzt man diese in w und y um, so wird das allgemeinere 
Integral, welches sie enthielte, daher fiir 4 = c, » = b unendlich, kénnte 
also keine ganze Function sein. M. vergl. S. 324, @. 


Lamé hat fiir jeden Werth von m genau 2n4+1 ganze 
Functionen E(u) von mw, Vw?—6", Ve?—w? vom Grade n aut- 
gefunden, die Lamé’schen Funetionen, von solecher Be- 
schaffenheit, dass die (2n-+-1) einzelnen Produkte E,(w)E,(v) Losungen 
von (58, c) sind. Bedeuten die Buchstaben g Constante, so zeigt 
er ferner, dass der Ausdruck 


Ome So. E,(u) E,(») 


nicht fiir alle 4 und y Null sein kann, ohne dass alle g verschwinden 
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(kurz ausgedriickt, dass die Lamé’schen Produkte von einander 
unabhangig sind). Dies, mit dem Vorhergehenden zusammengestellt, 
beweist, dass der Ausdruck (6) mit 2n+-1 willkiirlichen Con- 
stanten g ein ebenso allgemeines Integral von (58, ¢) ist 
wie (a), dass also (b) jede ganze Function von yp, etc. darstellt, 
welche (58, c) geniigt, zB. auch die Kugelfunction C;(0, w), 
C;[u,v], P’(cosy) u. dgl. 

Diese Lamé’schen Functionen der ersten Art haben wir im 
Folgenden naher zu untersuchen. Einen oberen Index n wird man 
nur dann hinzufiigen, wenn es die Deutlichkeit verlangt. 

§ 90. Zunachst sind solche Functionen E aufzusuchen, welche 
die Eigenschaft haben, erstens dass das Produkt E(u)E(Q), fiir f 
gesetzt, (58, c) geniigt, zweitens dass E(u) ganz und vom Grade 
n nach mw, Vu?—b*, Vo?—n’ ist. 

Soll das Erste eintreten, so muss die Gleichung 


E(v Nees PO) 4 not ut E(u) | = oe = £0 [Ge —n(n-+- 1) E()| 


stattfinden. Dividirt man auf beiden Seiten mit E(w)E(2), so steht 
links eine Function von uw allein, auf der Rechten eine Function 
von » allein, die nur dann gleich sein kénnen, wenn jede Seite 
eine Constante ist, die wir gleich dem Produkt von b’+c’ und 
einer neuen Constanten v setzen. Es miissen demnach E(w) und 
E(v) der Differentialgleichung 


69)... PO 4 nati —C +e] EW = 0, 


oe [n(n +1)v* —(6*+ c’)vJ Ev) = 0 
gentigen, die auch wirklich dieselbe Function definiren. Setzt man 
namlich fiir « und ¢ ihre Werthe, so entsteht aus der ersten 

(59, a) «6. (w—b°)(u?— 0°) PE (u) + wu? —b*— 0°) dE(u) dy 
+[(b?+ ¢?)v—n(n+1) uw] E(u) dw’? = 0, 

und aus der zweiten, das was aus der Vorstehenden durch Vertauschung 
von uw mit » entsteht. Umgekehrt, wenn E(u) der Gl. (59, a) geniigt, 
so genitigt E(w)E(v) auch (58,c). Die erste Untersuchung giebt also das 
Resultat, dass man unendlich viele Functionen E finden kann, welche 
die Zerlegung erlauben: wenn man namlich v willkiirlich gewahlt 
hat, so geniigen immer die beiden Integrale von (59) der Forderung. 

Die zweite Forderung besteht darin, dass E eine ganze 
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Function von yu, ete. ist. Die Snfachintel Regeln fiir die Integration 
durch Reihen zeigen, dass keine andere ganze Function als eine 
Function n' Grades der Gleich. (59, a) gentigen kann. 

Wenn wirklich n-+1) Functionen E dieser Art existiren, so 
lasst sich (s. 0.) jede Function C oder S, also jede ganze Function 
nen Grades der drei Aggregate (58, 6), welche (58, c) gentigt, durch 
Lamé’sche Produkte darstellen. Man kann, von dieser Betrach- 
tung ausgehend, untersuchen ob auch die E in verschiedene Klassen 
zerfallen, welche der Klasseneintheilung im § 88, S. 356 entsprechen, 
so dass die eine Klasse die nach wu ganzen C, eine zweite diejenigen 
C darstellt, welche aus dem Produkte von Vuw’?— 6? und einer ganzen 
Function von w entstehen, wihrend eine dritte und vierte Klasse 
die verschiedenen S darstellt. Unten wird sich dies Verhalten von 
selbst ergeben, ebenso dass jedes E nur gerade oder nur ungerade 
Potenzen von wu enthalt. Wir theilen gleich hier die 2n-++1 verschie- 
denen Functionen E in vier Klassen, deren Individuen, in diesem 
Zusammenhang, d. hy wo tiber die E gehandelt wird, mit beson- 
deren Buchstaben K, L, M, N bezeichnet werden. (Eine Ver- 
wechselung der Function K mit der Cylinderfunction zweiter Art, 
fiir welche dasselbe Functionszeichen genommen war, wird nicht 
eintreten kénnen.) Die Angabe ihrer Form lasse ich hier folgen, 
wobei die a Constante bezeichnen, und man a, willkiirlich nehmen 
kann; wir setzen es hier gleich 1. Die in Parenthese auf jeder 
Zeile beigefiigte Zahl giebt die Anzahl der Individuen in einer 
jeden Klasse an, wobei zur Abkiirzung o entweder 4 oder 4(n—1) 
vorstellt, je nachdem » gerade oder ungerade ist: 


K (uw) = ayu”+a,u""-+a,u"*+--5 @+1); 

Lu) = Vi be (a, uw"! +a, u" S++): (n—0); 

Mu) = Vwr—e’ (a, w+ a, ur +); (n—0); 

NO) = Vw BYP (a, ur? +a); (Oe 

1. Anmerk. Setzt man 
p= E@EW)EQ), 

so findet man leicht eine partielle Differentialgleichung, der das 
Produkt geniigt, indem man nimlich die zwei Differentialgleichungen 


(59), welchen p als Function von « oder von » erfiillen muss, mit 
der dritten 
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d’p 
oh —[n(m+1)0’— (6°+ ¢*)u]p = 0 


combinirt. Multiplicirt man dazu die drei Gleichungen der Reihe 
nach mit 

ae delt nr eh 
und addirt, so ergiebt sich 


(o’—»”) a +(e’ oe tw) oe = 0. 
Hatte man das Produkt p, statt aus den drei Functionen E, aus 
irgend welchen drei Lésungen der Gleich. (59) gebildet, von denen 
sich je eine auf resp. e, “, » bezieht, so wiirde p auch dann noch 
der vorstehenden Gleichung geniigen. 


2. Anmerk. Fiihrt man in die Differentialgleichungen (59) 
statt uw, v, @ die Gréssen u, v, w aus S. 354 ein, so erhalt man. 


d i Ae) = [n(n +1) hk’ sin’?amu +h] E(w), 
d ae = [n(n+1)k’sin’am(vy, kh’) —h'] EQ), 
ar = [n(n +1) k? sin’ amiw +h] E(@); 


h=vi+k”)—nwm+l), hi =vO+k”). 

§ 91. Die Gleichung (59, a) gehért nicht zu der einfachen 
Art von Differentialgleichungen zweiter Ordnung welche bisher 
dureh Potenzreihen integrirt wurden, sondern zu der Klasse welche 
Euler am Schlusse des VIII. Kapitels, Vol. II., Sect. I, No. 992 
seiner Integralrechnung behandelt, in denen jedes Glied durch 
zwei vorhergehende bestimmt wird *), oder, was dasselbe.ist, in 
welchem eine lineare Differenzengleichung zweiter Ordnung an die 
Stelle einer Auflésung der Differentialgleichung tritt. In solchen 
Fallen gewinnt man nur ausnahmsweise ein tibersichtliches Gesetz, 
nach dem die Coefficienten der Reihe independent berechnet 
werden und muss sich in der Regel mit der Aufstellung jener Diffe- 
renzengleichung zwischen den Coefficienten begniigen, deren Losung 
durch die Zihler und Nenner eines Kettenbruchs gegeben wird. 
Die Glieder desselben bestehen aus den Coefficienten der erwahnten 
paprenzenaleichins- Euler hat, um zu einem iibersichtlichen Re- 


*) Unten wird gezeigt, wie Herr Hermite vor kurzem diese Gleichung mit 
Hiilfe der Jacobi’schen Function @, fiir ganze Zahlen n, integrirt hat. 
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sultate zu gelangen, im IX. Kapitel Mittel zur Transformation 
soleher Differentialgleichungen angegeben, die zwar in ziemlich all- 
vemeinen Fallen ausreichen um sie in andere zu verwandeln 
welche durch einfachere Reihen integrirt werden kénnen, hier aber 
nicht zum Ziele fithren so lange 6 und c allgemein bleiben. 
Wir heben aber zwei specielle Falle hervor, die ein einfaches 
Resultat liefern. 

1) Setzt man b = 0, so verwandelt sich die Gleichung (59) in 
wWw—e)@E + uQw—c*)dEdu+ [c’v—n(n +1) "| Edu’ = 0. 
Wiirde man hier v suecessiv = 0, 1’, 2”,... 2’ machen, und wu = ico 
setzen, so wiirde sie in (6) des § 51 tibergehen, also durch die 


rades x durch o+-1 Functionen P,, P,, P,, etc. mit dem angegebenen 
Argument, die simmtlich von der Form A sind, und durch »n—o 
Functionen P,, P,, ete. von der Form M. Die L werden ganze 
Functionen von «, aber durch w” theilbar; ihre Anzahl ist o. Daher 
verwandeln sich die L in P,, P,, ... P,, endlich die N in P,, 
P,, ... P,-1. Die v sind jedesmal die Quadrate der Indices, also 
z. B. im letzten Falle 1°, 3°, ete. Ist m ungerade, so sind die o+-1 
Ausdriicke P,, P,, etc. von der Form K, die n—o iibrigen P.,, 
P,, ete. aber von der Form M. 

2) Macht man b=c, und w= ca, so heisst die Gleichung 

(a’—1)’ dE + 24(a’—1)dE da + [2u —n(n+1)x”|Eda’ = 0, 
stimmt also fiir 

2v =n(n+1), n(w+1)—1’, n(m+1)—2’, ete. 


mit (36) iiberein, wird daher x+1 Integrale P»(£.) oder was 


dasselbe ist P,() enthalten; sie sind fiir m = 0, 2, ete. von der 


Klasse K oder N (denn Vw’?—b?Vu?—c? wird u®—b’), an der Zahl 
o +1; sie sind fiir m= 1, 3, ete., genau n—o, von der Klasse L 
oder M. 

§ 92. Wir gehen jetzt auf die allgemeine Gleichung (59) 
zurtick, und suchen zundichst ihre Integrale von der Klasse 
K auf, d.h. die ganzen Functionen von w, welche ihr geniigen. 
Setzt man in derselben statt E und v die Buchstaben K und &, 
und fiir K eine mit wu” beginnende Reihe ein die nach w absteigt, 
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so wiirde das Glied héchster Potenz von mw auf der Linken sein 
Ja(a+1)—n(n+1)]uct. 
Da dieses fiir sich verschwinden muss, so wird a =»; der Werth 
a= —n-—1 wiirde eine zweite Lisung verschaffen, die aber nicht 
hierher gehdrt, weil sie nicht eine ganze Function ist. 
Man setze nun in die Gleichung (59) statt E den Ausdruck 
aus § 90 
K(w) = Hy W + a, pre? apes 
ferner, wie S. 354, b bestimmt war, b°-+-c? =p und b’c’ = q, und 
findet dann zwischen je drei Coefficienten a die Relation *) 
~ Im (Qn +1—2m) ay, 
= p[R— (w+ 2— 2m)’ ]a,,-1-+ ¢(w +4 — 2m) (n + 3 —- 2m)an—2, 
erhalt also zur Bestimmung der K das System 
22n—1)a, = pl R—n" Ia, 
4(2n—3)a, = p[ R—(n—2)’]a, + qnr(n—I1)a,, 
6(2n—5)a, = p Bs ter). Ia eae Tas 


20(2n+- jay tn = rf af 1 2— 96) aise 
+ g(n+4—20)(n+3—20)a,_-2, 
(Q6+2)2n—1—20)ao41 = p[R—(n—20)]ae 
+ q(n+2-—20)(n-+-1—2o0)a5-1, 
(20+ 3)(2n—3 — 20)a,42 = p[R—(n—20—2)"]ao41, , 


Bei der letzten von den obigen Gleichungen fehlt der Coefficient a,, 
weil sein Faktor q(n— 20)(n—2o0—1) Null ist. 

Soll K eine ganze Function sein, so ist erforderlich und hin- 
reichend, dass die a mit den Indices o-+-1, o-+2, ete. verschwinden. 
Hierzu geniigt dass ao;1 = 0, weil die Recursionsformeln zeigen, 
dass dann 

ONS Oy On 
Man hat also a,, a,, ... a aus den ersten o linearen Gleichungen 
durch die Constanten und & auszudriicken. Damit K eine ganze 
Function von wsei, ist erforderlich und hinreichend, dass 
fiir ® eine Wurzel der Gleichung a,,1= 0 genommen wird. 


*) Die Integration ist in Lamé’s Legons sur les fonctions inyerses etc. § 195—197 
ausfiihrlicher behandelt als an der Stelle, an welcher Lamé sie zuerst ausfiihrte 
(Liouville, J. d. M. 4. Bd.), 
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Diese Gleichung ist, in Bezug auf &, offenbar genau vom 
Grade o-+1. 

Durch die Sturm’sche Methode liesse sich leicht zeigen, dass 
die Wurzeln & verschieden und ungleich sind wenn fiir gq etwas 
negatives gesetzt wird, wahrend q hier, der Natur der Sache nach, 
etwas positives vorstellt. Man wird aber noch einmal (§ 96) auf 
eine Gleichung kommen, welche die & als Wurzeln giebt, wenn die 
Entwickelung von K nicht, wie bei Lamé, nach Potenzen von u 
sondern von 

¥w—b?+iveo—w 

vorgenommen wird. Auf diese spiter auftretende Gleichung lasst 
sich Sturm’s Methode bequemer anwenden. Dass die Wurzeln 
aber, so lange 6 und ¢ allgemein bleiben, d. h. also so lange zwischen 
p und q nicht bestimmte Gleichungen bestehen, verschieden sein 
miissen, kann man schon hier zeigen. Denn nach § 91 unter (1) 
sind selbst fiir b=0, also fir ¢q=0, die §& noch verschieden, 
nimlich 0, 27, 4°, 6°, ete. Dass zwischen 6 und ec wirklich solche 
Relationen gesetzt werden kénnen, durch welche Wurzeln & gleich 
werden, ersieht man aus dem am Ende dieses Paragraphen befind- 
lichen Beispiele. Hier, wo 6 und ¢ reell sind, tritt aber eine solche 
Gleichheit nicht ein. 

Dass die Wurzeln fiir reelle 6 und c reell sind, hat bereits 
Lamé nachgewiesen, und zwar durch ein Verfahren, welches im 
§ 95 mitgetheilt wird. Die Verschiedenheit der Wurzeln wird von 
Herrn Liouville hervorgehoben*). Dass ferner die K selbst ver- 
schieden, dass also nicht zwei von ihnen identisch werden, die zu 
verschiedenen & gehéren, erkennt man schon aus dem Werthe von 
a,. Setzt man a, = 1, so hat man namlich 

2.(2n—1)a, = p(®—n’), 
einen Ausdruck, der bei jeder Aenderung von ® einen verschiedenen 
Werth fiir a, giebt. 

Hierdurch ist bewiesen was bereits S. 360 angegeben wurde: 

Fiir jeden Werth von x giebt es genau o+1 verschie- 
dene Functionen K. 

Beispiele: Fir =O existirt nur ein K, und zwar K = i 


*) Lettres sur diverses questions d’analyse etc. adressées a M. P. H. Blanchet. 
Premiere lettre. In Liouville, Journal d. M. 11. Bd. S. 221. 
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fiir n=1 wird K=u. Fir n=2 also o=1 muss K von der 
Form sein: 
K=w'+a,, 
und unsere Gleichungen gehen in die beiden 
2.30, = p(K—A), 
O = pRa,+1.2.4 
iiber. Dies giebt fiir § 
p’R(K — 4) +124 = 0, 
also zwei Werthe 
p&, = 2(p + Vp'—3q), p&, = 2(p —Vp’— 39), 
und entsprechend . 
K, ae (i (K,—4)p, 
K, =u’ + 4(8,—Ap. 
Fir 2=3 wird o =4, ferner 
K = w+ au, 
10a, = p(®—9), 
0 = p(®—1)a, + 64, 


K = w+ W5(K—9) pu, 

0 = p'(R—1)(K—9) + 604. 

Fiir 2 = 4 oder o = 2 ist 
K=p'+au'+a,, 

14a, = p(R—16), 

204, = p(R —4)a, +124, 
) = pa, + 244,, 


14a, = p(K —16), 
280a, = p’(® — 4)(R —16) +1689, 
p> R(K — 4)(K —16) 4-168qK + 40q(K —16) = O. 
Fir b=c d.h. p= 2b’, q=* verwandelt sich die letzte Formel 
in K* — 2OK* +116K —160 = 0, hat demnach die Wurzeln 10, 8, 2, 
wie es nach 8. 362, No. 2 sein muss. 

Wird z. B. im Falle » = 2 fiir b und ¢ ein solcher besonderer 
Werth gesetzt, dass 3¢ =p’, so hat die Gleichung wirklich zwei 
-gleiche Wurzeln &, = 8, =2. Die Bedingung sagt, dass dann 
b* + c*—b’c? =0 sein muss. M. vergl. S. 364. 


§ 93. Nachdem iiber die K gehandelt worden ist, besteht die 
zweite Aufgabe in dem Aufsuchen von (n—o) Functionen L; mit 
Riicksicht auf die S. 360 angegebene Form derselben mache man 


daher 


folglich 
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L =syu'—b’, wo » eine ganze Function (n—1)" Grades von u 
werden muss, und stelle durch Einsetzen dieses Ausdrucks in (59) 
die Gleichung fiir s her. Diese wird 
. (uw? — b”)(u?— 0?) da + uw (4u?—— p — 2c") dz du 
+ [p2—e?— (a —1) (n+ 2)u"]sdu* = 0; 
wie im vorigen Paragraphen behandelt giebt sie 
2m (Qn — 2m +1) an = [p(L ~-(v +-1— 2m)’) — c? Qn +3 — 4m)] din 
+ q(n+2—2m)(n + 3 — 2m) a2, 
also 
2(2n—1)a, = [p(L—(n —1)”) Ls Gre Lye", 
-2 - Be = ee € aes las Sela + a(n Ue a os 


ieee o— DQo43)a,. pa ee 2043 Ree ee 1—2n)0? lay eS 
+ (20+ 4—n)(20+5—0) Anos, 
0 = [p&—Co+1— n)’)—Go+3—2n)e*| dno 
+ qo + 2—n)(2643— 2) dy¢-2. 
Benutzt man diese Gleichungen wie die entsprechenden des vorigen 
Paragraphen, so findet man alle »—o Gréssen a durch Y, und 
schliesslich & durch eine Gleichung vom Grade n—o. Dass diese 
nur verschiedene Wurzeln &,, %,, etc. haben muss, dass also »—o 
verschiedene % entstehen, sieht man ein, indem man auf den be- 
sonderen Fall b= ec zuriickgeht, da in diesem die Differential- 
gleichung der E sich in die der Zugeordneten P,;, verwandelt. Die 
eben integrirte Gleichung fiir 2 stimmt dann mit derjenigen iiberein, 


welcher die Gréssen 
al a fake 
—— len iS 
Vw b? ( b ) 


geniigen. Wiirde man diese Differentialgleichung, welche nur und 

immer fiir die »—o ungeraden Werthe m = 1, 3, ete. ganze Fune- 

tionen von u liefert, nach der allgemeinen Methode behandelt haben, 

so hatte der entsprechende specielle Fall der Gleichung fiir die & 

entstehen miissen; diese giebt als doppelte Werthe der Wurzeln & 
2% = n(n-+1)—1, n(n+1)—3°, nw+1)—5’, 

Man wird ohne weiteres die angestellten Betrachtungen auf 
die M tibertragen, wenn man iiberall b mit c, & und L mit M und 
M vertauscht. 

Beispiele: Fiir »= 0 existirt weder eine Function L noch M. 
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Patt ist. L = (nb) Me / PS. 
Fir n=2 ist L=py¥w?—0", M=uyp—c’. 
Fiir n= 3, also o=1 wird 
L= Vw — bu? +-a,), 
M = yu'—c*(u'+ a,), 
wenn a in der oberen Reihe eine andere Constante als in der un- 
teren bezeichnet. Um die obere zu bestimmen, benutzt man unser 
System von Gleichungen und findet 
10a, = (p@—4)—5e), 
(p&— 0”) (p(Y— 4) — 5e*) + 20g = 0; 
fiir das a der unteren Gleichung und die Jt daher 
10a, = (p(M— 4)—56%), 
(pIN — b*) (p (IN — 4) —5b*) — 20q = 0. 
Fiir n=4 oder o = 2 wird 
L=yu'—b*(u'+ a, ), 
14a, = (p(@—9)—Te’), 
(p(@—1) — 3c’) (p(@ — 9) — Te’) + 84q = 0. 
Fiir b= c geht diese Gleichung in 
Q 15U ae? 0 
tiber, hat also, wie es sein muss, die Wurzeln +} und +2. 

§ 94. Noch bleibt der vierte Fall zu behandeln, d. h. man 
muss die N aufsuchen, welche in (59) enthalten sind; zu diesem 
Zwecke setze man in die Gleichung fiir E 

2.¥u"—bV¥u*—c’, 
und hat dann die ganze Function 2 aufzusuchen, welche eine Lé- 
sung ist von 


(u? — b) (uw — *) dx 
+ “(6u'— 3p) ds du + [p(t —1) — (w— 2) (m+ 3)u*] du’ = 0. 
Wenn b=c gesetzt wird, so gehen alle Integrale der Gleichung 
fiir E welche Functionen von dem Charakter N liefern in ganze 


Functionen von w also in Ausdriicke pa) mit geradem m iiber, 


aber nur in solche, welche durch w’—D* getheilt noch ganze Fune- 
tionen von uw bleiben. Alle Integrale der vorstehenden Gleichung 
welche ganze Functionen von z sind reduciren sich also fiir 6 =c. 
auf die Functionen Pi, :(u°— 6”). Die Wurzeln % werden also fiir 
b=c durch die Gleichungen gefunden 
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2N = n(n-+-1) $2), n@ D4, 
Die Integration der Gleunane: wenn b und ¢ slizerton blei- 
ben, giebt 
2m(2n +-1— 2m)a,, = [M—(n — 2m +1)" |p ans 
+-q(n +1 —2m)(n + 2 — 2m) an —2, 
also das System 
2(2n—A1)a, =[N—(m + 1)']p, 
4(2Qn—3)a, = [t—(n—3)*|pa, + q(n—2)(m _ 3), 
as = Le Ginga leit Rig te 


(Qo—2)Q2n +4 hoa ae 1= He be 1.3) ieee 
-gq(n +4—20)(m + 3— 20) ao-3, 
Oe oe (n— 20 +-1)’| pao 
+ q(n + 2—20)(n + 1— 20) a5-2. 
Diesen Gleichungen ist nach den friiheren Erérterungen nichts 
weiter hinzuzufiigen. 
Beispiele. Fitir »=0 und 2» =1 existirt kein N. 
Ftir 2 = 2 ist 


NS C226. 
Fiir n=3 wird 


= ufw—bv ¥w— ec’. 
Hele n —A endlich sa man o = 2, also 
N= ye—b' yu —o'(u?+-a,), 
14a, = p(R—9), 
p?(N—DMN—Y) + 289 = 0. 
Fiir b=c entsteht 


¥?—10N +16 = O. 
Diese Gleichung giebt die Wurzeln 2, 8. 

§ 95. Es ist jetzt bewiesen, dass die (Q2n-+1) Functionen E, 
so eingetheilt wie § 90, S. 360 es angiebt, wirklich existiren, und 
§ 92—94 enthalten die Methoden, durch welche man alle zu dem- 
selben » gehdrenden nach Auflésung von vier Gleichungen wirklich 
auffindet. Man sah, dass die E verschieden sind, dass nimlich zwei 
weder identisch sein noch sich nur durch einen constanten Faktor 
unterscheiden kénnen. Sollen dieselben aber zu den im § 89 an- 
gegebenen Zwecken dienen, so darf auch keine lineare Ver- 
bindung von Producten SgE(u)E() fiir alle w und » ver- 
schwinden, wenn sich die Summation auf die verschiedenen zu 
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demselben m gehérenden E und willktirlich gegebene Constante g, 
die von einem Produkte zum andern wechseln kénnen, bezieht. Man 
bemerke, dass nur 274-1 Produkte in der Summe vorkommen; es 
war naimlich jedes Produkt E(u)E(v) so zu verstehen, dass E(y) 
genau dieselbe Function ist, wie E(w), dass also nur Glieder wie 
gK(U)K.),  gL.(u)Ls(»), 

nicht aber ; 
GK) Ke), GK U)L.(), gh) Lr), 
auftreten, in welchen s sich von ¢ unterscheidet. 

Soll eine Summe wie SgE(u)E(») fiir alle w und » ver- 
schwinden, so muss jede von den vier Reihen 


9s K,(u), 9: L;(u), 9s M;(u), 9sNs(u) 
fiir sich verschwinden. 


Zum Beweise dividire man durch » und setze vy = 00; da »-"K (yr) 
sich dadurch in 4 verwandelt, also die Summe die Form 3g E(w) erhilt, so 
muss SgE(w) fiir alle w gleichfalls verschwinden. Dieser Ausdruck 
zerfallt zunichst in die Summe zweier Theile U -- Vy w—e’, wo U und V 
ganze Functionen von mw und Varo" sind; er kann nicht verschwinden, 
wenn nicht U und V fiir sich verschwinden, weil sonst Vie c” eine ra- 


tionale Function von « und Vien wire. U und V haben ferner die 


Form G+ Hyu?— b?, wenn G und H ganze Functionen von w bezeichnen; 
sie kénnen folglich nur dann verschwinden, wenn G = H = 0. 


Es wird nun nach Lamé durch eine Methode, welche der Art 
entspricht, auf die bei friiheren Gelegenheiten, z. B. S. 69, die 
Coefficienten in gewissen Entwickelungen bestimmt wurden, gezeigt, 
dass diese Ausdriicke nicht verschwinden kénnen, ohne dass alle 
g gleich O sind. Um alle vier Falle gemeinsam zu behandeln, be- 
ziehen wir die Untersuchungen auf den Buchstaben E und werden 
an dieser Stelle unter E, und E, gleichartige E verstehen, d. h. 
solche, die beide zugleich zu den K, oder zugleich zu den L, etc. 
gehéren. 

Man multiplicire die erste Gleich. (59), die man auf E, beziehe, 
mit E,, ferner mit de und integrire nach « von b bis c, oder was 
dasselbe ist nach ¢ von 0 bis w (ef. S. 353). Dann wird, da 
b’-++ cc =p, 

® o o WE, 
(a)... pus EE, de—n(n-+- Hf w HK, E, de =f E,—j2 de; 
0 0 0 


nach zweimaliger Integration durch Theile verwandelt sich die 
Heine, Theorie der Kugelfunctionen. 2. Aufl. 94 
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rechte Seite in 


CS fa OF dE, dE, |” 
Ve ai de® 8G, [E. de ee de lo 
( 


Das letzte Glied ist aber =O, wie man einsieht, wenn man an- 
statt nach e nach w differentiirt und daftir mit fu?—b? /c?—w? 
multiplicirt, da 


: dE. 
E, dk, jy ee 
du du 
eine ganze Function von w ist. In der That, bezeichnet man durch 
G ganze, unter sich verschiedene Functionen von «4, so ist 


Ke = G, dK, = Gdu, 
L, = Vu? — WG, jw?—b'dl, = Gdu, 
M, = V¥uw—e’G, Vw?— ec? dM, = Gdu. 


N, = Vwee— byw — eG, Vw — Ph yp?— dN, = Gdu. 
Da die nach « differentiirte, in den eckigen Parenthesen ein- 
geschlossene Grésse verschwindet und die linke Seite von (a) gleich 


o GE; 
i a dé 


wird, so dndert sie sich nicht durch Vertauschung yon s mit zc. 
Es folgt hieraus dass 


(vv) f "EE ede = 0, 


dass also das Integral selbst verschwindet, wenn s und ¢ verschieden 
sind. Das Integral verschwindet nicht, wie man sogleich sehen 
wird, wenn s =z. War namlich E, reell oder rein imaginar, so 
ist das Integral des Quadrates, einer Grésse die ihr Zeichen nicht 


wechselt, 
if “E, Ede 
0 


sicher nicht 0; wir zeigen also nur noch, dass E nicht complex sein 
kann. Hierzu wird nachgewiesen dass die Wurzeln v simmtlich 
reell sind; aus der Art, wie die Coefficienten a der E, vermittelst 
der linearen Gleichungen, gebildet werden, folgt dann, dass auch 
diese reell sein miissen. 

Sollte v, imaginir sein, so nehme man fiir v, die conjugirte 
Wurzel; war E, = p+qi, so wire E, = p—qi, also 
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J Bik de =f" + 9)de 
O 0 


gleich 0, was unmiglich ist. Man hat daher folgende Punkte. 
festgestellt: 


1) Sa&immtliche v sind reell. 


2) “ip VE,Ey de, wenn E, und E, gleichartige E bezeichnen, 
0 


verschwindet sobald s nicht gleich ¢ genommen war. 

3) Das Integral verschwindet nicht fiir s = tc. 
Hieraus folgt nach der Methode des § 15 unmittelbar der Satz: 
Ist eine Function f(u) in eine Reihe von gleichartigen E (mit dem- 
selben obern Index n) entwickelbar 


fH = S9:E.(4), 


so kann die Entwickelung nur auf eine Art geschehen, und die g 
sind bestimmt durch die Gleichung 


af E,(u)E.(u)de = i “FE (u)de, 


aus der sich jedes g finden lasst, da das Integral auf der Linken 
nicht verschwindet. Man zieht endlich hieraus den Zusatz, auf 
dessen Beweis es in diesem Paragraphen eben ankam: Soll 
S9;:E;(u) gleich Null sein, so ist jedes g gleich Null. 

Als Erweiterung des Satzes kann man hinzufiigen, dass 
auch die Entwickelung von f(u) bestimmt ist, wenn f nur iiber- 
haupt nach E (mit gleichen ~) geordnet werden darf. Zerlegt man 
nimlich, wie am Anfange dieses Paragraphen f(w) in vier Theile, 
so ist der eine Theil nach den K entwickelbar ete. ete. 

§ 96. In dhnlicher Art wie die Kugelfunctionen von a nach 
Potenzen von & = x2 — ya?—1 entwickelt wurden, stelle ich 
neben die vorhergehenden von Lamé vorgenommenen Ent- 
wickelungen nach Potenzen von uw eine solche nach Po- 
tenzen von 


uf Ve—v—iver—u 
TEE 
So lange w innerhalb der ihm 8. 352 vorgeschriebenen Grenzen 
liegt, ist Mn =1; liegt w in anderen Grenzen, ist es z B. 


(wie oben @) grésser als c, so nehme man -# <1, was geschehen 
24% 


379 Il. Theil. Drittes Kapitel. § 96, 59. 


kann, da offenbar 7-1 entsteht, wenn man die Differenz der Wurzeln 
im Zihler von 7 mit ihrer Summe vertauscht. 
Hieraus ergeben sich die Gleichungen 
274 —B =O —B(q +n), 2Ve—e? = Ver— bq! —n). 
Man kann daher die E, deren Form 8. 360 angegeben wurde, in 
endliche Reihen umsetzen, welche ganze positive und negative Po- 
tenzen von 7 enthalten, und zwar sind die Functionen E zum Theil 
genau gleich solehen Reihen, zum Theil gleich dem wfachen derselben. 
In beiden Fallen wird aber der Faktor von 7” nothwendig gleich 
oder entgegengesetzt dem von 7—™. Man fiihrt nun einen Bogen 
gy = amu ein (m. vergl. 8. 354), der mit dem friiheren, in cosy vor- 
kommenden keinerlei Beziehung hat, indem man setzt 
Vw—b? = yc’—b’.cosq, Vo°--n? = Ve’—b’. sing; 1 = cosg—ising. 
Die Functionen E nehmen dann folgende Formen an, in denen die 
a noch zu bestimmende Constante bezeichnen; und 20, wie S. 360 
n oder »—1 bezeichnet: 
1) Wenn nv gerade ist 
K(u) = = a, cosng-+ a, cos(n— 2) +::: + a5-16082p + 4 ao, 
Nw = a, sinnp+a, sin(n—2)p +--+ + a,-18in2g, 
L(u) = ula, cos(n—1) gp + a, cos(n—3) p +--+ + ac_i. cos gq], 
M(u) = ula, sin(n— 1) p+ @, sin(n—3) gp 4---:-++ a_i sing]. 
2) Wenn n ungerade ist 
K(w) = u[a,cos(n— 1) + a,cos(n— 3)p+-+ + ao. c0s2g + hag, 
N(u) = wla, sin(n— lg + @, sin(n— 3)p +--+ a5_: Sin 2q], 
L(u)= a, cosnp-+a,cos(n—2)p+-:-+ a, cosg, 
Mu) = a, sinng+a,sin(n—-2)p+---+ a, sing. 
Wir kommen nun zur Bestimmung der Coefficienten a. 
Zur Abktirzung wird hierbei gemacht 


2 2 
2u—n(n+1) =a, craw a it 
c’—b 

I. Fall. Wir suchen die Coefficienten « in den vier Formen 
auf, in welchen E nicht den Faktor w enthalt. Dazu setzen wir 
fiir 2E in (59, a) 

at, nr -- ot, ee ao a, nae + SAPs 

ein, und beachten dass sich durch zweimalige Differentiation nach 
é ergiebt 
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wes d ae 


= 2m? (c? + b*)n” + m(m 4-1)(c? — b’) nm? 


+ m(m—1)(0"— By" 
wodureh das folgende System (a) von Gleichungen entsteht 
1.(2n—1)o, = [n’+5]xe,, 
2.2n—3)a, = [(n—2)?-+5]xa, —n.1.a, 
3. is ie = Shai a ales =O, a, 


eben 2M— Ht = = (or “2m 8h OHA m2m—Da 


in Parimntlichen vier orien a die Peden: accvantcen aes 
Gny1, O42, etc. verschwinden sollen; nach dem Bildungsgesetze 
geschieht dies offenbar sobald nur a eine Coefficient a4: Null 
wird. Diese Forderung giebt zur Bestimmung von z eine Gleichung 
vom Grade +1, von der sich nach Sturm’s Methode (s. u.) zeigt, 
dass sie nur ungleiche und reelle Wurzeln z besitzt (M. vergl. § 92). 

Indem man in der linearen Gleichung zwischen a mit den 
Indices m—1, m, m-+1, tiberall statt m setzt n—m, erhalt man, 
dass genau dieselbe Gleichung zwischen drei a mit den Indices 
n—m-+1, n—m, n—m—1 besteht. Dieser Umstand bewirkt, dass 
die Gleichung zur Bestimmung von z in zwei zerfallt, eine vom 
Grade o und eine vom Grade o-+1 wenn n gerade, beide vom 
Grade n—o wenn n ungerade ist. In der That, wenn 

zuerst m gerade ist und man die K gewinnen will, hat man 
-2u setzen 

Oe itis ae Ogee Sag an i see Og om 10g ane 
will man ferner die N gewinnen, so setzt man 
pre Opis Wet, lg oa Og 

Fiir die Bestimmung der K reicht es aber aus, wenn man « so 
wihlt, dass allein a 1 = @4;, fiir die N, wenn man a, = 0 setzt; 
aus der oben erwahnten Beschaffenheit des Systems von Glei- 
chungen folgt dann von selbst, dass die tibrigen Gleichungen erfiillt 
sind. Fiir die K gestaltet die weitere Bestimmung der a sich so, 
dass man das System (a) zunachst bis m = o—1, also bis 

(b)... o(m+1)a, = (2?+2)xao_1 —(0 + 2)(n—3) G52 
fortsetzt; fiir m=o erhalt man den Ausdruck o,4; durch die 


Rekursionsformel und setzt diesen gleich o,—1, erhalt also zur Be- 
stimmung der s die Gleichung vom Grade o +1 
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(o +1)(n—1)eo41 = sxeg—(0 +1) @—1)ao+1, 
oder wegen der Gleichheit von a1 und a+1 
(c) 2. Beg = (n+ 2)(M—T1)ao. 
Wir haben also, zur Bestimmung der @ in den K, das System 
linearer Gleichungen (a) mit (6) zu beschliessen; dann ist 
noch (c) zur Bestimmung von s hinzuzufiigen. 

Zur Bestimmung der « in den N beschliesst man das System 

(a) mit 
(b') ... (6 —1)(m+3)ag—1 = (4°+ 4) #052 — (6 + 3) (n— 5) ag_s 
und hat zur Bestimmung der s noch a, = 0, d. hb. 
(’) ...  (2?+8) xa5-1 = (0 + 2) (n— 3) Oo-2. 
Man bemerkt, dass dann von selbst wird o¢41—= — @o-1, .... 

Bei einem ungeraden v hat man fiir L und M das System 

(a) zu beschliessen mit 
6")... (e+ 2a, = (3 +2) xa61— (6 +3) — 4)a,2 
und zur Bestimmung von 2 fiir die L noch, dass o,,1 = a, sei, d. h. 
(c") ... a@o[(1+2)x— n(o+1)] = (6 + 2)(n—2) 05-1, 
woraus folgt o 42 = d>—2, ete. Zur Bestimmung von z fiir die M 
erhalt man aber ao,1 = 0 oder 
(ec)... (14%) xa, = (0 + 2)(n—2) 0,4, 
so dass die Coefficienten @ in allen vier Fallen bestimmt sind. 

Irgend eine von den Gleichungen fiir z, z. B. die zweite fiir 
N geltende vom Grade o auf die sich a, 6’, c' beziehen, soll jetzt 
nach Sturm’s Principien in Bezug auf die Anzahl und Realitat 
ihrer Wurzeln 2 untersucht werden. Man setze 1 fiir e, und bemerkt 

a) dass die Ausdriicke a, @,, ..., @ Functionen von s vom 
Grade resp. 0, 1, ..., o sind, welche fiir s = —oo abwechselnde 
Vorzeichen besitzen, fiir s = oo gleiche. 

b) Fiir dasselbe s kénnen nicht zwei benachbarte a yver- 
schwinden, weil sonst zugleich alle a, also auch die Constante «,, 
verschwinden miissten. 

c) Geht a, durch 0, wo m<o, so wird kein Zeichenwechsel 
verloren; statt eines solchen kann also nur dadurch eine Folge ent- 
stehen, dass a, selbst durch Null geht. Da die Anzahl der ver- 
lorenen Wechsel o ist, so geht also a, nicht weniger als o Male, 
also genau so oft durch Null. Hierdurch ist bewiesen, dass es 
o reelle und verschiedene Wurzeln 2 giebt, welche Functionen N 
liefern, 
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Ganz ahnlich verhalt es sich mit dem Beweise fiir die Realitit 
und Ungleichheit der Wurzeln s, welche K, L, M liefern. 

II. Fall. Wir suchen die Coefficienten « in den vier Formen 
auf, in welchen E den Faktor w enthilt. Dazu dient die Gleichung 


= age = 2mi(e" + bY)ym + (— B')(m + 1) (m+ 2g? 
+(e? — 6°) (m —1)(m — 2) yr, 
welche zur Bestimmung der a das System Gleichungen liefert 
1.(2n—1)o, = [(n—1)’+2]x,, 
2.(2n—3)a, = [(n—3)?-++ 5] xe, —(n—1)Ba,, 
3: Ca Marton =s a. Pelee, me eo 


Oss 121 2m— Dena 1 pay Mt —2ny 48h (myn re 


Bei einem ee n wird diese @leichung zur isnt von L 
und M bis m = o—1 fortgesetzt, bei einem ungeraden n fiir die K 
bis m =o—1 und fir die N bis m =o—2. Die weitere Aus- 
fiihrung erfolgt genau nach dem Muster des I. Falles. 


§ 97. Wir kniipfen beim § 89 und dem Anfang des § 95 wieder 
an. Ks ist festgestellt, dass fiir jeden festen Werth von » die li- 
neare Verbindung der Kugelfunctionen C und S in Bezug auf die 
Bogen 0 und w oder die elliptischen Coordinaten w und » mit 
2n +1 willkiirlichen Constanten dieselbe Lisung der partiellen Diffe- 
rentialgleichung (51) oder (58, ¢) giebt, wie die lineare Verbindung 
der 2n+1 Lamé’schen Produkte E(u)E(v) mit ebenso vielen Con- 
stanten. Der Eintheilung der Kugelfunctionen C und S in vier 
Klassen, nach den Irrationalitaten welche in ihnen enthalten sind, 
entspricht die Eintheilung der E in Functionen K, L, M, N. Dem- 
nach kénnen die C,, mit geradem Index m nur durch Produkte 
von je zwei K dargestellt werden, nicht von L, ete. Aehnliches 
folgt fiir die tibrigen C und die S. Dieses Verhalten zeigen wir 
unten durch ein Schema. Der obere Index » wird fortgelassen, 
da sich das Folgende auf ein festes » bezieht; die Indices 7 und 
t bezeichnen die geraden und ungeraden Zahlen bis » mit Ein- 
schluss von 0 und m, die g oder h in den verschiedenen Reihen 
verschiedene Constanten. In Parenthese ist auf jeder Zeile die 
Anzahl der Werthe s angegeben, auf welche sich die Summation 
bezieht, C und S haben die Argumente «4, », 
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Schema A. : 
On = S95 K.(u) Kr); (6 +1); 
C, = 3g? L(w) L.0); (n—0); 
S, = xg” M,(u) Ms (r); n— 9; 
S, = 39 N,(u) Ns(v); 9. 
Da die Lamé’schen Produkte sich auch umgekehrt linear 
durch die Kugelfunctionen ausdriicken lassen, so erhalt man auch 
Schema B. 


K,(w)K,(%) = SAP Cry (6 +1); 
L,(u) L,(*) = 3h; (n—0); 
M,(u)M,(v) = ThS,; (n—o); 
N,(u)N,(v) = ShOSn; (0). 
Nach dem zweiten Schema kann man jede Lamé’sche Function 


. 


selbst (im Gegensatz zum Produkte) in eine nach den P,, mit fest- 
gehaltenem n geordnete Reihe entwickeln. 

Hierzu zeigt man zunichst, dass 

K; (W—B*)4L, (wel) tM; [(u'—b")(ue— 0?) AN 
weder fiir se== 6b noch fiir «= c verschwinden. Fir K folgt dies aus 
(59, a); wenn die ganze Function HE = K, deren Differentialquotient nach pu 
im Endlichen nicht uwnendlich werden kann, fiir uw = verschwindet, so 
wire auch E'(b) = 0. Eine Differentiation von (59, a) nach w zeigt, dass 
dann auch E''(b) Null ist; aus weitern Differentiationen von (59, a) folgt, 
dass alle Differentialquotienten von E nach w fiir uw = 6b und ebenso dass sie 
fiir 46 = c Null waren, was offenbar unméglich ist. Eine ahnliche Unmég- 
lichkeit wiirde sich bei der Voraussetzung ergeben haben, dass eine der anderen 
drei Functionen fiir « gleich b oder c verschwindet, indem man _ statt von 
der Differentialgleichung (59, a) von den drei fiir sie im § 93 und 94 vor- 
kommenden — die, welche M betrifft, ist dort allerdings nicht fertig ange- 
geben — ausgeht. 


Setzt man «= c oder b, so erhalt man aus dem Schema B. 
mit Hiilfe der Gleichungen (a) bis (c) auf S. 356 u. f. als Ent- 
wickelung der E nach Zugeordneten 


(60)... AK.) = =i? Pa(+); 
A. L,(v) = Sh P (+), 
A.M,(v) = s(1)? ® Pp (=), 


* 2 et Yyprnf ¥ 
A.N,(v) = 3(—1)"/ a —a hn Pa ee 
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wenn A in jeder Gleichung eine gewisse Constante bezeichnet. 

Eine zweite Entwickelung nach Cosinus oder Sinus der ganzen 
Vielfachen des im § 88 eingefiihrten Winkels y= 47—coamw ist 
gleichfalls von Interesse. Dividirt man die Gleichungen im Schema 
B. durch »” und setzt y = oo, so entsteht diese Entwickelung nach 
Sinus und Cosinus der Vielfachen von x: 


be\” s 
(60, a)... [. K,(u) = Sh cosy, 
be\” RISE) 
Ge L,(w) = th,’ cos ty, 
be \* sare 
ony M,(u) = Sh sin ey, 


be \" Slate ins 

| ( - ) N;(u) = Thy sin ny. 
Ueber die Bestimmung der Constanten h, derselben welche 
das Schema B. enthalt und welche oben in (60) zur Entwickelung der 
E nach P;, dienten, wird im folgenden Kapitel gehandelt. 
Dass simmtliche E sich auch nach Cosinus und Sinus der Viel- 
fachen von amw in endliche Reihen entwickeln lassen, ersah man 
aus 8. 372. 

§ 98. Bisher bezogen sich unsere Untersuchungen auf solche 
Lamé’schen Functionen, die zu demselben Werthe x gehérten; 
indem es sich jetzt um die Entwickelung einer Function von 
uw und » nach den transformirten Kugelfunctionen CO" [y, »| 
S"(u,v) und nach den Lamé’schen Produkten handelt, wird 
den Functionen E bei der Bezeichnung noch der obere Index x 
hinzugefiigt. 

Nach Lamé’s Vorgang zerlegt man eine Function, die so ent- 
wickelt werden kann, in acht Theile, die dem Charakter der ver- 
schiedenen E” entsprechen, naimlich in die Form 
(A+ A,w)+(B+B,w)Ve—OYP—F + (CLO mew yer 

+ (D-+D, wr) VwW— by?» Vor— wv? /c?— v*, 
wo A, A,, etc. ganze Function von w und » bezeichner’, die 
weder ihren Werth noch das Zeichen dndern, wenn man pu, » oder 
den Quadratwurzeln yu?—b’, etc. das entgegengesetzte Zeichen 
giebt. Jedes von den vier Gliedern dieses Ausdrucks wird fiir sich 
in Lamé’sche Produkte, einer Klasse entwickelt,, das erste 
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in Produkte aus den K allein, das zweite aus den L allein, ete. 
Ferner werden in jedem Theile eines Gliedes der keinen Index 
enthilt, wie A, ebenso in jedem Theile der mit einem Index ver- 
sehen ist, wie uvA,, solche E” vorkommen, die nur gerade oder 
nur ungerade Potenzen von mw und » enthalten. Es kommt darauf 
an, jeden von diesen acht Theilen fiir sich zu entwickeln. 

Man gelangt zu der Entwickelung durch eine Uebertragung 
der Formeln des § 78 von Coordinaten 0, w auf u, v. Die Function 
F(u, v), deren Entwickelung aufgesucht wird, also hier einer der 
acht Theile der ursprtinglich gegebenen Function, verwandle sich 
durch Einfiihrung der Coordinaten 0, w in f(6,w). Dann ist f 
so beschaffen, dass diese Function nicht ihren Werth, sondern 
héchstens ihr Zeichen dndert, wenn man cos@ oder sinOcosw 
oder sin@sinw mit ihren negativen Werthen vertauscht. Sie be- 
findet sich also in demselben Falle wie die am Schlusse des § 78 
betrachteten, bei denen die zur Bestimmung der Coefficienten 
dienenden Integrale nach @ und w von O nur bis 47% genommen 
wurden. Setzt man wieder 

cosy = cosOcos 0, + sin Osin 0, cos(py, — W), 
so werde der Theil von P”(cosy), welcher dieser Function gleich- 
artig ist, durch $"(cosy) bezeichnet; d.h. es enthalte 9B” alle 
Glieder der rechten Seite von (52), die sich in Bezug auf die Ver- 
tauschung von cos@, etc. mit —cos@, etc. ebenso verhalten wie 
f(6,w), so dass % also entweder fiir jedes gerade oder fiir jedes 
ungerade Null ist. Mit Hiilfe von § 78, f hat man dann 


@... fOwW= SX, 


~ 2m4+) fh, ‘yn \ 
CRS oe rn sin,00, fO, wi)8 (cosy) Ow, ® 
af Beef “HO, 


Um die Entwickelung von F(u,v) zu erhalten, hat man nur w und 
» fiir 0 und w einzusetzen. Da aber nicht f, sondern F gegeben 
ist, so muss man zugleich in dem Integrale auch statt 6, und y, 
die Coordinaten «,, », einfiihren (§ 87, a). Durch die urspriing- 
lichen Polarcoordinaten r, 6, w erhalt man als Ausdruck des Raum- 
elements bekanntlich r’sin@00dw, nach § 87 in Coordinaten r, uw, 
vy aber r’(uw’—v*)drdedl, woraus sich ergiebt 

sind Cddw = (w’—v’) de0€. 
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Setzt man dieses in X” ein, indem man vorher 6 und yp mit 6, 
und y,, also u, v, ¢, C mit w,, »,, ¢,, €, vertauscht hat, so erhalt 
man folgendes Resultat: 


Macht man 
ery, , (WP) O— (U2 — YO — 7) 
COsy ae bc? an (j= b’) 
c Ve= pw’)? —»)(c? — u?)(c* — 97) 
c’(c?— b’) ’ 


und ist eine gleichartige Function F(u,v) in eine Reihe von Kugel- 
functionen entwickelbar, so ist die Entwickelung nach transfor- 
mirten Kugelfunctionen C[u,»] und S[w, »] 


(61)... F(u,») = =x’, 
»  22Qn+1) £®@ o > 
DG eS A ot, F(u, v,)8 (cosy)(ui —v}) 0€,. 
acer 


Im § 115 findet man die Entwickelung von P” nach Lamé’schen 
Produkten; setzt man diese in (61) ein, so erhalt man eine Ent- 
wickelung von F(u,v) nach diesen Produkten. 

~ Eine solche findet Lamé direkt mit Hiilfe von Untersuchungen, 

die bereits im § 95 auftraten. Um eine im obigen Sinne gleich- 

artige Function F(u,v) nach den gleichartigen Lamé’schen Pro- 

dukten zu entwickeln, betrachte man, nach Analogie der in ahn- 

lichen Fallen z. B. im § 78 angewandten Methode, zundchst das 
Integral 

‘wD o 
at af (w’— v°) ES (W) Es'(v) Ex (w) Ez (v) 08, 
0 0 P 

welches hier S heisse, wo p—~n nicht ungerade ist und E, und E, 
zu derselben Klasse gehéren. Wir zeigen, dass S = 0, wenn nicht 
zu gleicher Zeit m=n und s=z sind. Zum Beweise leitet man 
aus (59) ab 
E;' dE, — E, @ ES’ = [p(ur — vs") — (n(n +1) — m(m+ 1)? | ES Ez de’. 
Eine Integration nach « macht die linke Seite zu 0, also 
plot =v?) f "EP ) Bide = (n—m)(n n+ Df“ BY UE; WO 

0 0 


Hatte man auf gleiche Art die zweite Gleichung in (59) behandelt, 
so wiirde man gefunden haben 
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Gan) (he) a vE"(») EX») at = peor — any f™ E" (0) EX(v) dt. 


Die Multiplikation der beiden unter einander stehenden Gleichungen 
giebt eine neue; bringt man die linke Seite der letzteren mit um- 
gekehrtem Zeichen auf die rechte, so entsteht 
(n—m)(n+ m +1) (v7 —v,')S = 0. 

Hieraus folgt, dass S gleich Null sei. Eine Ausnahme kann nur 
stattfinden, erstens wenn m=, zweitens wenn die beiden v ein- 
ander gleich sind, drittens wenn beide Gleichungen stattfinden. 
Es ist klar, dass S in dem letzten Falle sicher von 0 ver- 
schieden ist; in den beiden anderen Fallen wird aber s noch 
Null. Denn aus den vorstehenden Gleichungen findet man in dem 
ersten oder zweiten Falle die erste resp. zweite von den folgenden 
Gleichungen: 


[EWEN de = f "EOE? 0) dt = 0 
0 0 


J EE de = fv Bo) Exo) al = 0. 
0 0 
List man S in eine Differenz zweier Glieder auf, deren erstes. ist 


f * E(u) EX (»)de f E” (v) EX(v) dC, 
0 0 
so wird jedes von denselben fiir sich Null, also S = 0, 

Dies ist der Satz, der zur Bestimmung der Coefficienten bei 
Entwickelungen von Functionen zweier Verinderlichen nach 
Lamé’schen Produkten dient. Der specielle Satz, welcher sich auf 
den Fall m =n bezieht, lasst sich ebenso bei Entwickelungen von 
Functionen einer Verinderlichen nach gleichartigen Lamé’schen 
Functionen verwenden. 

Soll die Function F in eine Reihe gleichartiger Produkte zer- 
legt werden, so setzen wir, dhnlich wie im § 89, 

F(u, ») = Sg Es (u) Es (2), 
wenn die Summe nach » iiber alle geraden oder iiber alle unge- 
raden 2 genommen und nach s iiber die Klasse der E summirt 
wird, welche der Function F gleichartig ist. Macht man zur Abkiirzung 
@ °w 
Le fwP VEN ELOY ae = 7, 


0 0 
so findet man g dureh die Gleichung 
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nn 2) my) nm ne 2 2 
ss =f af” F(u, v) Es (u) Ey (v) (uw? — v”) de. 
0 0 


Die Constante y ist bekannt; sie hiingt offenbar von dem Co- 
efficienten ab, mit dem man die héchste Potenz von w in E(w) 
versehen hat und ist durch denselben véllig bestimmt. Da dieser 
bisher nur die Rolle einer willkiirlichen Constante spielte, so kann 
er gleich 1 genommen werden; setzt man ihn gleich a, so erhilt 
y dadurch das a’ fache des urspriinglichen Werthes. Es wird in 
manchen Fallen von Vortheil sein, die Constante so zu bestimmen, 
dass y = 1, z. B. im § 115. 

Lamé beweist, dass y keine héhere Transcendente enthilt als 
ma, den Kreisumfang beim Durchmesser 1. In der That zeigen 
bekannte Reduktionsformeln, dass man hat 


J Eudes fo Bua, fE@yrat = f(a —erryat, 
of a E(w))'de.= WF "(a—bu’) de, hi "y*(E(v))?dt = hi ”(a—b»?) dC, 


0 
wenn a@ und @ und ebenso a und 6 in je zwei Integralen dieselben 
Constanten bezeichnen, die rational aus den Coefficienten der E 
zusammengesetzt sind. Hieraus ergiebt sich — 


y= (ap at) fac f “we —r*ae; 


J 
das Integral ist bekanntlich gleich 47, also 
= 4(a6— ab)a. 

§ 99. Mit diesem Resultate schliesst Lamé seine Unter- 
suchungen iiber die von ihm eingefiihrten Functionen. Es liessen 
sich dieselben in folgender Art weiter fortfiihren: 

Herr Liouville beweist*), dass die Wurzeln der Glei- 
chung E(u) = 0, oder um alle Klassen der E einzuschliessen, von 
(w?—0) E(u) = 0, 
in sofern sie reell sind, kleiner als c sein miissen; er ent- 
wickelt dazu die Aufldsung » der Differentialgleichung 

d’v 
PETAR 


*) Liouville, Journ. de Math. T. XI: Lettres sur diverses questions d’analyse 
et de physique mathématique concernant l’ellipsoide, adressées & M. P. H. Blanchet, 
Denxieéme lettre, p. 261. 
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wenn p eine Function von ¢ bezeichnet, in eine nach vielfachen 
Integralen fortschreitende Reihe, und untersucht in dieser Form 
die Eigenschaften von v, wenn p positiv bleibt. Der angefiihrte 
Satz lasst sich auch auf folgende Art, die sich unmittelbar den 
friiher gebrauchten Methoden anschliesst, beweisen und in Be- 
zichung auf einige Punkte vervollsténdigen: 

Aus § 97 weiss man bereits, dass 

(u? —b*)2(u®— 0°)“ E(u) 

fiir w=b oder uw=c nicht verschwindet. Ferner lasst sich 
auf ihnliche Art, wie dieses bewiesen wurde, zeigen, dass gleiche 
Wurzeln nicht vorkommen kénnen. Es ist allerdings nicht 
nothwendig, diesen Satz, der sich von selbst ergiebt, wenn unten 
die Realitit der Wurzeln nachgewiesen wird, gesondert zu behan- 
deln; er wird deshalb abgetrennt, weil er nur einen sehr einfachen 
Beweis erfordert. Der Kiirze halber sollen nur die K betrachtet 
werden, indem die anderen Classen von E sich durch Anwendung 
der Differentialgleichungen in § 93 und 94 behandeln lassen, wie 
die K vermittelst (59, a). 

Hatte K gleiche Wurzeln, und zwar genau r die gleich a sind, 
wihrend @ sicher nicht b oder c wird indem fiir diese Werthe 
nicht einmal eine einfache Wurzel existirt, so setze man 

K=a(u Sesh paced 
und findet dass auch dK fiir w =a verschwindet; aus (59, a) folgt 
dann dass d’K, und wenn man die Differentialgleichung wiederholt 
differentiirt, dass jeder Differentialquotient von K nach w fir w=a 
Null sein muss. Der r' Differentialquotient muss sich demnach 
fiir w =o gleichfalls in 0 verwandeln, was unméglich ist. 

Alle Wurzeln der Gleichung E(uw)=0 sind reell und 
nicht grésser als c. Der Beweis dieses Satzes wird mit Hiilfe 
einer Methode gefiihrt, die Legendre anwendet um zu zeigen, 
dass siimmtliche Wurzeln der Gleichung P”(«) = 0 reell sind, und 
die wir bereits am Schlusse des § 7 erwihnten. Man tibertragt zum 
Beweise die Siitze am Schluss des § 78 tiber das Verschwinden 
gewisser Doppelintegrale, welche bei der Bestimmung von Coeffi- 
cienten in Reihenentwickelungen auftreten, von den Verinderlichen 
0, w auf wu, v und erhilt dadurceh sofort den 

Hiilfsatz. Bezeichnet G eine ganze Function von wy, 
Vui—b? yb? —», Vo?—w’ Ve?—>»" von geringerem Grade als dem 
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p" nach diesen Gréssen, und ist G einem Lamé’schen Pro- 
dukte E’(u)E’(y) gleichartig, so wird 


Lief ev) G.8 Bo) de = 0. 


Um den Beweis unseres Satzes iiber die Wurzeln von E még- 
lichst einfach darstellen zu kénnen, betrachten wir einen bestimmten 
von den acht Fiillen fiir sich: es sei p gerade, =g und die E 
mdgen zur Klasse der K gehéren, so dass fiir G eine ganze rationale 
und gerade Function in Bezug auf w und » zu setzen ist. Macht 
man zuerst G=1, so entsteht 


“f “(wi —) Kw) K"(o) ded = 0. 
0 0 
Da u’—»* positiv bleibt, so folgt, dass K(u)K(v) wenigstens einmal 
in den Grenzen, also zwischen u = 6b und w=c, » =0 und v=), 
sein Zeichen andert, also durch O geht: dies mag fiir w= «a ge- 
schehen, wo a nothwendig eine reelle Grésse bezeichnet. (Wiirde 
dies fiir » =o eintreten, so dndert sich nichts Wesentliches.) Es 
wird dann auch u = —a eine Wurzel, also K(u) durch w’—e’ 
theilbar sein, woraus folgt, dass K(v) durch »’— a’ getheilt werden 
kann, also K(w)K(v) durch (w’—ea’)(v’—a’). Dies Produkt 
= wy —o (uw? +*) +a" 
ist wiederum eine Function der drei Groéssen wy, etc. und gleich- 
artig den K, denn mw’? ist die zweite Potenz von uy selbst, und 
(uw? — b*)(v° — b’) — wy? — bt = — BD’ (w’ +2"), 
also w’-+»* eine Function zweiten Grades von yu?— 6’ yb?—v° 
und wy. Man darf daher jetzt 
G = (uw — a’) (r° — a’) 
machen, und findet nach dem Hiilfsatze 


ag Vc — »*)K9(u) K"(v) Gdedt = 0. 
GK(u)K(v) aindert sein Zeichen nicht bei u =a, da (u’—a’)K(u) 
es nicht indert und » nicht  erreicht, indem uw, also auch a, zwi- 
schen b und c liegt, » zwischen O und b. (Hatte man angenommen, 
dass K(v) fiir » = @ verschwindet, so verhielte es sich umgekehrt.) 
Es muss also K(u)K(v) sein Zeichen bei « = 6 oder » = 6 wechseln, 
wenn auch @ eine reelle Grésse vorstellt, und dies Produkt daher 
auch noch durch (u*— 8’)(v’— 6’) theilbar sein. Setzt man dann 
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G = (u’'—a°)(u?—8")(0" 0°)? — 6) 
und fihrt so +g Mal fort, so findet man dass K(u)K(v) in ein 
Produkt wie das vorstehende mit g Faktoren zerlegbar ist, also 
dass K(«w) selbst die Form annimmt 

K"(u) = a(uw?— a") (w'—B)(w— 7") . 
wenn a eine Constante bezeichnet. Es hat demnach K(u) = 0 nur 
reelle Wurzeln +a, +f, +y, ete., die zwischen 0 und c liegen. 

Wire p eine ungerade Zahl w gewesen, so wiirde K“(w) durch 
uw theilbar sein, und man hatte im Anfange @ nicht = 1, sondern 
= uy gesetzt; bei Betrachtung der L hatte man, je nachdem p= g 
oder p=u ist, am Anfange resp. 

G= yui—byb—>’, 

G = wu — by b?—r’ 
gemacht, und dbhnlich verfihrt man in den iibrigen Fallen; eine 
weitere Verfolgung derselben wiirde einer Wiederholung gleich zu 
achten sein. 

Es ist daher bewiesen, dass die Wurzeln der Gleichung 
E(u) =0 
siimmtlich verschieden, reell, nicht grésser als c, und weder c noch 
b selbst sind. 

§ 100. Die Aufgaben der Wirmetheorie, mit denen Lamé 
sich beschiftigte, gaben ihm nicht Veranlassung ein zweites Inte- 
gral der Differentialgleichung (58) fiir die E zu betrachten, waihrend 
man nothwendig auf ein solches gefiihrt wird, wenn man Lamé’s 
Untersuchungen auf die Theorie der Anziehung iibertrigt. Liou- 
ville’s Arbeit und meine eigene, durch welche die zweite Lésung 
eingefiihrt wurde, erschienen beinahe gleichzeitig*). Ich habe diese 
Lésung als Lamé’sche Function zweiter Art bezeichnet, da 
sie sich zu den E verhailt wie Q zu der Function erster Art P. 
Sie soll hier nicht mit derselben Ausfiihrlichkeit behandelt werden 
wie Q; wir werden, zur Abkiirzung, nur den Fall eines reellen 


*) Liouville’s Arbeit findet sich in den Comptes rendus T. XX, und ist 
abgedruckt im Liouville’schen Journal T. X, p. 222—228: Sur diverses questions 
danalyse et de physique mathématique. Sie wurde den 12. Mai und 2. Juni 1845 
gelesen. Meine Arbeit, Beitrag zur Theorie der Anziehung und der Warme, iibergab 
ich, wie die Unterschrift zeigt, am 19. April 1844 dem Griinder und damaligen 
Herausgeber des Crelle’schen Journals. Sie erschien 1845 im 3. Heft des 29. Bd. 
dieses Journals (dessen Versendung, wie ich erfahre, spiitestens am 20. Mai 
desselben Jahres erfolgte). 
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Arguments in’s Auge fassen, welches man sich mit Riicksicht auf 
die Anwendungen grésser als c denke; nur wenn man statt reeller 
Gréssen b und ¢ rein imaginire einfiihrt, nehme man das Argument 
zwischen 0 und co. Das Argument heisse 9; die Veranlassung zu 
dieser Bezeichnung wird man in den Gleichungen (58) und im § 87 
entdecken. 

Wenn man die Differentialgleichung, welcher E(o) gentigt, nim- 
lich (59) 

d’z ; 

Jer — (n(n 1)e"— pos = 0, 
durch Reihen integrirt, die nach Potenzen von @ absteigen, so zeigt 
sich, dass eine Lisung mit der —(nm-+1)'*" Potenz von o beginnt, 
also im Unendlichen verschwindet. Eine andere Entwickelung der- 
selben Function, welche der im § 96 fiir E vorkommenden entspricht, 
wiirde man erhalten, wenn man (S. 354) nach aufsteigenden Po- 
tenzen von 

jb Vee Vere 
oS yo —b 

ordnet; die Reihe beginnt mit der (n-+1)'*" Potenz von 7. Diese 
Loésung heisse Lamé’sche Function zweiter Art und werde 
durch F(@) bezeichnet. Sie ist dadurch charakterisirt, dass 
o”t1F"(@) fiir @= oo eine von Null verschiedene endliche Con- 
stante ist. 

An dieser Stelle geben wir den Ausdruck von F durch ein 
Integral nach der Methode des § 26. Nach derselben folgt aus 
der Differentialgleichung (59): 

F(e)dE()— E(@) dF (@) = const. dé. 
Denkt man sich die Constante in E und F so gewihlt, dass 
e-"E(o), et F@) 
fir @ = oo sich in 1 verwandele, so ist die Constante auf den 
Rechten = 2n-+1 und daher 


(2)... FP@=An+HE Of 
g 


= cosamiw + isinamiw 


do 
(E"(@))’ Vo — 8’ Vo? —c" 


Beispiele. Fiir n= 0 ae nur eine Function F, nimlich 


t ! 
F°(9) = =) = Hee = —(K'—w). 


Fair 721 mnisePechen den drei Functionen erster Art E 
Heine, Theorie der Kugelfunctionen. 2. Aufl. 25 
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0, Vo°— b?, Wee c’, 


die drei Functionen F 
fe dg aie do 
sof U 3 Ve ee rf Ua eO 
Y Q° Vo—b Va Cc J (o’— 6°)? Vo—e 
: V@"— of 2ma7.2 a 
flee 2) 


Alle drei sind elliptische Integrale der ersten und zweiten Art. Nimmt man 
die Function Z mit Herrn Hermite so, dass Z(a) oder 


Z(«, k) = fr sin*amaede, 
0 


so ist, da wir @ = cL am(éw, k) setzten, 
iS de 4 
= —,_ Z(K'— w, k'), 
Hf i ees bYo'—c? b’ec ( ) 


_ wihrend die anderen Integrale, welche in den Ausdriicken fiir F vorkommen, 
sich hierauf durch die Gleichung ee 


1 aa 
oe 2 PL a 
fe or ws @ 'or—b 


yt dg 
Ap 2 remy 2 2 2 2 
r Vo°—b WE me o’ /o°—b* Vo"—¢ 


Aus Age (62) ee Form, die sich auf die Kugel- 
functionen bezieht, konnte ich im § 26 nachweisen, dass Q keine 
andere Transcendente enthalt als log(#+1)—log(a@—1); aus der 
vorstehenden Gleichung gewinne ich nach derselben Methode (vergl. 
S. 138) das Resultat, dass diese Lamé’sche Function zweiter 
Art F(@) elliptische Integrale nur der ersten und zweiten, 
nicht aber der dritten Gattung enthalt. Wie ferner (S. 141) 
sich Q"(«) in die Summe einer ganzen Function von a und des 
Produktes P” (log(#-+-1)—log(#—1)) zerlegen liess, so finde ich F 
gleich der Summe einer ganzen Function yon oe, Ve°—6’, 


Vo?—c* und des Produktes E/(a— g’)dw, wo a und b Con- 


stante sind, und g, nach 8. 354, gleich c.Aamiw. (Vergl. (62, a)). 
Der Kiirze halber weise ich dies Resultat, auf welches auch 
§ 101—102 fiihren, hier nur fiir eine Klasse der E, nimlich die 
K nach. 
Man zerlege F in die Form 


(aq)... F@) = E@)(x(~)—x(@)), 
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indem man setzt 
dg 
x) =On4f : — 
(E’(@)) Vo" —B’ Ve? 
Sind a@,, @,, ete. die simmtlichen, also zugleich die verschiedenen 
Wurzeln der Gleichung K(e) = 0, wenn K eine bestimmte von den 
Functionen n'*" Grades K vorstellt, und bezeichnet man eine 


Summation tiber alle » Wurzeln a durch S; so giebt eine Zer- 
legung in Partialbriiche 
io Ni A B 
Gray = S C25 ap Dies 
wenn man setzt 
Re aa poy aie ah 4 
9(e) i: ( K(o) ) ’ A= ED ’ B= g(a), 


und der Index ' in tiblicher Art eine Differentiation andeutet. Durch 
Differentiation von log ergiebt sich 


Pei HG) E00) Be 
2p ea Ke) (@—a)k ’ 
und fiir g@ = a@ der sogenannte wahre Werth von 2 
ae Ore MA ot a (eo) 
2p (@-—a)K'+K — 2K"'(a) ’ 


und hieraus endlich B, néimlich 
Wide .4 ta 1 B®) 
B= q'(@)= [K'(a)]? 
Der Wegfall der Integrale dritter Gattung erfolgt dadurch, dass in 
Folge der Differentialgleichung (59) sich dieser Ausdruck 
vereinfacht, indem 
La Ce) a(2o°+ b*—c*)_. 
Kia) (a'—b)(e— 6") 
man findet daher 
2n-+1 Lf a(2a°—b’—c*) £5 dé 
10 = Saceyl Guay te eae) ot 
Eine bekannte Transformationsformel fiir elliptische Integrale, die 
man z. B. in Abel, oeuvres complétes 1839; T. II, Chap. I, p. 104, 


No. 15 findet und sofort durch Differentiation nach @ verificiren 
kann, giebt 


20 * 
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1 
(0)... —2@) = Cr+) (a? — b°)(a? — ¢”)(K"(a))* 


| le —b yee ¢ae— [grat]. 


Qo—ea 


Bezeichnet man durch G(x) eine ganze Function (n —1)'°" Grades, 
durch a und b rien setzt némlich 


ak @)., 1 a 
(Qn , 1) Nee oe b’)(a?— c*)(K'(a))” Ge), 


a’ 


(2n fe ce aay Gs —c*)(K'(«))’ 


= 4, 


n+ DS cap Ne (Ka) 


so ergiebt sich veins fiir y(@@) die Gleichung 


(62, a)... —K@x@) = Ver—B Vere". i K@f” (a—be’)ds 


und F selbst, nach (a), indem man noch y(~).K(@) addirt 
Diese Constante (00) lasst sich leicht durch ganze elliptische Integrale 
ausdriicken, Da niimlich 


ey / Renae { od 
0 nn 


e 
wo iibrigens die Grenze ¢:@ gleich sincoam(w, k’) ist, so wird der in den 
eckigen Parenthesen befindliche Theil von (6) gleich 


oe ear 1 nds 
"—bVo*?— 0? oe bef 
Ve Le ae (eae. 0 )4 § ; Vi—2 Vi— kw? 


Vereiigt man hiermit das Glied aus der Summe, welches zu der Wurzel —o 
gehért, so fallt fiir @ = co der algebraische Theil heraus und man findet 


(S. 354) 


a 1 a’ dx 
(GPs) Sac oo) = — — K'+ hbk! | ———___.. 
( ) x(00) c of Vi—a? V1i—k"? 2 


$101. Dieser Ausdruck von F gestattet, ebenso die Lamé’- 
schen Functionen E und F mit dem Kettenbruche fiir ein 
ganzes elliptisches Integral dritter Gattung in Verbin- 
dung zu bringen, wie P und Q in Beziehung zu dem Ketten- 
bruch fiir den besonderen Fall eines solehen Integrals, fiir den 

log(# +1) —log (# —1) 

traten. Ueber diesen Zusammenhang, den ich nach der ersten 
Herausgabe des Handbuchs bemerkte, wird in meinen allgemeinen 
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Untersuchungen iiber die Lamé’schen Functionen verschiedener 
Ordnungen, im 60. Bd. des Borchardt’schen Journals ausfiihrlich 
gehandelt. Hier bediene ich mich, um den Zusammenhang zu 
zeigen, zum Theil mit Riicksicht auf den III. Theil, der dort zu 
benutzenden Methode, anstatt von (62, a) auszugehen. 

Wir betrachten die Differentialgleichung 


@) 0. y@) 5 +x(2)-S2 + 9(@)w =0, 
in welcher w, x, * ganze Functionen von # bezeichnen; eine Lé- 
sung derselben heisse f(x). Setzt man 
(w—s)1 = 8, 
so geniigt » der partiellen Differentialgleichung 


a a e | 
VOLS +x) $2 +9@v = v@) SF —1@)-S2 + 9@o, 


so dass 
f(®)ex 
ra ay ee } 
das Integral zwischen constanten Grenzen genommen, giebt 
On oV Be 
V2) Far $1) Gq + ICV = vO) -3-~ 1'@] 


— (2) f(6)0+-/ Tw (a) (8) + x (2) P(8) + 90) F(a) oe 


Setzt man unter dem Integrale w(x) — (zs) +~w(s) statt w(«), ver- 
fahrt ahnlich mit y(@) und d(x), und beachtet dass f(x) eine Lé- 
sung von (a) ist, so erhalt man: Die Function V geniigt der 
Gleichung 

©... yoo t+1@ E+ 9@r = 0+ /# fe) a 

Ca da? T Tee 
wenn man setzt 
a” x)—w(s x % I(x)— I(z 
Be [POO weedy | $@—9@ 
pil OMG) <. fS) )s MAE). 
(a~ — x)’ L—% 

Das Glied @ in (c) lasst sich durch passende Wahl der In- 
tegrationsgrenzen s zum Verschwinden bringen. Dazu muss offenbar 
f®w@) Null sein, und wenn nur f und nicht w Null ist, auch 
f'@. Dann miisste, wegen (a), auch f(s) und jeder folgende 
Differentialquotient fiir das gleiche z versechwinden, so dass f(s) 


y) 
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eine ganze Potenz einer linearen Function ware. Diesen einfachen 
Fall verfolgen wir, als fiir uns tiberfliissig nicht weiter. 

Wir setzen also fiir s solche Werthe, die w(s) zu Null machen. 
Es mége w(s), welches nur ungleiche lineare Faktoren besitzen 
soll, in ein Produkt w= w,y,w, von drei solechen ganzen Fune- 
tionen zerfallen (von denen einige auch vom 0'*" Grade sein kénnen), 
dass fir wy, =0, w, =0, w, =0 die Lisung f resp. co, 0, endlich 
und yon Null verschieden wird. Dies soll aber nur in der Art 
geschehen, dass 
f@)(e—p)", f[@™e-)™" 
fiir s=p und s=4q endlich und von Null verschieden bleiben, 
wenn 2—p und s—q Faktoren von y,(s) resp. w,(z) sind. Das 
Einsetzen von Formen F(z%)(s—p)-”, F(s)(2—q)” fiir f(s) in die 
Differentialgleich. (a) zeigt, dass dann y(p) = (1-++ m)w'(p) und 
x(q) = (1—n)w'(q) sein miisse; das Einsetzen in den Ausdruck 
@ selbst zeigt, dass derselbe mit =p oder q wirklich Null 
wird, ebenso mit jedem Faktor s—r von w,(z) wenn x(r) = w'(r) 
und n< 1. Daher hat y(s), wenn es von niedrigerem Grade als 
w sein soll, damit @(<) mit w(s) zugleich Null werde, die Form 

1) = Yvan + bivans Se YW. W, So 

wo die Summen sich tiber alle p und m resp. alle q on n er- 
strecken. Die beiden letzten Glieder reduciren sich, wenn alle m 
und ebenso alle m einander gleich werden, auf (1+ ate ww resp. 
(i—n)y,y,y',. Bei allen eins die hier folgen, ist 
m=n=4. Fiir diesen speciellen Fall lautet das Resultat: 

Geniigt der Gleich. (a), in welcher gesetzt wird 


d pac ae een &8 
42) = Y@) Glos ly, (@) Vv. @)(V,(@)"], ¥@) = ¥,(@)v,(@)v,(a), 
eine Function f(x) von der Beschaffenheit, dass 


f(x) Vw,(@), fe), (@))-* 
fir alle Werthe 2, welche w(#) zu Null machen, endlich und von 
Null verschieden sind, so geniigt das fiir « = co verschwindende 


Integral (6) 
Vy =f) aie sess 
der Gleichung (c’) 


av d ye 
we) hae + (x) = po (a) V =f F(z) dz, 
M 
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wo y und 0 irgend zwei Werthe bezeichnen, die, fiir s gesetzt, w(s) 
zu Null machen. 

Wenden wir uns zu speciellen Fallen wahrend wir im 
III. Theil zu dem allgemeinen Falle zuriickkehren, und setzen 

W(e) = a(e—b’\(e—e’), 

ferner fiir #(#) eine Function des ersten Grades, so wird # eine 
Constante, die a heisse. Je nachdem man in (c’) fiir V die erste 
oder die zweite der-beiden Functionen 


v, -{" f(@dz v= ec f(z) Oz 


Fe ae @L—SZ 
bb 


einsetzt, erhalt man die erste oder zweite Gleichung 


bb 

Wg HO T+ 9), = af feds, 
0 

f(a) ds. 
bb 
Multiplicirt man die obere resp. untere Gleichung mit der untern 
resp. obern rechten Seite, so findet man durch Subtraction, wenn 
die Voraussetzungen iiber f erfiillt sind: 

Ist f(z) eine Léisung der Gleichung (a), so giebt der 
Ausdruck (d) 


w= fief TS fifo 


eine zweite Lisung, die fiir = co verschwindet. 

Dieses wende man auf die Integration der Gleichung fiir die 
Lamé’schen Functionen an, nachdem man worher gesetzt hat 
eo = « also 


v@ sat + 


da 

1B (x - — bb) (a — cc) 

Die vier Classen der E (m. vergl. § 90) verhalten sich in Bezug 
auf die Werthe 2 = 0, bb, cc, so dass fiir 2 = 0 simmtliche K und 
N mit ungeraden oberen Indices n, die L und M mit geraden ver- 
schwinden, fiir « — 6° die L und N, fiir «=c’ die M und N, und 
zwar bleiben hier die verschwindenden Functionen durch die Qua- 
dratwurzeln resp. aus 7, «—bb, «—ce getheilt endlich und werden 
nicht Null. Man zerlege nun w(a) fiir jede der acht Arten von E 
in w,(«)p,(«), wo y, die Faktoren von w enthalt, durch deren 


dé = 
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Quadratwurzel das betreffende E theilbar ist, so dass man fiir die 
Classe K mit geradem » hat w,=1 und w,=y, fiir die L mit 
geradem nv ferner y, = x(«—b”), und yw, = «—c’; ete. Setzt man 
E(e) = Vv,(@)-F (@), 
so wird (S. 376) fiir die Wurzeln von yw, = 0 die Function E nicht 
verschwinden also f = ov, fiir die Wurzeln von w, = 0 gleichfalls 
E nicht verschwinden und sicher f endlich bleiben. Setzt man fiir 
E in die Differentialgleichung 
pnt De pel E=.() 
den Werth wyw, (a) ein, so geniigt w der Gleich. 
(e) ... vo) oe + 4 (x) dlog|yp, (we) 1-2 + 9(x)w =0, 
wo zur Abkiirzung gesetzt ist 
Ad (x) = [pu—n(n +1) a] + yw, + 2y, wi, 
so dass # den ersten Grad nicht iiberschreitet, die Differentialgleich. 
(e) mit (a) itbereinstimmt und ihr erstes Integral f(x) den For- 
derungen fiir die Anwendbarkeit der obigen Methode geniigt. Man 
erhalt demnach, durch Substitution des Werthes von f(z) in (d), 
ein zweites fiir «= oo verschwindendes Integral w, welches mit 
Vw, (x) multiplicirt die Function zweiter Gattung F(e) giebt, selbst- 
verstandlich wenn der constante Faktor in Uebereinstimmung mit 
(62) bestimmt ist. Wir haben demnach folgenden Satz: Be- 
zeichnet w,(o) das Produkt von 1 und denjenigen unter 
den drei Faktoren 0’, o’—b’, o’—c’, fiir deren Nullwerthe 
0, 6, ¢ eine gegebene Lamé’sche Function erster Art E?(¢) 
nicht verschwindet und f eine gewisse numerische Con- 
stante, so ist die zugehérige Function zweiter Art 


63)... BOQ =tVe@l [Om (wenden _ 
0 VU) ea) Vy, (u) 
Ht cane aD v Ey (v) dy jk: 
» VY) 9") 7, @) 
Ist z. B. E eine Function der ersten Classe und n gerade, also 


(2) = 9° (e'—b") (e’—e’), 
so findet man (63, a) 


§ 102, 63. Lamé’sche Functionen. 393 


F(g) = fo Vo’ — bo? — aes pec dedt 


0 0 


mide FDR aa] 


Die Differenz der Doelinieene kann auch mit dem einen Doppel- 
integral 


ff L@OEO= aout 
hy hat (oma) (oo 9) 

vertauscht werden. Nach der Bestimmung von (62) ist f so zu 
nehmen, dass 


tf [KW KO)(e—) dedt = 1, 


§ 102. Um im Folgenden das Wesentliche kiirzer darzustellen, 
beschrinken wir uns auf diejenigen Integrale F, welche zur ersten 
Classe der E, zu den K gehéren, wahrend fiir » eine gerade Zahl 
genommen und in diesem Paragraphen gleich 2m gesetzt wird. 
Bezeichnet man durch @ und # gewisse Constante, so lasst sich 
(63, a) auch in folgender Art darstellen 

Pe 2 | 1 sg Stabiad isin a Bibs, 

F(e)[eVe’— 8" ¥e"—e'] "lane =e 8) oy 
Setzt man im ersten Integrale K(u)—K(@) 4K (0) fiir K(w) und im 
zweiten einen ahnlichen Ausdruck fiir 4(v), so wird das erste In- 
tegral in die Summe 


“KW—KO a4 xi) [22 
uy o*— we é —5 @f ou 


verwandelt, und das zweite in eine 4hnliche. Beriicksichtigt man 
noch, dass der erste Summand eine ganze Function von ¢ ist, so 
erhalt man das Resultat: 

Bedeuten a und @ gewisse Constanten, und setzt man 
(m. vergl. S. 142) 


i es ee "nee ee 
z= of pm af dt. 


COLEHE Ve i 
o=—a 2 a Fa aoe 
xf pene e aah 


0 


R" = F"(@).[@. Vo’ — 8 ee}, 
so wird erhalten 
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(64) .... K"(e).0 —Z* = R’. 
Hier sind K und Z ganze Functionen von 0’ des Grades m 
resp. m—1, und R vom Grade —m—2. 

Indem man o, die Summe von zwei ganzen Integralen dritter 
Gattung, mit einem Integrale erster und zweiter Gattung, also. mit 
der Form 

ysieet ie a—bo’ 
eVe—Bye—ey ye—bye—e 
vertauscht, erhalt man wieder den Ausdruck (62, a—6) fiir F. 

Aus dem Grade der in (64) vorkommenden Functionen zeigt 
man mit Hiilfe der Untersuchung im Anhange B. zum 5. Kapitel 
No. 6, dass die Lamé’sche Function erster Art der Naherungs- 
nenner des ganzen elliptischen Integrales dritter Gattung o sei, 
die Funetion zweiter Art der wesentliche Theil des Restes. Zum 
Beweise setze man 


w (0) > 
uf Arde San: fi Pree sa,e 
0 


0 
unter denen die bekannten Gleichungen bestehen, deren man sich 
bei den numerischen Rechnungen bedient, 
(2m +-L)On1 = 2mpo,, — (2m —1)qa,,-1, 
die hieraus durch Vertauschung der w mit den @ entstehenden, 
und @,w,—@,w, = 4%. Die Entwickelung von o in eine nach Po- 
tenzen von o° absteigende Reihe giebt 
_ aw—Bo , aw,—fo, aw, — Bo, 
C= °° a of + ar <i ¥ 
und K ist, nach (64), eine derartige Function m'" Grades von 9’, 
dass in dem Produkte von K mit o die —1'*, —2*, bis inel. zur 
—m—\'™ Potenz von 9° fehlen. Hieraus zieht man m-+1 lineare 
Gleichungen zwischen den (m+1) Coefficienten a von 
K" = aga, Q%™2fo-, (m= 2m), 
dem Verhaltnisse der beiden Constanten a:B, welches durch —r 
bezeichnet werden mége und den w und w. Diese Gleichungen sind: 


(ro, + B)an+(7e, +-G dma +-+(ron +2,)a, =0, 
re Bs ow ed gs Ra ce 1 Sieg ae ites ag aa 0, 


do 


é On ce Bs Ay in (r Om +1 a Dm a Ani i eas cies " na a, = bs: 
die erste, zweite, etc. besagen, dass resp. die —1'*, — 2'*, ete, Potenz 
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von @ in dem Produkte ok fehle. Die ersten m Gleichungen 
driicken die a@ durch r aus, die letzte giebt eine Gleich. m+1'" 
Grades zt Bestimmung von r, nimlich die gleich Null gesetzte 
Determinante 4 dieses Systemes. Die Substitution der m-+1 ver- 
schiedenen Wurieln r in die fiir die a gefundenen Ausdriicke liefert 
die m-+1 Functionen KX, die zu ihnen gehérenden o, R und schliess- 
lich die F, bis auf die multiplicirende Constante, welche nach der 


Festsetzung auf S. 385 so gewahlt wird, dass o"t!F"(e)=1 fiir 
@ = oo. 
Beispiel. Fiir 2 = 2, also m = 1, hat man zwei Functionen K von 


der Form K = a,0’-+a,, worin a, = 1. Die Multiplikation von K mit o 
liefert die ganze Function vom Grade m—1 = 0 


Z) = aw—Po (a = —8.r) 
und die zwei Gleichungen 
a, (aw —Bo) +a,(aw,—Pa,) = 0, 
a, (a w,—Bo,) Ae a (aw,—6@,) = 0, 
aus denen folgt 
_ a@  (2p+a,)0,—3qa tos a a, @ 
— 6 2p+a,)o,—3qo ~ o,+ 4,0 
Dies giebt, mit Iltilfe der unter den w und @ hestehenden Relationen, 


3a? +2pa,+q=0, 
dieselbe Gleichung, der in dem Beispiele auf S. 365 a, = kp(R—4) geniigt. 
Wenn man in o einsetzt 
a=G,+a,0, P=a,+a,0, 
so geniigt das aus (64) entstehende F zwar der Lamé’schen Differentialgl., 
erhalt ‘aber die vorgeschriebene Constante erst, wenn man es noch durch 


= ae (a, p + 2q) dividirt. 


Die Determinante 4 verschwindet nicht identisch so lange r 
allgemein bleibt, wie unten direkt gezeigt wird, und kann auch 
nicht weniger als m-+1 Wurzeln r haben, — weil sonst eine ge- 
ringere Anzahl von Functionen K vorhanden ware. Nimmt man 
fiir r nicht solehe Werthe, welche 7 zu Null machen, so kann man 
die a zwar so bestimmen, dass sic den ersten m, nicht aber noch 
der m-+-1'e" Gleichung geniigen; es fallt also wohl noch die — mie 
Potenz von 9” fort, aber nicht mehr die —(m-+1)'*. Daher ist 
denn der Rest R nach 9’ vom Grade —m—1 und nicht, wie hier 
verlangt wird, vom Grade —m—2. Hieraus ist klar, dass die 
Entwickelung von 
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@ dé mo) dt 
CS il | a ree uf =F oS 
0) Cina 0) a 


Aye, 
so lange r allgemein bleibt, nur Nenner 4 von der Form a+ bo’ 
besitzt, wo a und 6b Constante sind, und nicht von héherem Grade 
nach 97. Nimmt man aber fiir r eine Wurzel der Gleichung 
m--L'e" Grades 4 = 0, so erhalt der m-+1'e Nenner die Form 
Anti = a+ be'+ cg’. 

Bestimmt man also die m+1 verschiedenen Wurzeln 
r der Gleichung m+1'" Grades 7=0O und bricht jeden 
der m+1 entsprechenden Kettenbriiche fiir die ellipti- 
schen Integrale o an der m'™ Stelle ab, mit dem Schlusse 
An, also unmittelbar vor dem einzigen Partialnenner 
zweiten Grades nach g”, so sind die m'™ Naiherungsnenner 
zugleich simmtliche Functionen A", waihrend die durch 
(64) gegebenen Reste R", multiplicirt mit 


eVe—b’yo’—c’, 
die Functionen zweiter Art F” werden. 

Es bleibt noch iibrig zu beweisen, dass 4 eine ganze Function 
m--1'°" Grades von r ist; wir zeigen dazu, dass der Factor der 
hdchsten Potenz von r und der niedrigsten, also der m+-1'*" und 
der O'", nicht Null ist. Der erste ist die Determinante 

|}w, @ 


; w, aero. el 
@ Wy, @, oe. Wm+1 


ae 


1 


On Wmtti Wm4+2 ++ + Wom 
die man in dhnlicher Art behandelt wie die Determinante, welche 
in dem Zusatz B. zum 5. Kapitel S. 287 vorkommt. Setzt man dazu 
du, 
Ver —B Yur —e ! 
so wird die vorstehende Determinante gleich dem m-+1fachen In- 
tegral, in dem alle Integrationen von 0 bis w auszufiihren sind 


[ D.de, de, ...dén 
%) 


dé, = 
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wenn D die Determinante 


2 

BOR ip, ow pRaoitoya gee 

2 3 m-+1 
u, My “, “ae uy vey 2 ™ 
et es Pe Sey te FMM ye in AT, 
| ™ 

sey 2 2 
fe i Se NE) 


wo II wie bekannt das Produkt von den }m(m--1) Faktoren be- 
zeichnet, deren jeder die Differenz von je zwei der Gréssen 
Ho, My +++ Um ist. Ware dieser Ausdruck Null, so wiirde er auch 
Null bleiben, wenn man simmtliche w untereinander permutirt; es 
wiirde durch Addition der so entstehenden Ausdriicke wieder Null 
entstehen, und man hitte die Gleichung 


f Was, de xe he, = O, 

0 
wihrend die linke Seite positiv ist. Durch dieselbe Methode lasst 
sich das yon r freie Glied behandeln; indem man nur w mit », 
e mit C, w mit o vertauscht, ergiebt sich, dass auch dies von Null 
verschieden ist. 

Durch die Wurzeln dieser Gleichung 4 =O lassen sich die 
Coefficienten von K, wie aus dem Systeme linearer Gleichungen auf 
S. 394 hervorgeht, ebensowohl rational ausdriicken wie dies friiher 
durch die Wurzeln & geschah. 

§ 102, b.*) Unser Ziel war erstens, alle Werthe der Con- 
stanten h zu ermitteln, welche bewirken dass die Differentialgleichung 

d*y 

du’ 
wenn a eine endliche ganze Zahl bezeichnet, eine Lésung be- 
sitzt, die eine ganze Function nv‘ Grades von sinamu ist, und 
zweitens, die Lésungen y fiir solehe Werthe von h/ aufzufinden. 
Herr Hermite hat eine véllig neue Untersuchung gefiihrt: er in- 
tegrirt diese Gleichung, wenn zwar m noch immer eine endliche 
ganze Zahl aber h eine beliebige Constante vorstellt, in einer Abhand- 
lung Sur quelques applications des fonctions elliptiques, die in den 
Comptes rendus seit dem 15. Oct. 1877 erscheint, im Augenblick **) 
mir aber noch nicht vollstandig vorliegt (M. vergl. die Anm. auf 
S. 220), die ebenso merkwiirdig durch die Methode wie durch das 


= [n(n+ Ik’ sin’amu--hly, 


*) Dieser Paragraph wurde wahrend des Druckes hinzugefiigt. 
**) 1, Marz 1878. 
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Resultat ist. Die Lisungen y sind dann nicht mehr, wie in un- 
serem Falle, doppelt periodische Functionen von w, sondern lassen 
sich durch die Form 
y = CF(u) + C'F(—u) 
darstellen, wenn F(u) eine solche (intermedidre) Function ist, dass 
(a)... Fwt2K)=uF(u), Fu+2ik') = uF), 
wo man unter uw und uw’ gewisse Constante zu verstehen hat. 
Die Function F ist ein Aggregat aus 4m oder 4n-+4 einfachen 
Functionen. Setzt man namlich 
O!(w) 
og) = Met SS, 
und O(u+2K) = uO), Ou+ 2K") = w' Ou), so wird 
d"— O(u d"—- Ou d"~ O(u) 
ee 
wenn sin’amw und A’ rationale Functionen des Modulus & und von 
h bezeichnen, A,, A,, etc. aber ganze Functionen von h und k sind, 
welche mit den Entwickelungen der Functionen Al(w) nach ganzen 
Potenzen von w zusammenhaingen. Z. B. ist 
n—1)(n—2 n(n +1)(1-+ k? 
4s soe Sb eee 
_ m—1)(m— 2)(n —3)(n—4) i? 2n(m-+1)(1-+ kh*)h 
i Sipe SCue1)\Gaue=s) [+ 3 


ae a ee eee ai acs i +h]. 


LG) 


A, 


So findet Herr Hermite z. B. fiir » =1, wenn man ow so bestimmt, 
dass die willkiirliche Grésse h gleich —1—k’cos’amw ist, als Lé- 
sungen (uw) und @(—u) fir 4= 0. 

Diese Resultate erhilt Herr Hermite mit Hiilfe der Eigenschaften doppelt 
periodischer Functionen. Eine solche ist offenbar, wenn F(w) eine von den 
durch (a) definirten Functionen bezeichnet, jeder der beiden Ausdriicke 

F(z)O(u—s-+ ik’),  k’sin’amz. F(z) O(u—s + ik’) 
in Bezug auf z, so dass das ganze Residuum einer jeden von ihnen in einem 
Parallelogramm der Perioden 0 giebt. Der Faktor @(w—x%-+-7K") wird im 
Pole =a unendlich; daher sind die Residua der beiden Functionen in Bezug 
auf diesen Pol, abgesehen von einem constanten Faktor, resp. 
F(u), k’sin’amu. F(u), 

und sind gleich der Summe der Residua in Bezug auf die anderen Pole. Ist 
in % = y irgend einer von ihnen (bei uns wird y = iK’), so sei ferner fiir 
ein unendlich kleines ¢ ‘ 
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yv—1 1 
Fy +e) =C, es ail sionals cash fs sash 2G, ee 
. +etee+c,e’+-- 


O(u—y — e+ iK') = O(u—y + iK')— 2 O' (u—y + ik’) 
$e" "(way i) = 
Dasjenige Residuum der ersten von den beiden Functionen, welches sich auf 
den Pol in 2 = y bezieht, wird daher (vy = ik’ gesetzt), 


ow AG ZW a a) ei SesatesC CN(An); 


wihrend das der zweiten mit 
4 d’+? O(u) 
(v+1)(v+2) dur? 
beginnt, im tibrigen aber in dhnlicher Art fortliuft wie die vorige Function, 
nur statt C,_1, C,_», etc. andere Constante enthalt, die lineare Functionen 
der vorigen sind. In der That ist fir den Pol in z= y 
4 Al’ (e) 
k’ sin’ am = = 
Caine) sin’ am € Al’(e), 
au 1— k’+-k* 
a See etfs 
15 
Indem man die fir F(w) und Wd +1)k?sin?amuF (uw) auf diese Art ge- 
fundenen Ausdriicke in die zu integrirende Differentialgleichung einsetzt, bleibt 
nur tbrig, durch Auflésung linearer Gleichungen die Constanten C so zu be- 
stimmen, dass die Differenz 
d’ F(u) 
du” 
gleich wird dem Produkte von h und F(u). 


—n(n+1)k’sin’ am u F (uw) 


Setzt man fiir k gerade die Werthe, welche ihnen bei den 
Lamé’schen Functionen zukommen, wodurch die Lésungen sich 
in periodische Functionen von u verwandeln, so lassen sich die 
im allgemeinen Falle geltenden Formeln nicht ohne weiteres an- 
wenden, sondern miissen erst transformirt werden, um in diesem 
Falle die in den friiheren Paragraphen gewonnenen Loésungen zu 
liefern. Diese Umformung hat Herr Hermite auch, bis jetzt fiir 
den Fall » = 1, vorgenommen. 

In einer Mittheilung, vom 15. Dec. 1877 datirt, welche 1878 
in den Gdéttinger Nachrichten erscheinen wird und von der ich 
durch die Giite des Verfassers einen Abdruck in Handen habe, 
zeigt Herr Fuchs, wie die von H. Hermite gefundenen und in 
fertiger Form gegebenen Resultate sich aus seinen eigenen, in 
Borchardt’s Journal Bd. 81 bekannt gemachten Untersuchungen 
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ableiten lassen. Er giebt ferner den Weg an, auf dem man die 
Differentialgleichung 
2 
0)... wo St +iv@H +5@y=0 

durch eine entsprechende Form, mit Hiilfe der Thetafunctionen von 
m Argumenten, integriren kénne, wenn yw und # ganze Functionen 
von @ bezeichnen, die erste, mit ungleichen linearen Faktoren, 
vom Grade 2m+1 oder 2m+2, die zweite von einem um zwei 
Einheiten niedrigerem Grade. Um anzudeuten, in welcher Rich- 
tung Herr Fuchs vorgeht, sei erwahnt, dass er im allgemeinen 
Falle (wenn niimlich h nicht gerade so gewahlt wird, dass eine 
Lésung eine algebraische Function von a wird) eine ganze Function 
G(x) aufsucht, fiir welche 


dx 

OPE es VGel Ve 

der Gleich. (6) gentigt, was wesentlich darauf hinauskommt, G@ so 
zu bestimmen, dass diese Function der Gleich. geniigt 
wa" + 3y'G"-+ [2 +49]G'4+ 29 G = 0. 

Diese Bestimmung erfordert die Auflésung eines Systemes linearer 

Gleichungen, dessen Unbekannte die Coefficienten der Potenzen von 

x in @ sind. 

Der Exponent von e in (c) kann, da w ungleiche Faktoren 
besitzt, nur Abel’sche oder elliptische Integrale erster und dritter 
Gattung enthalten, wodurch y charakterisirt wird. 

Die Ausfiihrung und die eingehendere Untersuchung des Falles, 
in welchem % so beschaffen ist, dass die Lisungen y diejenigen 
Functionen sind, welche ich als Lamé’sche héherer Ordnung im 
60. Bd. von Borchardt’s Journal einfiihrte (M. vergl. unten den 
IIL. Theil, 3. Kapitel), behalt sich Herr Fuchs vor. 

Indem man in (6) einsetzt 

y= pss 
verwandelt sich (b) in eine Differentialgleichung zweiter Ordnung nach 2, 
namlich offenbar in 


d’z 
(Deas ae Pz, 


Ht (Sy = 


von der man, wegen (c), eine ane von der its 


wo gesetzt ist 
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dx 


(ce)... s=VQ(a)e ? 


mu suchen hat, wenn man zur Abkiirzung setzt g = GV w. Zunachst be- 
merkt man, dass eine zweite Lisung von (d) sein muss 


a. uple 

(f) .. 5 =Ve@e 9, 
indem aus (a), nach der Methode, welche ich S. 136 als Abel’sche be- 
zeichnete, unmittelhar folgt, dass, bis auf einen constanten Faktor, sei 


dx da i 2dx 
&, = ST SS ——— @ pe) , 
ot As HST A) 


Diese Integration lasst sich aber ausfithren und giebt —4q(@): 32, so dass in 
der That 32, sich in g(a) verwandelt. 
Soll (e) eine Lésung von (d) sein, so muss man offenbar haben 


" ry 2 1 
pp Bra ( Zs) ag ue) 
Ue Ve Pp 
Wenn man fiir m und P ihre Werthe substituirt, so erhalt man als Bedin- 
gung dafiir, dass (6) eine Lésung (c) hat 
w G'G'— 4 — 2wG@G"— GG6'y'— 49 GG = 0. 
Daraus folgt zunichst, dass fiir jede Wurzel von G = 0 sei wG'G' = 4, also 
sicher nicht w oder G" gleich 0; also besitzt G nicht gleiche Faktoren. Diffe- 
rentiirt man endlich die vorhergehende Differentialgleich. zweiten Grades nach 


aw und dividirt durch G, so erhalt man die obige Gleichung dritter Ordnung 
zur Bestimmung von G. 


Fiir die Stellung, welche die Lamé’schen Functionen in der 
Theorie der Differentialgleichungen und als Grenzfall unter den 
allgemeineren intermediiren einnehmen, haben wir somit einen ganz 
neuen Gesichtspunkt gewonnen; eine ausftihrliche Darstellung noch 
nachtraglich hier dem Handbuche einzuverleiben habe ich unter- 
lassen, da der Gegenstand auf den Inhalt desselben vorlaufig noch 
keine direkte Einwirkung ausiiben wiirde. 

Dagegen haben wir uns noch mit dem Falle zu beschaf- 
tigen, dass m unendlich wird. 

§ 103. Wie die Lamé’schen Functionen mit den Kugelfune- 
tionen, so hangen die jetzt einzuftihrenden Functionen des ellip- 
tischen Cylinders mit denjenigen zusammen, welche bisher 
schlechtweg als Cylinderfunctionen bezeichnet wurden. 

Zu denselben gelangt man von der Entwickelung des § 83 
ausgehend. Setzt man dort Ai statt 4, so zieht man aus demselben, 
dass die dort mit (b) bezeichnete Gleichung 

o’U Oo’ U 


(a) ee TET AL ieee 


Heine, Theorie der Kugelfunctionen. 2. Aufl. 26 
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als Lésungen die Cylinderfunctionen erster Art 


(Bias yf * ¢20005(Y—) (dy, Cosma + b,,sinmn) dy 


—Tt 


und die der zweiten Art 


(vy)... [ e~ /cosliu—w) (4, cosmiu + b,,Sin miu) du 
hat, wo unter m beliebige ganze Zahlen, die Null eingeschlossen, 
unter a», und b,, beliebige Constanten zu verstehen sind. Im letzten 
Integrale waren Bestimmungen itiber die Vorzeichen und iiber die 
Bedeutung des Zeichens co getroffen; wenn z. B. AO positiv ist, so 
kann oo als das reell Unendliche angesehen und zugleich w zwi- 
schen —4~ und 47 genommen werden. Hier beabsichtige ich 
vorzugsweise die Functionen erster Art zu behandeln und begniige 
mich mit einer Hindeutung auf die zweite Art. 
Man fiihre, wie im § 86, fiir 0 und yw neue Coordinaten, die 
fiir die Ebene geltenden elliptischen ein, indem man setzt 
(6)... Ocosp=ecosg, Osinw = yo’—1.sing, 
wo g@>1, so dass @ die grosse Halbaxe einer Ellipse mit den 
Brennpunkten +1 ist, welche durch den Punkt 0, w geht. Die 
leichte Transformation der Gleichung (a) im die Coordinaten og, q, 
oder was auf dasselbe hinauskommt, die direkte Umformung der ~ 
Gleichung 


isliaden AU 0, 


aus der (@) entstanden ist, durch die Gleichungen 

&=ecosp, y = Vo?—1.s8ing, 
und das Kinsetzen der neuen Coordinaten statt 6 und w auch in 
(8) und (y) giebt, entsprechend den Resultaten der Transformation 
im § 87 und 88, als Differentialgleichung, auf deren Lisung die 
Untersuchungen tiber den elliptischen Cylinder oder tiber ellip- 
tische Platten zuriickgefiihrt werden 


2 2 TT 
6)... @—N Se +e 5+ Sgr FHCs g—eU =O. 
Man findet ferner als Lésungen derselben erster und zweiter Art 
die im Endlichen endlichen resp. im Unendlichen verschwindenden 
und zugleich im Endlichen nicht tiberall endlichen Integrale 
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(65, a)... ff “e-4e9"l(a,,co8mn + b,,sinmn) dn, 


He 


ce 0) 
(Gia) ee ithe ele Ia, cosmin + b,, sinmin) du, 


— 


wenn man zur Abkiirzung setzt 
(65, c) ...  [e, p, 7] = ecospeosy + Vo?—1.singsin 7. 
Die Gleich. (65) kann man mit Anwendung der Substitution 
@ =cosiu, w= log@+yo?—1) 
auch in die Form bringen 


Ge ere: : 


U as ’ 
? + 2°(cos*  — cos*iu) U = 0. 
Die Formeln (65) lassen sich verificiren, indem man durch eine sehr 
leicht auszufiihrende Differentiation nachweist, dass 
U = e—Ale.9,.n) 


ein partikulires Integral von (65) ist. 
Andere partikuldre Integrale, die sich bei gewissen Fragen verwerthen 
lassen, sind die Cylinderfunctionen erster und zweiter Art 


J(iAV9?—sin’g), K(iAVQ?—sin’ g). 
Ist namlich f(r) irgend eine Function von 
r= Vo’— sin’ g, 
so wird . 
Wenig (Ve =i sh) + 55h = ema) + 2/0), 
also wenn f eine Cylinderfunction von éAr ist, gleich 
U'(Q*— cos’) - f(r). 

Zu den hier gewonnenen Gleichungen hatte man auch auf 
dieselbe Weise gelangen kénnen wie friiher zu den Cylinderfune- 
tionen, nimlich durch einen Grenziibergang von den Gleichungen, 
die sich auf die Lamé’schen Funcetionen beziehen. Ein solcher zeigt 
auch an, wohin die weitere Untersuchung der neuen Functionen zu 
richten ist, die nicht mehr, wie die E, ganze oder wenigstens 
algebraische Functionen der Verdnderlichen sind. 

Setzt man 


i ff A’ sin” p eR d°(1— 0”) 
(ima bral cee Lite jar omale tat sdistonraes 


und schliesslich = oo, so wird (§ 87) 


d 2 2 2 2 2 2 
de=—dg, d= V aoa n?(u’—v*) = A*(cos*p—o*), 
A 26 = 
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wodureh die Differentialgleichung (58, c) der Lamé’schen Produkte 
sich sogleich in (65) verwandelt. Ohne dabei zu verweilen, dass 
durch denselben Grenziibergang aus den OC, ete. die Gleich. 
(65, a—b) gefunden werden, heben wir zum weitern Fortschritt 
hervor, dass die erste Gleich. (59) der Lamé’schen Functionen, 
@E A , 
T+ In(n +1) —@" + 60] E(u) = 0, 

fiir die Grenzfunctionen, welche Functionen erster und zweiter 
Art des elliptischen Cylinders heissen und mit © und ¥ 
bezeichnet werden mégen, die Gleichung giebt 


(66)... ae + (A°cos’g — B)E(g) = 0, 


von der %(g) eine zweite Lésung ist. Aus der zweiten Gleichung 
(59) entsteht wiederum (66), wenn man in letzterer nur @ durch 
m ersetzt, wo wie oben cosiu =o. 8 bedeutet eine Constante. 

Auf dasselbe Resultat wiirde der Versuch gefiihrt haben, (65), 
am bequemsten in der Form (d), durch das Produkt einer Function 
@ yon g und einer andern P von e zu integriren. Es ergiebt sich 
sofort nach dem bekannten Verfahren am Anfange des § 90, dass 
® der Gleichung (66) geniigen muss, P derselben nach Vertauschung 
von @ mit iw, welche Constante auch $ sei. Bei der ent- 
sprechenden Zerlegung der Gleichung (59) in Lamé’sche Produkte 
wird die Constante, dort v, dadurch bestimmt, dass die betreffende 
Function E eine ganze Function von wu, etc. sein muss, waihrend 
hier eine ahnliche Beschréankung nicht zu existiren scheint, da die 
© unendliche Reihen sind. Andrerseits zeigt aber der Uebergang 
von der Gleichung, von welcher die v abhaingen, zur Grenze, dass 
die 8 nicht willkiirlich sein kénnen, wenn auch ihre Anzahl un- 
endlich ist. Die Auswahl der Constanten $ ist in der That be- 
schrainkt, namlich dadureh, dass die Function (q) eine periodische 
Function von ist, mit der Periode 27, sich daher in eine con- 
vergente trigonometrische Reihe entwickeln lassen muss. 
Die Forderung, dass der unendlich entfernte Coefficient 
dieser Reihe Null giebt, ist offenbar die nothwendige, 
wie sich bald zeigen wird auch die hinreichende Bedin- 
gung zur Bestimmung der &. 


Versuche, die Gleichung (66) zu integriren, hat Herr Emile Mathieu 
in seinem Mémoire sur le mouvement vibratoire d’une membrane de forme 
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elliptique gemacht, im Liouville’schen Journal, II Série, Tome XIII, 1868; 
S. 137—203. Ueber diesen Versuch berichtet Herr Heinrich Weber in 
Konigsberg in der Einleitung zu seiner Arbeit Ueber die Integration der par- 


brake Cw oe 
tiellen Differentialgleichung ae ae See k’u =0 im 1. Bde der Annalen 
oO 


von Clebsch und Neumann: ,,Die Integration ist dort durch Reiben be- 
werkstelligt, von denen mit grossem Fleisse eine hetrachtliche Anzahl Glieder 
herechnet sind, fiir welche aber ebenfalls kein allgemeines Gesetz angegeben 
ist. Diese Untersuchungen mégen daher fiir den Physiker immerhin von grossem 
Werthe sein, mathematisch scheint mir das Problem dadurch der Lésung wenig 
naher gebracht zu sein, als durch die Aufstellung der gewohnlichen Differential- 
gleichungen selbst.“ Er erwahnt zugleich im § 9, dass er noch nicht im 
Stande sei, Integrale in emer auch nur einigermaassen tibersichtlichen Form 
aufzustellen und wendet seine Untersuchungen dort deshalb nur auf Fille an, 
welche sich nicht auf Ellipsen, sondern auf Parabeln beziehen und auf Glei- 
chungen von der Form 

2 

é = +(a+bx2")X = 0. 

dx 


Es gehoren diese simmtlich unter die allgemeine Form 
2 


Fe = yaa" afu'* + gu") 


welche Euler im 2. Bde der Inst. Calc. integr. Sect. I, Cap. X, No. 1043— 1044 
durch bestimmte Integrale gelést hat. Zu Gleichungen derselben Art wie (66) 
gelangt man auch, wenn man die whlichen Methoden anwendet, um den mit 
der Zeit veranderlichen Warmezustand in einem Rotationsellipsoid aufzusuchen, 
dessen Temperatur an der Oberflache Null ist. Dann tritt die Gleichung auf 


+. |e Deal - ee +1)+a(o’—1)-+ pie |p ==), 


welche auf die Integration einer Gleichung von der Art zurtickgefiihrt wird, 
wie sie hier vorliegt, nimlich von 


d’P dP ‘ 
(e’—1) de? + ao i + (b+ co’)P = 0. 


Alle diese Gleichungen gehdren in das Gebiet der Gleichungen, welchen die 
Lamé’schen Functionen verschiedener Ordnungen gentigen, mit denen wir uns 
im folgenden Theile beschaftigen. 

Bei der Schwierigkeit, welche die Gleichung (66) bisher darbot, wird es 
nicht itherfliissig sein, hier tiber dieselbe zu handeln. 

§ 104. Zur Integration von (66) ist es bequem statt der Con- 
stanten 8 und statt 2 andere Werthe einzuftihren, namlich zu setzen 

2 i 2g ony 
A= 46, Bi Sa 88'—B = 4s, 

wodureh die Gleichung (66) sich in 


mie + (BB"e0s2p +4) G(p) = 0 


. verwandelt. 
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Man bemerkt, dass die ©, wie die E in vier Classen zerfallen. 
Die Funetionen der ersten, die der Klasse K entsprechen wiirden, 
welche wir hier ausfiihrlich behandeln, haben die Form 

(66, a)... (gy) =a, +4, cos2p + ae, cos4y + -:-, 

wenn die a Constante nach  vorstellen, welche allerdings noch 
die unbekannte und zu bestimmende Constante s enthalten. Die 
zweite Classe wird nach Cosinus der ungeraden Vielfachen von » 
entwickelt, die dritte nach den Sinus der ungeraden Vielfachen, 
die vierte nach den Sinus der geraden Vielfachen. 

Setzt man (66, a) statt © in die Gleichung ein, so findet man 
zur Bestimmung der Coefficienten die Recursionsformeln 


(OOS O) se) Oy. = UDO, 
2 aa bla, 0, 
a. 


= b4 = 4), —«,, 
Om pl = b(m*—s) Om — m—1- 


Damit ferner die Reihe convergent sei, ist erforderlich, dass 
a, mit wachsendem m unendlich klein werde, obgleich 
dies nicht gentigend ist (S. u. No. 6 8. 412). 


Um die Verhiltnisse, die hier in Frage kommen, naher zu _ beleuchten, 
setze man zuerst eine endliche mit @,cos2mq abbrechende Reihe in die Diffe- 
rentialgleichung ein. Sind dann die @ durch das obige System linearer Glei- 
chungen bestimmt, so erhalt man 
veg 
“ag? + (82° cos 2g + 42) = 42? o,,cos(2m + 2) p — 4A? On 4.1 C08 2m Gp. 
Wenn % so gewahlt wird, dass @,, und o,,;1 beliebig klein werden, so ist 
auch die linke Seite beliebig nahe Null. 


Man wendet nun die Principien von Sturm zur Bestimmung 
der Werthe von s und der Coefficienten « an. 

1) Setzt man ew, =1, so sind die a ganze Functionen von 
z, und zwar ist ¢, vom Grade m. Die Functionen a, @,, ...,; @m 
geben fiir s = oo nur Zeichenwechsel, fiir s = —oo nur Zeichen- 
folgen. Wahrend s von —co bis oo auf reellem Wege wichst, 
gehen daher m Zeichenfolgen verloren; wie bei den Sturm’schen 
Resten geht nur dann eine Folge verloren, wenn @,, das letzte 
Glied der Reihe, durch Null geht, da auch hier, wenn ein mittleres 
Glied a, verschwindet, die einschliessenden Functionen @,,, und 
a1 entgegengesetzte Zeichen besitzen, Es gehen also Zeichen-: 
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folgen nur verloren, werden aber nicht gewonnen; die Anzahl 
der zwischen zwei Werthen von x verloren gegangenen Zeichen- 
folgen ist genau die Anzahl der reellen Wurzeln von oe, = 0 zwi- 
schen diesen zwei Werthen, und die Gleichung besitzt nur 
reelle ungleiche Wurzeln. 

Wenn b > 1, so werden schon fiir s = —2 nur Zeichenfolgen 


’ : 2 
vorkommen, ist aber b <1, so geschieht dies, wenn 1 = — > 8& 


setzt ist, so dass man bereits eine untere Grenze aller Wurzeln 
YON) Cn Otkenn ti 

Die folgenden Entwickelungen beziehen sich sowohl auf den Fall 
b< 1 als auch 6 > 1, von denen der letztere der einfachere und bei 
den Aufgaben iiber die Wirmebewegung in sofern der wichtigere ist, 
als er diejenigen Glieder des Resultats liefert, welche den gréssten 
Beitrag zu demselben geben. Um beide Falle zugleich zu behan- 
deln setze ich fest, dass wahrend dieser Untersuchung m solche 
ganzen positiven Zahlen vorstellt, welche tiber 3 liegen wenn 6 > 1, 
welche ferner b(m— 2) grésser als 1 machen wenn b< 1. 

2) Die grésste Wurzel 2 der Gleichung a, =0 liegt 
zwischen (m—1)’ und m’*, und ist die einzige Wurzel in 
diesem Intervalle. 

Man entwickele zum Beweise @,,: o,-1 in den Kettenbruch 


Om—1 


b[s—(m—2)’|—- 


4bz 

Alle Partialnenner sind, wenn = (m—1)’ gemacht wird, positiv 
und > 2, woraus folgt (§ 65, 6), dass der zu b[(m—1)?—2] hinzu- 
kommende Kettenbruch positiv ist und <1; also ist @,,: @,1 po- 
sitiv, d. h. o,-1 hat mit o,, das gleiche Zeichen. Wenn dagegen 
z gleich oder grésser als m’ genommen wird, so ist 

b[s—(m—1)*] = bm —1) = 2b(m— 2) 4+ 3b > 2; 

also bleibt «,,:@,-1 dann negativ. Weil aber zwei benachbarte « 
nicht zugleich verschwinden und kein e@ gleiche Faktoren hat, so 
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kann @,, (selbstverstindlich auch @,,-1) nicht verschwinden wenn 
> Mm’. 

Um noch den letzten Theil der obigen Behauptung zu_be- 
weisen, geht man davon aus, dass @,1 =O keine Wurzel tiber 
(m—1)? besitzt, dass also o,, 0, ++) Om—a fiir «= (m—1)’ genau 
m —1 Zeichenwechsel geben, daher ihre Zeichen abwechseln. In 
Folge des Systemes (66, 6) hat a, fiir diesen Werth von 2 das 
Zeichen von — Gm—2, also das von e@,,-1, So dass die Zeichenreihe 
Oy) G1) +++) Om fiir s=(m—1)’ genau m—1 Zeichenwechsel und 
eine Folge besitzt. Fiir wachsende z andern die Functionen o,, ..., 
@,-1 nicht mehr das Zeichen, wihrend a,, schon fiir s =m’ das 
entgegengesetzte Zeichen, also die Reihe a, ..., @m genau m Zei- 
chenwechsel erhalt, so dass @,, =O nicht nur sammtliche Wurzeln 
unter m”’, sondern auch genau eine zwischen (m—1)’ und m? hat. 
Man kann hinzuftigen, dass von jeder Gleichung a,,4, = 0, 
Omny2 =O0,..., m Wurzeln unter m’ liegen, weil die Zeichenreihe 
bis zu den Functionen cn41, @m 12, -.. 80 viele Wechsel anzeigt. 

3) Aus dem System (66, 6) folgt, dass die simmtlichen 
a die Niherungsnenner des Kettenbruchs sind 


Cine aie 


bA—s) — RRS 
und zwar ist, nach der Bezeichnung des 5. Kapitels im 1. Theile, 
in Bezug auf diesen zu Grunde liegenden Kettenbruch (indem der 
Buchstabe N die Niherungsnenner und nicht etwa die Lamé’schen 
Functionen vorstellt) 
a=N, «, =N,, 
und man hat 
(67, a)... €(@)=34+N,.cos2p+N,.cos4y+-.. 
Welchen Werth man auch s beilegt so hat o immer einen 
bestimmten Werth, und ist nicht ein oscillirender Bruch, sondern 
es nahert sich wenigstens einer der Werthe o oder 1:6 einer be- 
stimmten Grenze, da seine simmtlichen Partialzihler —1 sind, wiah- 
rend die Partialnenner b(m*’—2z) mit wachsendem m iiber 2 und 
dann weiter tiber alle Grenzen wachsen. 
Bezeichnet r, fiir ein festgehaltenes m die ete Wurzel 
von N,,=0, so haben die Gleichungen 


*5 Ln = Nn 
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Neel }2=0)6 Nua Oy sory 2 
zwischen = —oo und z=r, genau e Wurzeln. 

Wenn namlich s von r,—O bis r,+0 wiachst, so geht in der 
Reihe a, bis @,, incl. eine Zeichenfolge verloren. Es miissen also 
vorher s—1 vorhanden gewesen sein, nachher z, und in der Reihe 
bis @n41 incl. beide Male genau « da, wie schon erwiihnt wurde, 
wenn «,, verschwindet sicher @n-1 und @,,,, entgegengesetzte Zei- 
chen besitzen. Die Zeichen sind also durch folgendes Schema 
gegeben, in welchem die oberen und ebenso die unteren Zeichen 
zusammen gehoren: 

Om—1 Om Omri 

[.-o] + + F 

[ty Olace ttc. aie 
Zu beweisen bleibt, dass on42, @n+3,... simmtlich das gleiche 
Zeichen + besitzen. Dazu beachte man, dass die a durch Glei- 
chungen 

Ay42 = dy 4.2Qy41— Wy 

zusammenhangen, wo von einem gewissen Werthe m des Index » 
an alle 4 grésser als 2 sind. Es wird fiir s=r 


Om+2 = Ain-p2 Om41— bm = Ain+2 nn > 2Opavas 
Ferner hat dann @,,;2 das Zeichen von on, also +; dann erhalt 
On+3 = Aint3 Om+2— Abm+1 
das Zeichen von @n42, u. s. f., wie zu zeigen war. Zugleich gewinnt 
man den Zusatz, den ich ausspreche, indem ich zugleich die N 
statt a setze: 

Jede von den Gleichungen Nn41= 0, Nnji2=0,... hat 
zwischen zwei Wurzeln r,,1 und r, von N, =O genau eine 
Wurzel — vorausgesetzt dass m gross genug genommen wird. 
Denn beim Beweise wurde angenommen, dass 

. dingo = b[(m + 2) ate 

grésser als 2 sei. Da wir nicht darauf ausgehen, die Wurzeln einer 
Gleichung N,, = 0 fiir einen bestimmten Index m zu berechnen, 
sondern zu zeigen, dass alle Wurzeln dieser Gleichung unter einer 
beliebig gegebenen festen Zahl c, mit wachsendem m, bestimmten 
Grenzen zustreben, und diese Grenzen mit beliebiger Annadherung, 
also kurz die Wurzeln von N, = 0 zu berechnen, so kénnen wir 
uns trotz der obigen Voraussetzung des Satzes und Zusatzes in 
3) bedienen. 
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4) Alle Wurzeln von N,, = 0 in diesem Sinne, bis zu einer 
beliebigen Grosse c, lassen sich einzeln in Grenzen ein- 
schliessen. Zunichst sucht man eine ganze Zahl m, so dass 
m°’ > c, und ist sicher dass die siimmtlichen Gleichungen N,,41 = 0, 
Nny = 0, ..., N, =0 nur zwischen 2 = — oo und z= m’ solche 
Wurzeln besitzen, die ¢ nicht iibersteigen. Dann nimmt man m 
noch grésser, nimlich gleich irgend einer Zahl n, fiir welche 

L = b[(n + 2)?—m?] > 2. 

Diese Function N,, ist es, von welcher wir ausgehen um die Wurzeln 
von N, =0, welche unter s =e liegen, zu berechnen. Wir lésen 
nimlich die Gleichung n'*” Grades N, =O nach s auf; zwischen 
je zwei Wurzeln r, und r,, 7, und r,,..., Tm—-1 und r,, derselben 
liegt nach No. 3 je eine Wurzel von jeder folgenden Gleichung 
N,.1 = 0, ete. Eine untere Grenze aller Wurzeln ist ferner, wie 
aus (66, 6) hervorgeht, noch kleiner als der negative Werth s, 
welcher bewirkt, dass bs > 4. Zwischen diesem Werthe und r, 
liegt die kleinste Wurzel. Sonach ist jede Wurzel von N, = 
zwischen 2 Grenzen eingeschlossen. 

5) Nachdem nunmehr Grenzen y und 6 gefunden sind, inner- 
halb welcher genau einmal jede einzelne Function N41, Nin42, ete. 
durch Null geht, N,, nicht durch Null geht, so wird gezeigt, wie 
sich durch Einschieben von Zahlen zwischen y und 0 engere 
Grenzen y, und 0, ergeben, zwischen denen simmtliche Functionen 
N,, N,+1, ete. gleichfalls je einmal verschwinden (wenn » eine Zahl 
tiber m bezeichnet) und die so beschaffen sind, dass y,— 0, fiir 
nm = oo verschwindet, wihrend y, sowohl wie 0, sich einer festen 
Grenze nihert. Demnach existirt wirklich eine Wurzel von 
N,, =0, welche zwischen y und 0 liegt. ; 

Beweis. Fiir einen zwischen y und 0 liegenden Werth von 
z kann erstens N,,41 das Vorzeichen von N,, besitzen und zugleich 
Nniil> Nn sein. Da a, grésser als 2 ist, mit x sogar iiber alle 
Grenzen wiichst, so miissen, nach der Recursionsformel 

Nn+2 a Ans N41 Nn 
Nuvi, Nnye, ete. dasselbe Zeichen haben und eine Reihe von 
Gliedern bilden, welche fortwihrend mit dem Index und bis in’s 
Unendliche wachsen. Bei dem Aufsuchen der Wurzel von N,, lassen 
sich also die Grenzen y und 6 dureh engere ersetzen, naimlich 
durch den soeben eingeschobenen Werth von 2, wahrend man als 
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zweite Grenze y oder 0 beibehalt, je nachdem die Zeichenreihe des 
ersten oder zweiten der fiir das erwihnte z erhaltenen entgegen- 
gesetzt ist. 

Haben zweitens fiir den eingeschobenen Werth s die Fune- 
tionen N,, und N,,,1 entgegengesetzte Zeichen, so hat N42 das 
Zeichen von Nn: und ist grésser als dieses. Man schliesst also 
wie beim vorigen Falle, dass N,,41, Nn+2, ete. mit gleichen Zeichen 
versehen sind und das eingeschobene « zu einer neuen Grenze ge- 
nommen werden kann. 

Indem man so fortfihrt, riickt man die Grenzen, zwischen denen 
eine Wurzel von N, = 0 liegt, beliebig nahe, den einzigen Fall aus- 
genommen, dass man drittens ein solches x einschiebt, fiir welches 
zwar N,, und N,,41 gleiche Zeichen besitzen, aber Natt < Nn. 
Dann kann zunachst der Fall eimtreten, dass Nnii, Nin+2, ete, 
gleiche Zeichen bekommen, bis zu einem Index mn abnehmen; 
und von dort an sich wie im ersten oder zweiten Falle verhalten, 
wodurch wiederum ein Zusammenziehen der Grenzen erméglicht 
ist. Nehmen die N, aber mit wachsendem x immerfort ab, so 
miissen sie sich der Grenze Null nihern, so dass dieses 
dann NV, zu Null macht. Man hat namlich fiir jedes » nach der 
Annahme 

Nny2 = Ante Nn41—Mn < Nays 
und hieraus 
Nn+1(Ang2—1) < Nn. 

Die Functionen N nehmen also mit wachsendem n fiir das_ be- 
treffende z nicht nur ab, sondern sogar so stark, dass fiir alle 
n wird 

N, ; 
b[(w+1)’— 2]|—1’ 
_sie nehmen also schnell zu Null ab. 

Hierdurch ist der Beweis geliefert, dass die Wurzeln der Glei- 
chung N,, = 0 existiren; es sind’auch, wie No. 3 forderte, die Mittel 
gefunden, um sie simmtlich, bis zu jeder beliebigen Grosse c, mit 
belicbiger Annaiherung zu berechnen. Nachdem namlich auf eine 
bestimmte Art jede Wurzel in zwei Grenzen eingeschlossen war, 
lernten wir Mittel kennen, diese mit Grenzen y, und 0, von solcher 
Beschaffenheit zu vertauschen, dass NV, fiir = y, und z=, ent- 
gegengesetzte Zeichen annimmt. 

6) Es geniigte noch nicht, dass a, oder N,, Null sei, ausser- 


Nn+1 <= 
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dem soll die Reihe fiir © convergiren (§ 104, S. 406). Dies 
eeschieht aber nach dem Obigen. Nachdem man naémlich in Bezug 
auf eine Wurzel s die Function N mit einem Index n erreicht hat, 
von dem aus die folgenden N abnehmen, wird nach 5) 
Naty+1 < Nese 35s } 

so dass die Reihe (67, a) jedenfalls convergirt, sogar noch 
convergirt, wenn man statt m einen imagindren Bogen 
WM SOwZzt. 

7) In dem Falle, dass b> 1, gestalten sich die Verhaltnisse 
etwas einfacher als in dem andern (S. 407), indem die Regelmassig- 
keit in der Vertheilung der Wurzeln von N,, die sonst erst bei 
spiteren » beginnt, hier schon bei x =1 eintritt. Mit Hiilfe des 
Kettenbruchs unter No. 2 fiir a@n:om-1 oder Nn: Nm—1 zeigt sich 
sofort, dass man folgende Zeichenreihe erhalt: 


[NyiNiclip Ny cabo. «Maer mi Mian dole Ne tol Nes 
+ 


a a 

[Op oe nee nL untpbyloatins a ey 

fails: ox eee fee ga ritlod by) Weta biWP 

FA} lnc potlenie Tap orga. Alm ee NO 

a 
[ot 4+ — +.—.... ye Cl iy eae ae 
[wile — + =F eC eet (i (Coan 


so dass also eine negative Wurzel s von N, =O zwischen —2 
und O vorhanden ist; die iibrigen liegen zwischen 1 und 4, 4 und 
9, ete., allgemein zwischen (x—1)? und n’. 

§ 105. Im vorigen Paragraphen wurden die Cylinderfunctionen 
erster Klasse, welche den Lamé’schen Functionen der Klasse K 
entsprechen, aufgefunden. Ich stelle die hauptsachlichen Resultate 
zusammen, welche eine ahnliche Untersuchung fiir die drei anderen 
Klassen liefert. 

Nir die vierte Klasse, welche den Lamé’schen N entspricht, 
findet man 

(67, 6)... (pm) = Z,sin2g+ Z,sin4dg + Z,sin6p+---, 
wenn die Coefficienten Z die Naherungszihler des Kettenbruchs 
(67) bezeichnen,; fiir s hat man die Wurzeln von Z, zu nehmen. 
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Fiir die zweite und dritte Klasse (Z,M) hat man 
(67,c) ... ©=N,cosp+N,cos3p+---, 
(67, da)... ©=Z, sing+Z, sin3q+--, 
wenn Z und N die Niherungs-Zihler und Nenner sind des Ketten- 
bruchs 


Coie) i.vors : 
2 1— 


1 
’ 1 
4b(9 — 42) — — 7 
4b(25—45)— —— 
Fiir s sind die Wurzeln der Gleichung resp. N, =O oder Z, =0 
zu nehmen. 

§ 106. Die Differentialgleichung (65, d) kann nach dem Vor- 
hergehenden, wenigstens wenn man die im Endlichen endlichen 
Lésungen betrachtet, auf doppelte Art integrirt werden, einerseits 
durch lineare Verbindungen von Produkten €(g)€ (iu), andererseits 
durch die Summe von Integralen (65, a). Wie im § 97, Schema B., 
hat man also Gleichungen fiir jede der vier Klassen von G, 
von. denen die, welche sich auf die erste Klasse beziehen, die 
Form annehmen 


2n .(p) E.(iu) = Shi f “eMeweos tn dn, 


ib >45) +1— 


wenn die Summe sich auf alle geraden Zahlen ¢ bezieht und der 
Index s das Individuum der Klasse bezeichnet. Setzt man hier 
e =1, so geht uw in O iiber und ©(0) ist eine Constante. Das In- 
tegral auf der Rechten wird aber 


Ie cosy 0087 cos tn dn = 2ni* J, iA cos@). 
Dies giebt eine Entwickelung der Function © erster Klasse 
nach Funectionen des Kreiscylinders 
(68)... AG.(p) = Sih, J, (iAcosg), 
wenn wie in (60) auch hier A eine Constante ist. 
Aehnlich verhalt es sich mit den anderen Klassen. 
Die E geben nach § 97 wesentlich dieselben constanten Coef- 


ficienten, wenn man sie nach Zugeordneten P;, vom Argumente 


Y oder & ordnet, wie wenn man sie nach Cosinus der Vielfachen 
c 


b 
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eines Winkels entwickelt. Hier zeigen die © dasselbe Verhalten 
in Bezug auf die Entwickelung nach J und nach trigonometrischen 
Functionen der Vielfachen von g. Um diese Bemerkung weiter 
zu verfolgen, setze man «x fiir seas und findet 

VI, dd, 

abe ie re 

ig = +e st ee 
die rechte Seite ist aber wegen der Differentialgleichung, welcher 
J geniigt ‘ 

= VEE ah. 


Die Differentialgleichung (66) der © giebt dann ileende Beziehung 
zwischen den h, welche zu dem gleichen s gehéren 


Py he| ae +8 +e°)J,| 10. 


Nach § 61, c wird aber 
I, ! 
Amide 9 — 2) 7,4 Jr 4.25 
dies in die vorige Gleichung eingesetzt, giebt die Relationen (¢ > 2 


vorausgesetzt) 
Wh, = (4B —22°Yh,, 
= (4.4°4 48 —2a")h,—2V'h,, 
Mhiey2 = (Av? +48 — 20)h, -- Vhz_a. 

Fiihrt man fiir die Constanten 4 und % (8. 406) die Werthe aus § 104 

Acs a i 2 — 4s 
ein, so verwandeln sich diese Gleichungen zwischen h,, h,, h,, ete. 
in dieselben, welche nach (66, b) zwischen 2a,, a,, @,, ete. be- 
stehen, und man erhalt demnach: 

a) Jede Function €(m) der ersten Klasse lasst sich 
nach Cylinderfunctionen J in die Reihe 
(68,4)... (pm) = 2J,(idcosq) — N,J, (idcos p) + N,J,(idcos p) —-+ 
entwickeln, wenn N,, N,, ete. dieselbe Bedeutung haben 
wie §. 408 in (67, a). 

Hier wie dort sind fiir » die Wurzeln der Gleichung N, = 0 
zu setzen. Aehnliche Resultate erhilt man fiir die drei anderen 
Klassen. Aus dem obigen Verfahren und dem Umstande, dass die 
fiir die J angewandten Formeln ebenso fiir die Cylinderfunction 
aweiter Art K gelten, findet man: 
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b) Die Functionen des elliptischen Cylinders zweiter 
Art der ersten Klasse lassen sich in die Reihe 
(68, 6)... &(@) = 2K, (iA cos q)—N, K, GAcosq) + N,K,(iAcosg)—: 
entwickeln, wenn die N dasselbe bedeuten wie unter a). 

Hiermit schliessen wir diese Untersuchungen iiber die © und 
® ab. Dass auch diese Functionen sich Ahnlich wie die E zur 
Vornahme von Entwickelungen eignen, ist klar, da fiir die Be- 
stimmung der Coefficienten aus (66) der Satz folgt, 


Jf En@)-G@ dg = 0, 


wenn m und » verschieden sind. - 


Viertes Kapitel. 


Ueber orthogonale Substitutionen. Anwendung derselben 
auf Entwickelungen der © und #. Entwickelung der 
Kugelfunctionen nach Lamé’schen Produkten. 


§ 107. Die Untersuchungen, welche den Gegenstand dieses 
Kapitels bilden, leite ich mit der Zusammenstellung von bekannten 
Satzen tiber orthogonale Substitutionen ein. 

Eine homogene Function zweiten Grades yon x+1 Verinder- 
lichen, 2, 4:25 --s Ue 

a > 54, ,0,2,, 
=i 

in der a,,=a,,, kann durch eine lineare orthogonale Substitu- 
tion (A) 
Ly = Cy oYot Cy Yr t+ ConYn, 

Ly = Cy Yo Yt +Cinyn, 

Bp = Cnn Yo +t Cn1 Ye + CnnYny 

in die Form 

V = yo +39; to + EnYn 

gebracht werden, wenn die z nicht willktirlich gegebene, sondern 
bestimmte nur von den a abhingige Constanten bezeichnen. Or- 
thogonal heisst die Substitution, wenn aus den linearen Glei- 


chungen, welche zwischen den a und y bestehen, die Identitit folgt 
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ie ig eZ ee a i 
Die Verhiiltnisse cy,:¢1,:+:+:¢n, ergeben sich aus dem e'*" Werthe 
von z und den a durch Auflésung der linearen Gleichungen (B) 
(@j9— 3) Co. + Gy, Cre t+ + Qn One = 9, 
Ayo C0. +(4,,—3) Crt + diner, = 9, 


An Cet Ont C1. + + (Ann— 3) One Se 0, 
und aus ihnen folgen die Werthe der c selbst, weil cj,+ ci++:: + en, 
gleich 1 sein muss. 
Zunichst hat man fiir s solehe Werthe zu suchen, welche die 
Determinante dieses Systemes, die vom Grade n+ 1 ist, zu Null 
machen. Diese Determinante heisse f(z); sie ist 


Ayn —% Ay Na Qn 
a De SRaNS Bes ay 
f(s) = 10 14 n : 
anv) Ant OO Ann — % | 
Die »+1 Wurzeln von f(s) = 0 sind die in dem Ausdrucke von 
V auftretenden Gréssen %,, 3,, ..+, Zn 


Setzt man in das System B. der linearen Gleichungen fiir 
diese Wurzelwerthe der Reihe nach ein, so lassen sich aus jedem 
der »+1 so entstehenden Systeme linearer Gleichungen die Coef- 
ficienten c, die zu dem betreffenden z gehéren, bestimmen. Im 
§ 108 Gleich. 69, c—d zeigt sich, wie man diese c darstellen 
kann, wenn V in einer Gestalt auftritt, welche bei un- 
seren Untersuchungen allein von Interesse ist, wahrend 
ich hier, um zu einem Abschlusse zu gelangen, das Resultat fiir 
den allgemeinsten Fall in der itiblichen Form mittheile, in einer Be- 
zeichnung, der sich Herr Weierstrass im Monatsbericht der Ber- 
liner Akademie vom 4. Miirz 1858 bedient. 

Die Unterdeterminante, welche entsteht wenn man in f(s) die 
a'° Horizontal- und die 6" Vertikalreihe auslisst, heisse “f6, so 
dass “f? gleich °f* wird; ferner bezeichnen f’(s) die erste derivirte 
Function von f(z). Dann ist 

POPPE ++ i) = —f'@)- 
Fiir die gesuchten Coefficienten der orthogonalen Substitution findet - 
man die Werthe 


ae i 
Biel Kanes gaye 
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wenn %, wie oben eine Wurzel der Gleichung f(s) = 0 vorstellt. 
Man kennt aber nicht nur die Zahlwerthe sondern auch die Vor- 
zeichen der (n-+-1)’ Coefficienten c, indem unter den Determinanten 
die Beziehung besteht 


“f*(6) PFE) = FF (2))”. 
Die Zeichen von n+1 Gréssen c bleiben selbstverstandlich will- 
kiirlich. 


§ 108. Die allgemeine Aufgabe der orthogonalen 
Transformation lésen wir nun auf andere Art, indem wir 
sie zundchst auf eine einfachere reduciren. In den Monatsberichten 
der Berliner Akademie vom 9. Nov. 1848 (im 39. Bd. des Crelle’schen 
Journals) hat Jacobi durch eine Arbeit ,Ueber die Reduction der 
quadratischen Formen auf die kleinste Anzahl Glieder“ ein einfaches 
Verfahren angegeben, durch welches man jede Form zweiten 
Grades V mit n-+1 Verainderlichen in eine solche mit 2n+1 
Gliedern verwandeln kann, welche die Form hat 

(69)... V=a,2>—2b,2,2,+ a, 7* — 2b, @, 2, + 20,27; —-.- 

— 2Bn X18 n+ Anh, 

also aus der allgemeinen hervorgeht indem man a, fiir a,,, ferner 
—b,, fiir a,-1, setzt, in allen tibrigen Fallen aber a,, gleich Null. 
Jacobi fiihrt diese Verwandlung sogar durch dquivalente Substitu- 
tionen*) aus, indem er sich unter den a und b ganze Zahlen denkt, 
und dieser Umstand allein ist es, der ihn zu ausfiihrlicheren Betrach- 
tungen veranlasste, welche hier nicht in Frage kommen. Selbst fiir 
die Liésung der allgemeinen Aufgabe des § 107 geniigt es daher, 
dass ich hier zeige, wie sich die Transformation des § 107 gestaltet, 
wenn man sie auf die einfachere Form (69) anwendet und diese 
durch eine orthogonale Substitution in 


V= BYot ays a st Ba Yn 
verwandelt. 
Das System linearer Gleichungen (B) des vorigen Paragraphen 
vereinfacht sich in diesem Falle zum System (69, a) 


*) Jacobi nennt die Substitutionen aquivalent, wenn ganzzahligen x ganz- 
zahlige y entsprechen und umgekehrt. 
Heine, Theorie der Kugelfunctionen. 2. Aufl. i 


as 
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0:='(a, 4s) ¢, —), ¢,, 

O=—b,¢, -++-(a,—2)¢,— b, C3) 

O0= —b,c, +(a,—2)c,—b,c,, 

O = — Dy a1 Cn 2 + (QnA1— 5) Cn1— bn Cn, 

O = —bn€n—1 + (G@n—%) On 
wihrend die Determinante f(z), zuweilen besser mit f,,(z) bezeichnet, 
die besonders einfache Form annimmt, welche S. 262 bei der Unter- 
suchung tiber Kettenbriiche auftrat 


a—s 0b, 0 Sree eel, 0 0 
EET PRE WEB Soak!) 0 0 
0 iy hee ree ee 0 0 


file) = 


0) 8) 0 sep Omd ears by 
0) O 0) ere) b, On—% 
Aus fn(s) erhalt man f,-1(s) durch Weglassung der letzten Hori- 
zontal- und Vertikalreihe; auf gleiche Weise f,—2(s) aus f,-1(s), ete. 

Dass die Wurzeln der Gleichung f(s) =0 reell sind, wenn 
a und 6b reelle Gréssen bezeichnen, ist zwar aus der allgemeinen 
Theorie der orthogonalen Transformation bekannt, wird sich aber 
unten von selbst ergeben, ebenso wie die (im allgemeinen statt- 
findende) Ungleichheit dieser Wurzeln z,, 2,, ... %n. 

Fiir die gesuchten Substitutionscoefficienten c erhalt 
man, nach § 107, bei der Form (69) den Ausdruck 


Vox 
V0) + (1) pee (yin? ’ 


69:6), 30) Siesk 


wenn man setzt 


; x—1(%) 
(69, C) aoe yale a, 5) vy = 1Y 
129 ++-Ox 


Die Functionen f, werden namlich, wie aus der Beschaffenheit dieser 
Determinante hervorgeht, durch das System von Gleichungen gegeben 


(69, d) ... fx = (Qu —2) fr_1 — B23 fro, 
fates (4, 1— 3) frn_2— b-i fas, 
f, = (a,—2)f,—5;, 
fo = (a,—%). 
Setzt man fiir die f ihre Werthe ausgedriickt durch y, so entsteht, indem iat 
Null ist, das System 
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0= (a,—3z) Yon — O70 
ontun = rar ae ) ina Pat mes n—2>» 


Siete Sener 5 Y10> 


by = (4,—2) 0. 
Da die ¢ proportional den y sind, so geben auch die ¢ in der That die 
Lésung dieses Systems (69, a); sie sind genau die Coefficienten der orthogo- 
nalen Substitution, weil man ausserdem lat 


Chot C1 +e] Cin = 1. 

Aus den Gleichungen (69, d) folgt nach Sturm’s Methode sofort 
die Realitaét und Verschiedenheit der Wurzeln, wenn die a und b 
reell sind. Nur wenn eine oder mehrere Constante 6 Null waren, 
kénnten Wurzeln gleich sein. Diesen einfacheren Fall, in welchem 
f, in ein Produkt von mehreren Functionen ahnlicher Beschaftenheit, 
V in eine Summe yon Functionen derselben Art wie V zerfallt, 
deren jede eine geringere Zahl von Veranderlichen besitzt als V, 
— der fiir unsere Anwendungen kein Interesse gewahrt, — verfolgen 
wir nicht weiter. 

Indem man nach § 64 das System der linearen Gleichungen 
(69, d) mit einem Kettenbruch in Verbindung bringt, erhalt man 
schliesslich fiir die 

Aufgabe: Es soll eine Form zweiten Grades (in Jacobi’s 
Sinne eine Form mit der kleinsten Anzahl von Gliedern) 

V = a, 0; — 2b, 2, ©, G, ©) — °°; — 20 In_1 Ly + On Kp 
durch eine orthogonale Substitution (A) 
: 5 main oe ach Sead dg 


cao eye nly =ileg 
Vi= Yo +BY) TT RnYn 
verwandelt werden, 
folgende Lésung: 
Bezeichnet man durch XN, = a,—4%, ete. schliesslich Mi41 
die Naherungsnenner des Kettenbruchs 


1 
== a 


in die Form 
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so sind %, %,, ---, 2n die Wurzeln der Gleichung %,41(6) = 0. 
Die Coefficienten c der Substitution werden durch die 
Gleichungen bestimmt 
Be cae hn = eed 

rT Veo tytn yin San. hui eee Mee 

Dieselben Ausdriicke erhalt man auch fiir die Unbe- 
kannten c des Systemes (69, a) auf S. 418, wenn diese noch 
die Gleichung erfiillen sollen 

Cotente-+ cr, Fc 


A 5 P : 
Beispiel. Um a,x} —2b,x,a,-+ a,x; zu transformiren, setzt man 


- 


c a) i 


und findet 

Ist = 4,—&4) N, > (a, —%)(a@,—%) — bi. 
Sind z,, 2, die Wurzeln von N, = 0, so hat man demnach folgende ortho- 
gonale Substitution 


es b, YoT (Go 20) ies eg ak b, Yot (4—%1)¥; ‘ 
a OR ACA ne gir Ana een 
§ 109. Zunachst betrachten wir die Functionen des ellip- 
tischen Cylinders, als Beispiel fiir das Vorhergehende, in Bezug 
auf ihre Verbindung mit einer orthogonalen Substitution. Wiederum 
behandeln wir die erste Classe ausfiihrlicher. Hangt man in (66, a) 
auf S. 406 den © und den Coefficienten a zugleich den Index s an, 
um die verschiedenen Individuen der ©, welche zu demselben # 
gehéren, von einander zu unterscheiden, macht also 


C.(m) = 4a5 + S af,cos 2ng, 
n=1 
so wird man haben (S. 415) 
1 a Be 4 
+ [C.EG)ig = Lexa +E aval = 0, 
0 


so lange s und ¢ verschieden sind; sind jedoch s und + einander 
gleich, so verschwindet das Integral nicht mehr. Andrerseits hat 
man das System linearer Gleichungen (66, 6), welches die @ ver- 
bindet und die Form des Systemes (69, a) besitzt. Beide stimmen 
iiberein, wenn man im letzteren setzt 
fiir Cy; or bs On. Gy Le 
resp. Sa Gap SV Qe nib tbs 


y2 
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und man hat das Resultat: Wird die Form zweiten Grades 
mit unendlich vielen Verdnderlichen 
V = —2y2.a,x,+61%e? —2e,a, +b(2e,)’—2e,”, +6(3a,)’— in infin. 
durch eine orthogonale Substitution in die Form 

1 oe 

> V=s5,y6+2,9? +3,y;-+ in infin. 
transformirt, so verhalten sich die Constanten a, aus 
denen nach (66, a) die © gebildet werden, zu einander 
wie die Coefficienten der orthogonalen Substitution auf 
S. 420, so dass man hat 


OF SOE OL Ue SY). y2: 751° 523 ObC. 
Der Kettenbruch, aus dessen Nennern % die y gebildet werden, ist 
Ui tt 5 it a 
2 
— ba—. Ta 
LOE Toner ae 


Fiir die anderen Klassen der © findet man ebenso die in wenig 
veranderter Form schon aus § 105 bekannten Resultate. 

§ 110. Unsere Untersuchungen iiber orthogonale Substitutionen 
wenden wir ferner an, um fiir die Lamé’schen Functionen 
die noch unbekannten Coefficienten g und h des § 97 zu 
ermitteln. Die ersteren nehmen ein besonderes Interesse fiir sich 
in Anspruch, indem sie, wie man aus den Gleichungen (60) und 
(60, a) weiss, zugleich in der Eutwickelung der Lamé’schen Func- 
tionen nach Zugeordneten und in der nach Cosinus und Sinus der 
Vielfachen eines Winkels y auftreten. Wir bestimmen die g und 
h zugleich, indem ihre Wechselbeziehung, welche auf ihrem Ver- 
halten zu einer orthogonalen Substitution beruht, das Auffinden 
dieser Coefficienten erleichtert. 

Man fiihrt in die Differentialgleich. (59) fiir die Function n'" 
Grades E die Veranderliche z durch die Gleichung 

| BAY Vide 
ein, darauf den Winkel x fiir ~ durch die auf S. 354 angegebene 
Gleichung und schliesslich die Constante x des § 96, S. 372, deren 
Reciproke wir durch 4 bezeichnen, so dass man hat 


: ey ae? Cub oo poe 
COSY — uyer—b* ae: b? x ae, 


(1—-Acos2y)d’x -(2n—1)Acos2y dzdy+[n(n+1) -2v+n(n—1)d.cos 2x |sdy’=0, 
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Entwickelt man » zuerst nach Cosinus der geraden oder der 
ungeraden Vielfachen von x (m. vergl. (60, a) auf S. 377), so hangen 
die h durch die linearen Gleichungen von einander ab 

(a)... (n+m+1)(n4+m-+2)Ahmnye + 2[n(m +1) —m*— 20h, 
+ (n—m +-1)(n -—m 4-2) Ahn» = 0. 
Zur Bestimmung der v dient die Forderung, dass h,, = 0 sobald 
m >n; es wiirde schon geniigen, dass man h,, zu Null macht, fiir 
m=n-+1 resp. =-+2, je nachdem nm ungerade oder gerade ist, 
wenn es sich um die K, gerade oder ungerade, wenn es sich um 
die L handelt. 

Wird ferner s nach Sinus der Vielfachen von x entwickelt, 
so besteht zwar im allgemeinen dieselbe Gleich. (a) zwischen den 
Coefficienten h; nur fiir m=1 resp. m= 2, je nachdem es sich 
um die M oder N handelt, ist sie mit 
(b) ... (n+ 2)(m+3)Ah,+ [2n(m +1) —40— 2—An(n+1)]h, = 0, 

(c)... (n+3)(n+4)Ah,+ 2[n(+-1)—2v—4]h, = 0 
zu vertauschen. 

Dieselben Gleichungen zwischen denselben Coefficienten h 
wiirde man erhalten haben, wenn man von den Gleichungen (60) 
und nicht wie so eben von (60, a) ausgegangen wire, also die 
Function E(v), statt nach den trigonometrischen Functionen, nach 


den Zugeordneten Pa(+-) mit festem » geordnet in die Differen- 


tialgleichung der E eingesetzt hatte. Aus der Differentialgleich. 
(36) folgt némlich mit Hiilfe der Recursionsformeln des § 63 dass 


mae Be +19? PA ( ; ye a4 : y) 


sich in den einfachen Ausdruck verwandelt 


2[n(n-+1)—m'| Pa(+) +-(m—m)(n—m—1)1P? a+) 


+(n--m)(n-+ m—1)APhaa(+), 


wonach die Herstellung der Gleichungen (a) auch auf diesem Wege 
ohne Schwierigkeit erfolgt. 

Man findet die vollstindige Entwickelung dieser sich auf die 
Zugeordneten beziehenden Formel im § 92 der ersten Auflage dieses 
Handbuchs. Sie lasst sich durch Anwendung der Formeln des 
§ 63 kiirzer fassen als es dort geschah. 
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Das Integral zweiter Gattung F kann man in dhnlicher 
Weise in Reihen entwickeln, die aber in’s Unendliche fortlaufen, 
némlich in solehe, die nach den Zugeordneten zweiter Art Q,, 
geordnet sind, oder, wenn man F=u-"—1.3 gesetzt hat, so dass 3 nach 
Cosinus oder Sinus der’ Vielfachen von x fortschreitet. In beiden 
Fallen treten statt unserer Constanten h solche auf, die —n—1 da 
enthalten, wo die unsrigen . Wir unterlassen die weitere Aus- 
fiihrung und gehen zur Bestimmung der g und h zuriick. 


§ 111. Die h hangen nicht durch ein solches System Glei- 
chungen zusammen, wie die c im § 108, aus dem man ganz direkt 
ihre Verbindung mit einer orthogonalen Substitution ableiten konnte, 
wohl aber die g, weshalb wir auf diese iibergehen. Wir legen 
dazu das Schema A. des § 97 zu Grunde, und behandeln die ver- 
schiedenen Klassen der E gesondert, nur eine ausfiihrlich, die ganz 
willkiirlich gewahit werden kann. Wir wahlen die K. 

Die erste Gleichung des Schema A. (z stellt wie dort die ge- 
raden Zahlen 0, 2, 4, etc., im ganzen o+1 Werthe, vor und s 
ebenso viele Indices), namlich 

C, = Zooks W)K(v), 
multiplicire man mit einer Gleichung derselben Art 
C, = SIKU) KO), 

in der also p eine gerade Zahl wie a bezeichnet, ferner mit 

sin 0 dO dw = (u’—v")dedl 
und integrire nach 6 und w von 0 bis 47, also nach ¢ und ¢ von 
O bis w oder w. Die linke Seite wird dann (§ 78, d. M. beachte 
den Schluss des Paragraphen) Null, wenn p und zw verschieden 
sind, aber 

T i 
22m) at | 

wenn p = 7 und a durch (46, a) gegeben ist. Um Verwechselungen 
zu vermeiden, wahlen wir in diesem Kapitel , um die Ludolph’sche 
Zahl zu bezeichnen. Die rechte Seite verwandelt sich in 


= 9 Is 
wenn wir uns den willkiirlichen multiplicirenden constanten Faktor 


von K geeignet ausgewihlt denken. (M. vergl. § 98; es muss dort 
y in (f) zu 1 werden.) Hiermit ist nachgewiesen, dass die g zwar 
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nicht selbst Coefficienten einer orthogonalen Substitution sind, sich 
aber wie solche zu einander verhalten. 

Um ein Endresultat von méglichst einfacher Form zu erhalten, 
fiihre man statt der g die Buchstaben g ein, die sich von ihnen 
nur durch eine Constante unterscheiden, indem man fiir jeden 
Index m, nicht nur wenn m eine gerade Zahl 7 ist, setzt 


m m TT 

o ae Torey 
Man hat dann das Resultat: Die Zugeordnete ni” Grades 
C, lasst sich nach Lamé’schen Produkten erster Klasse 
in die Reihe 


CLD) et: | U7 Cli: f= Sai K,’ (ua) Ky (rv) 


entwickeln, wo die (¢+1)’ Goeffrei én tien q Coefficienten 

einer orthogonalen Substitution sind und gesetzt wird 
bY — 9. [1.3...Qn—1)/ 

‘i TT(n +m) IT(n— my)’ 

fiir m =O die Halfte genommen, so dass im allgemeinen b, = dy, 

nur b, = 34,. 

Die Resultate fiir die tibrigen Klassen der Lamé’schen Func- 
tionen erhalt man aus (71) durch Vertauschungen von Buchstaben 
wie bei der Ansicht des Schema A. im § 97 fast selbstverstandlich 
ist. Vertauscht man in (71) links zuerst 7 mit v, dann C mit S 
(nicht zugleich ~ mit c), drittens C mit S und zugleich 2 mit 1, so 
hat man rechts fiir K zu setzen resp. L, M, N und die Summation 
resp. tiber n—o, n—o, o Werthe von s auszudehnen. 

Um endlich die g véllig zu bestimmen, bedient man sich der 
Untersuchung tiber die h im vorigen Paragraphen in der Art, welche 
im Eingange des § 110 angedeutet wurde. Weil die g einer ortho- 
gonalen Substitution angehéren, hat man aus (71) 


(71, a) rs K;'(u) Ke 0) = aye, ea sole 


Diese Gleichung, mit der ersten im ome B. des § 97 verglichen, 
giebt den Ausdruck der h durch die g, nimlich 


(Pee 


by Qs acrelias vy]. 


(Ue b)osini lati ghin/ Hae e, 


Setzt man denselben in die Recursionsformel (a) des § 110 ein, so 
erhalt man eine solche fiir die g und hieraus fiir die g. 
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Zur besseren Uebersicht stelle ich sie hier mit einigen im 
Vorhergehenden vorkommenden oder noch einzufiihrenden Bezeich- 
nungen und Formeln zusammen: 

aaa Oy) Spe 

Ae, =(n—m)(n+m+1), (m> 0); Ae, = 2n(n+ 1); 

o=7n wenn n gerade, o=4(n—1) wenn nv ungerade ist, 

(TA, ©) wen Ag? Vey, +-(e—D)Qs” = 0, 

wenn 2 > 0. Dieses System von Gleichungen hat genau die Form 
wie das fiir die ¢ in (69, a) 8. 418. Wir kénnen demnach auf die 
Coefficienten q die Satze anwenden, welche man am Schlusse des 
§ 108 findet und haben als Resultat, bei dessen Ausdruck es un- 
bedenklich sein wird auch eine Zeile oder Wurzel die 0% zu 
nennen: 

I. Satz: Die Coefficienten g” in (71, a) sind die Coef- 
ficienten in der s'” Horizontalreihe der orthogonalen 
Substitution, durch welche die Form 

(T1,d) ... @, a) 4-2de, €, 2, 2,4 (e} 4+ 3) a} 4 206, 8,0,2, ++ 
+++ 2 €em—2 Erm—1 Lm—1 Lm + (EFm—1-+ E2m) m+ +++ + (Elo—1 + €25) VG 
in die Form 
YoYo PUY) + Uo Yo 
transformirt wird. 

II. Satz: Die Coefficienten der sammtlichen Horizontal- 

reihen ergeben sich aus dem Kettenbruch 


CD)a x : s 


Ey. —v 


der von selbst mit dem o+1'™ Partialnenner é,_;+ @.—v 
abbricht. Es findet namlich die Proportion statt 
aM «AN, xON, 

Cid, Geers Gs2G, sees G1: ai eee sihes Fo eee 
wenn % die Naherungsnenner des Kettenbruchs in der Art 
bezeichnet dass e,—v= Mt, wird, und man fiir v die s' 
Wurzel der Gleichung N41 = 0 setazt. 

Diese Gleichung vom Grade o +1 vertritt also die, welche man 
nach Lamé zu lésen hat um die Functionen K zu bilden. Die g 
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selbst zu finden, hat offenbar nicht die geringste Schwierigkeit. 
Indem man auf der rechten Seite der Proportionen (72, a) das 7'* Glied 


mit Vb", multiplicirt, oder, was auf dasselbe hinauskommt, mit dem 
Nenner dieser Wurzelgrésse dividirt, verwandelt sich die linke Seite 
nach (71, b) in das Verhaltniss der h, so dass man durch Einsetzen 
der Werthe in (60, a) die Entwickelung nach Cosinus der Viel- 
fachen von « und durch Einsetzen derselben Constanten in (60) 
zugleich die Entwickelung nach Zugeordneten findet. Die Deter- 
minante N,41 ist eine soleche von der einfachen Form wie auf 
S. 262; man beachte auch dass 
2 (m+ Em—1—V) = n(n +1)—m?*— 20. 

Die g findet man nach S. 424 durch Multiplication der g mit ein- 
fachen Constanten. 

§ 112. Durch dieselbe Methode bildet man die g und A fiir 
die tibrigen Klassen der E mit Hiilfe der Constanten g, indem man 
nicht nur fiir einen geraden Index m, wie in (71, 6), sondern fiir 
einen beliebigen setzt 


s 8 
hn = Gin re = "am. 


Die Recursionsformel (71, c) besteht dann noch im allgemeinen, 
wenn die gerade Zahl ~ mit einer beliebigen andern positiven 
Zahl m vertauscht wird. Bei der vierten Klasse der E, den N, 
beginnt jedoch das System erst mit 

Ags” Ve 8; +(@,+ éy7 vgs? a 0, 
bei der zweiten und dritten Klasse mit 


—— A 
Ags? Ve, 4 Ere 2 A a a5) &— vgs” = 0, 


wo das obere Zeichen sich auf die L, das untere auf die M bezieht. 
Daher hangen bei den N die Constanten g vermittelst des- 
selben Kettenbruchs (72) zusammen wie die K, aber so, dass fiir 
die N die Proportion besteht 
2 49 ee 
et a ce Orn Ff Dae ie Mag Oe 
Bei Ge tee tgs = 3: & 45 6,8, oe si Bie aed 


rey ss 
wenn die 3 die N&herungszihler des Kettenbruchs (72) in der Art 
vorstellen, dass 3, gleich 1 ist. Die Werthe von v ergeben sich 
durch Auflésung der Gleichung 8,41 = 0. 
Die Coefficienten der L und M erhalt man dureh die Nenner 
und Zahler des Kettenbruchs (72, a) 


=] 


§ 113, UD Entwickelungen Lamé’scher Functionen. 4A? 
é, A 
{— —+ - 
ei 485+ they—v— seer S SoS 


é,+é,—v 


TS 
Cee es 


der gleichfalls von selbst abbricht. Die Wurzeln des letzten Nahe- 
rungs-Nenners oder Zahlers geben die den L oder M entsprechenden 
Werthe der v. 

§ 113. Die vorstehenden allgemeinen Ausdriicke wenden wir 
auf specielle Falle an. 

Fiir b=0, also A=x=1, kennt man bereits aus § 91 die 
Werthe von v, welche die Functionen K, L, M, N geben. Es sind 
namlich die Wurzeln v bei einem geraden n 


fiir die Klasse K 0, 4, 16, ... n° 


at 9; oll A Lfoth PAG HBB. Ie. . n”, 
gixo, 7A seagl A Mbbo VA WMoilaan's bazein « 
my AE sd Natrll 20m 2551 eso Gase19? 
und bei einem ungeraden xz 
fiir die Klasse K 1,9, 25, ... i 
eM a ONDE RN lan? 
Pod > AE OLA )16 Sh iisg Cal 
oe AS) ye Bile we Anal Gary Mat Ys 


Demnach ist fiir ein gerades nm der Kettenbruch (72) gleich 
_ ee 2):.. =D) 
v(v—4)(v —16)...@u— nn”) _.?” 
und der Kettenbruch (72, a) gleich 
OOO) aN Ca ay) 
(v —-4)(v—16)...u—n’) ? 
fiir ein ungerades n sind sie resp. gleich 
-o@—D@—10)...~—@ we 
(v—1)w—9)...(v—n*) 
v(v—4)(v —16)...(v -- (@—1)”} 
(v—1)—9)...(v—n’) ; 
so dass die beiden Kettenbriiche fiir den Fall « = 1 summirt sind. 
Sie lassen sich nach (c), S. 268, noch weiter transformiren; setzt 
man dazu v” statt v, so erhalt man z. B. fiir ein gerades nm aus 
der ersten von den vier Formeln das eigenthiimliche Resultat 
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(v+n)(v+n—2)u-+n—4)...(v—n) _ E, 


Sut) 


(vu-+n—1)v+n—3)...(v—n +1) é, 


v= 


Der Kettenbruch bricht von selbst ab, da hier wie oben gesetzt ist 
Qe, = n(n+1), 4e,, = (n—m)(n 4+-m-+1). 

Wenn man »=oo macht, so kommt man wieder auf den 
Kettenbruch, der bei den Functionen des elliptischen Cylinders 
auftrat. 

§ 114. Zum Schlusse fiige ich einige Zahlenbeispiele 
hinzu, welche sich auf ein allgemein bleibendes x, aber nur auf die 
ersten Werthe des Stellenzeigers » beziehen, und die Beispiele der 
§§ 92—94 vervollstaindigen. 

Fiir n =0 und n= 1 erledigt sich Alles ohne Rechnung, da 
fiir n=O nur eine Function E von der Klasse X existirt, namlich 
eine Constante und man fiir = 1 hat, abgesehen von dem con- 
stanten Faktor, der bei den Integralen solcher Differentialglei- 
chungen gleichgiiltig ist 

K'= Ll, L' = yur — 0’, a Vw—e’, 
wahrend ein N nicht existirt. 
Fiir die nichsten Werthe von » wird 

Lr 2 eed | 

Q)eftir n== 35 6, = Ol ey soho 

3) fiir nA; 2, =3110, epee Slee) a2, 

4) fir n= 5> s, = 15, ¢, = Tyintele=6,. bos 

a tir n= 6;"e,=221, e510) ee 9 ney, 
(Fiir jedes feste n geben «,, 2¢,, 2¢,, etc. die Differenzreihe —-1, 
— 2, —3, ete.) 

Hiernach sind die Kettenbriiche (72) und (72, a), aus denen 
die Coefficienten und die Gleichung gebildet werden, deren Wurzeln 
fiir v zu nehmen sind, resp. 


Petit 2 =.2 


1 
; Sha? 
a rE 
3A 
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2) fir n=3 
i 
15Ad’ 
aes eee. 
6A 
ee 
744-32 v—; a 
ape 
3) fir n=4 
Pad 
45AA 
SB # Raa 
Ey 
e 10A = 
7 + 54—v— : 
4) firn=5 ' 
1 
105AA 
ae Pe) 
ISOs pais 
= 15A 
29118) 422A 
2 A SShA 
Em a 3? 
5) fir n=6 
1 
21 210AA a 
1s EFF] 
3 eat te 
3—v’ 
hae 21A 
sya __ 9044 
Sa uo antl etal 
2 2 y 


Aus diesen Kettenbriichen findet man die Gleichung, deren Wurzeln 
die v sind, indem man in jedem der fiinf Falle fiir die N, K, M, 
L den letzten Naherungszihler des in der betr. Nummer ent- 
haltenen ersten Kettenbruchs, oder resp. seinen Naherungsnenner, 
oder den Niherungszihler des zweiten Kettenbruchs oder endlich 
dessen Niherungsnenner gleich Null setzt. Die beiden letzten Aus- 
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driicke unterscheiden sich nur durch das Zeichen von 4, so dass 
es nur nothwendig ist, einen von ihnen hierherzusetzen; wir wahlen 
den, welcher sich auf LZ bezieht, und haben folgende Gleichungen, 
von denen der Reihe nach die erste, zweite, dritte aus jeder 
Nummer sich auf die N, K, L bezieht: 


LD) = 
0=1-v, 
0=3—3V—4y+0", 
0O= 5+ 32—20, 
Zn 3 
O= 4-9, 


O = 24—154?—100 + v’, 
O = 38—154’+ 184 — 284124) v + 4v’, 
3)n=4 
0 = 16—7/2’—100 + v’, 
O = 160(1— 4”) —116v + 522? + 20v?— v* 
O = 209 +1104 — 632°— (60 + 20A)v -+ 40’; 
ete. ete. Diese Gleichungen kann man mit denen zusammenstellen, 
aus welchen nach Lamé die Wurzeln &, %, Mt, N gefunden wurden 
(Vergl. §92u.f.). Z. B. fiir n= 4 erhalt man nach Lamé 
O = v(v — 4)(v—16) p+ 168qv + 40q(v — 16), 
0 = [p(v—1) —3e"][p(v — 9) — 7e*] + 84g, 
0= p’?w—LDw—9Y) 4+ 289. 
Diese Gleichungen stimmen mit den obigen tiberein, wenn man fiir 
p und q ihre Werthe p = b’+-c’, q=b’c’ einsetzt. 

§ 115. Die Function P’(cosy) selbst liefert eine ai ete Ent- 
wickelung nach den Lamé’schen Produkten, wenn y den- 
selben spharischen Winkel bezeichnet, wie in der Gleich. (50) des 
§ 71, so dass also 

cosy = cosOcos0,+ sin Asin #, cos(w— y,). 
Nachdem man fiir 0, w die elliptischen Coordinaten wu, » durch 
(58, 6), fiir 0,, w, ferner u,, », eingefiihrt hat, findet man nach (52) 


(a)... P"(cosy) = EC Lym arn (Cin [M2] Cm [e, 9%] + Sin[ ee, 7] Sim [4,4 1) 


Driickt man jedes C und S mit Hiilfe von § 97 durch Lamé’sche 
Produkte aus, die simmtlich zu dem oberen Index n gehéren, so 
hat P” zuniichst die Form 
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2n 
= a, E(u) E,(v), 


wenn die a Constante nach 0, w bezeichnen, die aber noch 6, und 
w, oder w, und », enthalten. Wegen der Symmetrie von y nach 
, vy und «,, », muss aber dieselbe Grésse gleich 

S6,E.(u,)E.0) = BaF. (wE0,) 
sein, wenn 6 eine Constante nach w,, » und « nach mw, », vor- 
stellt. Aus § 98 folgt, dass die drei Ausdriicke, weil gleich, auch 
identisch sind, wodurch man hat 

a, E(u) = 0,E(u,), o.E.(v) = &E,(»,). 
Aus der ersten von diesen Gleichungen folgt 
a= cE(u,), = cE(u), 
wo e weder uw noch » noch w,, also nur noch », enthilt. Daher ist 
cE(u, EQ) = EQ), 

folglich c =k.E(»,), wo k eine numerische Constante vorstellt, so 
dass die Form der Entwickelung, welche aus (a) entspringt, ist 


(6)... P\(cos7) = ¥ E(u) Bx) E(u, EL) 


und es bleibt nur noch iibrig, die Werthe der Constanten k zu be- 
stimmen. Dies geschieht nach den Prinzipien, aus denen (f) im 
$78 abgeleitet war oder (61) im § 98. Setzt man in y fiir 6, und 
w, Bogen 6, und w,, denen elliptische Coordinaten uw, und », ent- 
sprechen mégen, multiplicirt diese Gleichung mit dem Ausdrucke, 
der entsteht, wenn in (6) statt 0, w gesetzt wird 0,, w,, dann mit 


ae sin 0,40, dw, 


und integrirt nach 6, und yw, von O bis x resp. 27, so entsteht 
nach (f) des § 87 genau die urspriingliche Kugelfunction P”(cosy). 
Hatte man P” in (6) in die vier mehrfach erwihnten gleichartigen 
Theile zerlegt, von denen irgend einer §{ heisse, so wiirde $, 
nach derselben Methode behandelt, sich wieder in sich selbst ver- 
wandeln. Dann hatte es aber ausgereicht (s. d. Schluss des § 78) 
die Integration statt bis x resp. 2x nur bis 4x vorzunehmen; um 
dasselbe Resultat zu erhalten, muss man dann freilich das Integral 
mit 8 multipliciren. Jeder Theil $$ giebt Lamé’sche Produkte 
nur von einer Klasse, so dass man erhdlt, wenn ¢, und «, zu », 
und uw, dieselbe Beziehung haben, wie ¢ und « zu » und yp, 
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2(2n+1 5 
BONED (6) Hsu) EO) Ete.) Es(,) 
@ OAD ANY 2 n 
x frat, fis — 9 (E.(u,) ExQ,)) de, = P*(c087), 
“0 0 


also fiir die Constante k den Werth findet 


w @ 
pe BONED [Mae f w= EEO) ae 
0 0 

Diese verhilt sich daher ahnlich wie a; im § 62, Gleich. (46, a) 
und § 73. Wahlt man die Constante in den E so, dass das Doppel- 
integral (der Ausdruck y auf S. 380) gleich 1 ist, so findet man 
also die einfache Entwickelung von P nach Lamé’schen 
Produkten 


(13) «2 PY(C087) = srg SEMEN) Er (u,)ETO) 


Die Entwickelung von Q”(cosy) nach Lamé’schen Produkten 
verfolgen wir hier nicht weiter; nahe liegende Uebertragungen von 
(73) auf den Anfang der Entwickelung von Q”(cosy) wird man 
nach dem Friiheren leicht vornehmen kénnen. 

Die Resultate, welche in diesem Kapitel abgeleitet wurden, 
habe ich zum grésseren Theil im 56. Bd. von Borchardt’s Journal 
und in der ersten Auflage dieses Handbuchs mitgetheilt. Die Ab- 
leitung ist hier vereinfacht und die Resultate sind durch Anwendung 
auf die Functionen des elliptischen Cylinders vervollstindigt, dessen 
Theorie die Einfithrung und Untersuchung einer orthogonalen 
Substitution fiir eine unendliche Menge von Verander- 
lichen verlangte. 


Fiinftes Kapitel. 
Ueber die Entwickelung von Functionen zweier Veriinder- 
lichen nach Kugelfunctionen. 


§ 116. Im § 78, f hatten wir eine Function f(6,y) nach 
Kugelfunctionen entwickelt und fanden, es sei 
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(@)... (O,w)= EX", O<0<n, 02 y <n), 
n 2 1 Be n 
Cane, eX ee ‘sind, 40, WP f(0,, w,)P"(cosy) dyp,. 


1) 


Dieser Satz war dort durch ein Verfahren abgeleitet worden, 
welches sehr beschrinkende Voraussetzungen tiber die Beschaffen- 
heit von f und die Art der Convergenz dieser Reihe enthielt. Er . 
gilt aber immer, wenn f eine endliche einwerthige Function vor- 
stellt, die nur eine endliche Anzahl von Maxima und Minima be- 
sitzt, wenn ausserdem (0,0) = f(6, 27) und f(O, y) sowie f(z, w) 
von w unabhangig sind. 

Bedeuten die Linge r und der Bogen w Polarcoordinaten in 
einer Ebene, so wird eine einwerthige Function g(r, w) nur dann 
auch eine einwerthige Function des Ortes in der Ebene sein, wenn 
sie nach w die Periode 27 besitzt, und im Anfangspunkte, fiir r = 0, 
von w unabhangig ist. Ebenso sind die drei letzten Bedin- 
gungen, welche f(0, w) erfiillen soll, der analytische Ausdruck dafiir, 
dass diese Funetion sich durch das System der Meridiane und 
Parallelkreise (M. vergl. S. 302) als Function des Ortes auf der 
Kugel mit dem Radius 1 darstellen lasse, da dem Nordpol und 
Siidpol jede Linge zukommt. 

In der beriihmten Abhandlung: Sur les séries dont le terme 
général dépend de deux angles etc. *) hat Dirichlet die Summe 
der Reihe nicht nur aufgefunden, wenn f den angegebenen Be- 
dingungen geniigt, sondern auch noch in anderen Fallen gezeigt, dass 

S* = X°4+ X'4+X"4.-..4 xX” 
eine Grenze fiir x = oo besitze, und dieselbe ermittelt. Wir werden 
in diesem Kapitel die wesentlichsten von seinen Resultaten ableiten. 

Damals, vor mehr als 40 Jahren, war es ein Fortschritt der 
Wissenschaft, dass Dirichlet den Irrthum in dem Beweise auf- 
deckte, welchen Poisson **) fiir den Satz gegeben hat. Poisson 


- gsummirte die unendl. Reihe Sa” X” fiir o<1 und suchte die Grenze 
dieser Summe fiir o =1 auf. Man weiss dureh einen Satz von 
Abel, dass diese Grenze mit SX” iibereinstimmt, — vorausgesetzt 


Crelle, Journal f. Math. Bd. 17, 1837. 
**) Journal de Ecole polyt. 19™° cahier, p. 145; Additions & la connaissance 
des temps pour l’an 1829 et pour l’an 1881; Théorie de la chaleur p. 212. 
Heine, Theorie der Kugelfunctionen. 2. Aufl. Ae} 
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dass die Reihe der X convergirt. Den Beweis fiir die Convergenz 
hat aber Poisson, wenn man von einigen geringeren Mangeln 
absieht, nur unter Voraussetzungen tiber die Continuitaét der Diffe- 
rentialquotienten von f geftihrt, die nicht einmal in dem Beispiele 
eintreffen, welches er in der Connaissance des temps pour 1829 
S. 348 giebt. 

Bei semen Untersuchungen *) tiber die Convergenz der Reihe 
in (a) setzt Hr. Bonnet zwar weniger voraus, verlangt aber dass 
eine Function, welche aus f gebildet ist, namlich 


(re FO = fy ys FCO, wy dw, 


nach 0 differentiirt werden kénne, eine Voraussetzung, welche den 
Beweis wesentlich erleichtert. Fiir viele praktischen Anwendungen 
reicht tibrigens der Beweis aus, da die Voraussetzung bei Functionen 
autrifft, welche einer partiellen Differentialgleich. genitigen. 

Herr Kronecker machte mich vor lingerer Zeit darauf auf- 
merksam, dass bei unserer heutigen Kenntniss von Eigenthiimlich- 
keiten der Functionen auch Dirichlet’s Beweis nicht mehr vollig 
geniigt, da er die Voraussetzung enthalt, dass das Aggregat 


oC) = —sin wy f "eer +eossp/ ”  F@)siny dy 
1, V2(cosp—cosn) 1 —¥3(cosn cosy) 


nach wW differentiirt werden kénne, wenn F(w) den dureh (c) ge- 
gebenen Mittelwerth vorstellt. Ich bin nicht im Stande anzugeben, 
welche Eigenschaften f hierzu besitzen muss, nicht einmal ob die » 
Differentiation in dem einfachen Falle méglich sei, wenn fiir f eine 
continuirliche Function der Coordinaten 6 und w gewahlt wird. 

. “um Gliick liisst sich die Liicke, welche hierdurch im Beweise - 
fiir die Entwickelbarkeit nach Kugelfunctionen entstanden ist, mit 
Hiilfe einer Arbeit des Herrm Ulisse Dini**) ausfiillen; ich be- 
nutze dieselbe da wo es nicht méglich war Dirichlet zu folgen, 


*) Liouville, Journal de M. 1852: These de Mécanique. 

**) Annali di Matematica pura ed applicata diretti da F. Brioschi e L. 
Cremona, Serie If*, Tomo VI°, Fascicolo 2°, Maggio 1874, Milano: Sopra le serie 
di funzioni sferiche S. 112—140 und Fase. 3° S. 208—215. Auch Herr Dini findet 
eine Ungenauigkeit in Dirichlet’s Beweise, iiber den er sich so ‘ussert: Nella 


dimostrazione di Dirichlet p. es. la quantita che si trova indicata con @!(0) 
dovrebbe caleolarsi cereando il limite di ©’ (w) per w positivo e tendente a zero, e 
non prendendo per essa, come fa Dirichlet, il valore di O(a) per w= 0, o al- 
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§ 117. Indem wir uns zur Aufsuchung der Grenze yon S” 
wenden (§ 116), betrachten wir mit Dirichlet zunichst die Summe 
der Glieder X im Punkte 6=0. Daselbst ist y= 6,; fiihrt man 
wie oben, durch (c), die Function F(0@) ein, so wird das in dem 
Ausdrucke (b) fiir X vorkommende Integral nach w, gleich 

27 P" (cos 6,)F(0,) 
und es bleibt also die Grenze fiir m = co des Ausdrucks 
S” = X°4- Xt +--+ X” 
aufzusuchen, wo 


oe 1 
pera vk F(0)P"(cos6)sin 00. 
a "le y 


Mit Herrn Dini benutzt man hierzu die Gleichung (16, 6) S. 93, 
durch welche sich ergiebt 


n CP ee 
(nett 8x =[{* F@)| “ a “aq Ja 


0 


2X = =e F(0) dO. 
0 
Hierdureh erhilt man 


Pet 1 
—2S" = TO ee do + f topes dé, 
0 “ 


wenn man in beiden Integralen bis 6 = zw integrirt. 

Es zeigt sich nun erstens, dass die Grenze, welcher sich 
die rechte Seite mit wachsendem » nahert, unabhangig 
yon @ ist, niimlich dieselbe ist, welche man findet, wenn man in 
beiden Integralen nicht bis 7, sondern nur bis zu eimem beliebigen 
positiven unter zw liegenden festen, ja sogar auch nur bis zu einem 
positiven, mit wachsendem x zu Null abnehmenden @ integrirt, vor- 
ausgesetzt, dass F(@) und F(—0) endlich und von +0 bis zu 
einem belicbig kleinen 6 continuirlich bleiben, ferner innerhalb der 
Integrationsgrenzen nicht unendlich oft vom Wachsen zum Ab- 
nehmen iibergehn und umgekebrt. 

Diesen Satz beweist man durch eine Methode, welche bereits 
im 2. Zusatz zum I. Kapitel bei der Theorie der trigonometrischen 


und fiir 2 =O 


meno dovrebbe anche mostrarsi la continuita di 6'(x)) per w= 0, cid che da Di- 
richlet non yvien fatto, e porterebbe, mi pare, alcune restrizioni. 


2 
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Reihen angewandt wurde und so ausfiihrlich dargelegt ist, dass es 
erlaubt sein wird, hier kiirzer zu sein. Ohne der Allgemeinheit zu 
schaden, wird man z. B. annehmen diirfen, dass F(@) von O bis 2 
positiv sei und iiberhaupt nicht zunimmt. 

Die n Werthe von 6 zwischen 0 und 2, bei denen P"(cos6) 
verschwindet, mégen @,, a,, ... a heissen; zerlegt man 


i F(a 4 Cra er 


in eine Summe von Integralen desselben Elements zwischen den 
Grenzen 0 und @,, a, und a,, ete., schliesslich o, und 7, so wird 
in jedem derselben, das erste und letzte ausgenommen, dP einmal 
das Zeichen indern, indem zwischen je zwei reellen Wurzeln irgend 
einer ganzen Function x(0) je eine der Function y'(@) liegt. Ist 
bm die zwischen 0=a, und O9=@mi1 liegende Wurzel von 


dP” = 0, so giebt ee neue Zerlegung 


Oms-T ny Bm Om tL 
ye FO) Sar =f iy 


On Bn Bm 
= P"(c08 8m) [F (8m — On)—F (8+ ém)], 
wo Om zwischen @, und Bn, &m zwischen f,, und @m+1 liegt. Das 
Integral auf der Linken ist also in jedem Falle kleiner als der 
Zahlwerth yon 
P"(cos Bn.) [F (nm) — F(om41)]- 

Aus der Gleichung (29, c) auf 5.178 ist bekannt, dass P”(cos6) 
sich mit wachsendem x, bis an die Ordnung $, dem Werthe 


/, nz sin @ -cos((n eins mi 


nihert, so lange @ eine nicht mit » zu Null conyergirende Grosse 
bezeichnet. Zu dem Beweise, den wir hier fiihren wollen, geniigt 
dies jedoch nicht. Ks néhert sich aber, wie am Anfange des § 42 


nachgewiesen und §. 183 besonders hervorgehoben wurden, P"(cos@) 
sogar dann noch der Null, wenn @ selbst unendlich klein wird, 
allerdings nur so, dass »*@ schon mit » in’s Unendliche wiehst, 
woae<t. 

Hieraus folgt, dass 


mafic RoE 8D a5 —[ isfatfon 
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mit wachsendem n sich der Null nahert, wenn man fiir 7 und 
m—C hbeliebig kleine Gréssen setzt, feste oder sogar, was jetzt ge- 
schehen soll, mit » veranderliche, freilich nur soleche, welche mit 


4 
yn multiplicirt noch in’s Unendliche wachsen. 

Zweitens gelingt es die Grenze aufzufinden, welcher sich die 
beiden zu subtrahirenden Integrale in (e) nahern. Das erste In- 
tegral von 0 bis 7 giebt nimlich, nach dem zweiten Mittelwerth- 
satze *), 

ae 


FLOP ag 40+ (FO) Ft ft cae 

wenn & einen Wath vorstellt, der etic: O und 7 liegt, médg- 
licher Weise auch gerade gleich O oder 7 ist. Der Faktor von 
F(O), der gleich ist P’(cosm)—1, nahert sich mit wachsendem n be- 
liebig der Grenze —1, indem nach dem oben hervorgehobenen 
Satze P(cosn) fiir » = co sicher Null wird und F(7) — F(+-0) wird 
Null, da 7 mit wachsendem » zu Null herahsinkt, so dass die 
Grenze des ersten Integrales —F(+0) ist. Das zweite von den 
abzuziehenden Integralen in (e), namlich das Integral von C bis z, 
giebt fiir n = co 

(—l)* F(a — 0), 

wie die Substitution ~—6 statt 6 in demselben sofort zeigt. 
Wendet man die gleiche Methode endlich auf das Integral in dem 
Ausdruck fiir —2S” auf S. 435 an, welches den Index n-+1 statt 
n enthalt, und setzt die gefundenen Werthe dort ein, so heben sich 
die zwei gleichen und mit verschiedenen Zeichen versehenen Theile 
fort, welche sich auf die Grenze a beziehen, und man findet dass 


S* —F(+0) 
sich mit wachsendem wm der Grenze O nahert. 
Auch hier kann man, éhnlich wie im Zusatze S. 59 unter (c) und 
(d), den Fall beriicksichtigen, dass F ausser 6 noch einen Para- 


*) Nach demselben ist 


al foroeniof” 4 hae $10) fg) ge 


wenn € eine fen ausserhalb der Gieurch a und 6 fideende Grosse bezeichnet, f(x) 
eine Function, die zwischen den Grenzen weder ihr Zeichen andert, noch vom Ab- 
nehmen zum Zunehmen ibergeht. 
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meter enthalt. Ist dieser so beschaffen, dass der grésste Werth 
von F unter einer angebbaren festen Grenze bleibt, so wird 
S"—F(+0), fiir alle Werthe des Parameters, sich der Null in 
gleichem Grade na&hern. 

Mit Dirichlet mache ich auf die Bedeutung von F(O) auf- 
merksam. Gemiss der Einfiihrung durch (c) wird F(+ 0), voraus- 
gesetzt dass f(0,w) in der Umgebung des Werthes 0 =O conti- 
nuirlich, und zwar nach allen Richtungen in gleichem Grade con- 
tinuirlich ist, man also vor der Integration statt nach derselben 6 
zu O machen darf 


= ail 4 FO, way. 


Wenn f(9,w) sich auf der ‘Kagel mit dem Radius 1 einwerthig 
darstellen lasst (s. 0.), also im Nordpol, fiir 6 =0, von w unab- 
hangig ist, so ist F(+0) genau der Werth von f(6,w) im Nord- 
pol, gleich f(O, y). Im allgemeinen stellt aber F(-+-0) der Mittel- 
werth von f(0,w).im Nordpole 6=0O vor, d.h. das Mittel aus 
den Werthen, welche f(@, w) auf einem unendlich kleinen Parallel- 
kreise annimmt, der nahe dem Nordpol beschrieben ist, wenn die 
Entfernung vom Pol zur Grenze 0 abnimmt. In dem Falle, welchen 
dieser Paragraph behandelt, d.h. fiir 6—=0O, wird daher die 
Summe der unendlichen Reihe SX” gleich dem Mittel- 
werthe von f(0,w) im Nordpol. 

§ 118. Der allgemeine Fall, welcher sich auf die Darstellung 
der Function f(0,y) in einem beliebigen Punkte 6, w bezieht, 
erledigt sich durch Reduktion auf den friiheren. Zu einer solchen 
kann man sich zunachst der analytischen Coordinatentransformation 
bedienen, tiber welche im § 72 gehandelt wurde. Damit dieselbe 
anwendbar sei, ist hinreichend, dass f(0,w) endlich und im all- 
gemeinen im gleichem Grade continuirlich, héchstens in Punkten 
oder Linien discontinuirlich sei. Fiihrt man nach § 72, Gleich. (a), 
in den Ausdruck (b) des § 116 neue Coordinaten ein, namlich fiir 
6, und wy, die entsprechenden Gréssen y und 0, so hat man 

sin 6, d0, dip, = sinydy do; 
‘und X” geht in 


, 
Xt cs ee dysiny [ f(9,, w,)P" (cosy) dd 


tiber. Aus dem innern Integral Test sich P"(cosy) herausziehen; 
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setzt man das Integral 
Ay 43 \ 
oe IF...) a6, 
0 
in welchem fiir 6, und y, ihre Ausdriicke in die vier Bogen 6, w, 
vy, 6, unter denen 6, w als Constante auftreten, zu substituiren 
sind *), gleich F(y), so hat X” dieselbe Form wie im vorigen 
Paragraphen, naimlich es ist 
) De 
xX” = ciate F(y) P" (cos y)sin y dy; 
0 


daher erhalt man F(-+0) fiir die gesuchte Grenze der Summe 


S". Um die Bedeutung dieses Resultates klar zu stellen, zieht man 
aus (a) des § 72 durch Auflésung jener Gleichungen 

cos 0, = cos @cosy-+sin Osiny cosd, 

sin 0, cos(w,— w) = sind cosy — cos Osinycosod, 

sin'6, sin(w,—w) = sinysin od. 
Wenn y zu O abnimmt, so nahern sich 6, und w,, so lange 6 weder 
O noch vz ist, resp. 

6 — ycoso, wy ne, 
so dass F(-+-0) jetzt fiir den beliebigen Punkt 6, w dieselbe Be- 
deutung hat wie friiher fiir den Nordpol, den Punkt (0, w), und es 
wird S” mit wachsendem » dem Mittelwerth der Function f(0, w) 
im Punkte 6, w beliebig nahe kommen, und zwar gleichmassig 
fiir alle Punkte, indem hier @ und w als Parameter in F(y) auf- 
treten. Wir fassen das Resultat der Untersuchungen in 
diesem Kapitel in folgender Art zusammen: 

Alle Punkte auf einer Kugelflache mit dem Radius 1 werden 
durch ihre kleinste spharische Entfernung 0 von einem als Nordpol 
betrachteten Punkte und ihre Linge w festgelegt. Von einem 
Punkte 0, wy aus beschreibt man mit einem spharischen Radius + 
einen Kreis auf der Flaiche; das arithmetische Mittel aus allen 
Werthen, die eine endliche Function (6, y) auf der Peripherie des 


*) Z.B. in dem extremen Falle 6= 7 wird 6,=2—y, yi;—w = 9, also 
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22 F(y) =y/) f(a—y, 0) dd; 
ty 
fir 6=0 wird 6, =y, yy—-p=1—d. 
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Kreises annimmt sei F(y). Hat diese Function in der Nahe von 
y= 0 nicht unendlich viele Maxima und Minima, so ist die. 
Summe der Reihe 

X$EX}E Xe, 
wenn man setzt 


x= EE a0, sind fe FO HE CoonD) a, 
0 


gleich FO), und zwar convergirt 

F(0)— =x 
mit wachsendem » fiir alle 0 und y in gleichem Grade zu 
Null. Man bemerkt zugleich, dass es gleichgiiltig ist, ob man 
iiber die ganze Kugelflache oder nur iiber die Umgebung des 
Punktes 0, w integrirt. 

Bei dieser und bei 4hnlichen Untersuchungen beziehen sich die 
Resultate zunichst auf F und nicht auf f. Gehen wir in dem Haupt- 
falle, dass f(6, w) continuirlich bleibt, auf f zuriick. Wenn dann 
6 nicht O oder z ist, so wird F(O) gleich f(6,w) und die Reihe 
eine Entwickeluig von f(@,w) selbst. Dasselbe findet noch fiir 
6 = 0 und a statt, wenn f(0, w) resp. f(a, w) von w unabhangig ist. 

So lange 6 und yw einem Flachenstiick angehéren, fiir welches 
das Mittel F(y) eine continuirliche Function von 0 und w wird, 
was z. B. stattfindet, wenn f(0,w) continuirlich nach 0 und w ist, 
so convergirt also die Entwickelung von /(0, w) in eine Reihe von 
Kugelfunctionen mit zwei Verinderlichen 0, w in gleichem Grade. 


Ohne Rechnung lisst sich, nach Dirichlet, der allgemeinere Fall auf 
den speciellen reduciren, durch Anwendung emer geometrischen Betrachtung 
derselben Art, wie die schon im § 72 benutzte. Man denkt sich auf emer 
Kugelfliche mit dem Radius 1 einen festen Punkt A (am. vergl. die Fig. auf 
S. 310), dessen Coordinaten 0, w sein modgen; die Kugelfliche sei mit Masse 
von der Dichtigkeit f(0, w) belegt. Der allgemeine Ausdruck von X” be- 
steht, abgesehen von dem constanten Faktor (2n-++-1): 476, aus einem Inte- 
grale tiber alle Punkte der Kugelfliche, dessen Element gleich ist dem Produkte 
aus der Masse in jedem Punkte @,, w, mal der Kugelfunction P” von dem 
Cosinus der kiirzesten Bogenentfernung des Punktes #,, wW, oder A, von dem 
festen Punkte A. Der Satz des vorigen Paragrap ban zeigt, dass die Summe 
dieser Glieder, SX”, gleich der anhee Dichtigkeit in A ist, wenn A in 
den Nordpol fallt. Da aber dieser Punkt sich von den iibrigen Punkten 
auf der Kugel nicht unterscheidet, so gilt das Resultat auch noch, wenn A 
nicht in den Pol fallt, und es ist demnach, wie auch A liegen mége, die 


Reihe SX” gleich dem Mittelwerth der Dichtigkeit f(, w) im Punkte A. 


§ 119} 73. Entwickelung nach Kugelfunctionen. AAI 


Dieses geometrische Verfahren hat Dirichlet spiter wieder aufgenommen, 
um die verschiedenen Falle zu untersuchen, welche vorkommen kénnen, wenn 
aus dem fiir die Oberflache der Kugel gegebenen Potentiale, nach den Prin- 
cipien von Gauss und Green, eine entsprechende Vertheilung von Masse aul 
der Kugelflache aufgesucht werden soll *). 

Als Beispiel fiir die Entwickelung einer Function f(@,w) nach Kugel- 
function kann man den Fall durchfiihren, dass f auf der einen Hilfte der 
Oberflache einer mit dem Radius 4 beschriebenen Kugel 1, auf der andern 
Halfte 0 sein soll, wenn beide Flichen in einem gréssten Kreise zusammen- 
treffen. Der Mittelwerth F(0) ist auf der einen Halfte 1, auf der andern 0, 


auf dem gréssten Kreise 4, so dass die Summe der Reihe in den drei ver- 


schiedenen Fallen, welche fiir die Lage des Punktes 0, w eintreten kénnen, 


die Werthe resp. 1, 0, 4 annimmt, wihrend die Reihe fiir die in der ersten 


Flache liegenden Punkte in gleichem Grade convergirt, ebenso fiir die in der 
zweiten Flache, drittens ftir die auf der Peripherie des trennenden Kreises be- 
findlichen. 

§ 119. Wir verlassen den Gegenstand mit einer Anwendung 
auf den besonderen Fall, in welchem f(0, y) fiir jedes 0 von w 
unabhangig ist, sich also auf eine Function f(@) von 6 allein re- 
dueirt, und handeln daher wieder von der Entwickelung der Func- 
tionen einer Verinderlichen nach Kugelfunctionen. In diesem 
Falle wird 


LH. WP" oosy dy, = FG) /- “P*(cos/)ay, 


= 27.f(0,)P"(cos 0)P"(cos6,) 

und der Mittelwerth von f(6, w) gleich dem arithmetischen Mittel 
aus f(@+0) und f(@—O). Wir haben hierdurch als Erginzung 
des § 13 (m. vergl. 8. 64) die Bedingungen gefunden, welche hin- 
reichend sind, damit eine Function von @ sich nach Kugelfunctionen 
von cos0@ entwickeln lasse. Man hat namlich aus (@) und (6) des 
§ 116 das Resultat: 

Bezeichnet f(@) eine endliche Function von 0, welche nur eine 
endliche Anzahl von Maximis und Minimis besitzt, so sinkt 


— f(0-+0)+f(—0) E 2n+1)P"(cosd) f “(0 P” (eos 6) sin 0 dO, 


fir 0< 0< x, mit wachsendem n, unter jeden Grad der Kleinheit. 


*) Ueber einen neuen Ausdruck zur Bestimmung der Dichtigkeit auf einer un- 
endlich diinnen Kugelschale, wenn der Werth des Potentials derselben in 
jedem Punkte ihrer Oberfliche gegeben ist. Geles. in der Akad. d. Wiss. am 
28. Nov. 1850. 
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So lange f(@) continuirlich bleibt, convergirt die unendliche Reihe 
in gleichem Grade. Wenn 6 =0, so ist statt f(@+0)+/f(6 —0) 
zu setzen 2f(+0), und 2f(«—0) fir 6= 7. 

§ 120. Wenn in der Function f(@, w) statt 0 gesetzt wird 


r 4 ; r rae ahs 
— und die Function Ce w) mit wachsendem z sich einer Grenze 
n iL 


naihert, so tritt an die Stelle der Summenformel, welche im § 116 
die Entwickelung einer Function nach Kugelfunctionen zweier Ver- 
anderlichen lieferte, als Grenze der Reihe, durch welche f oder sein 
Mittelwerth dargestellt wird, ein bestimmtes Integral auf, in welchem 
statt der P die Cylinderfunctionen J vorkommen. Die so entstehende 
Formel zur Darstellung einer Function durch Cylinderfunctionen fand 
Herr Carl Neumann*) durch eine Methode, die er nicht fiir eine 
strenge, sondern fiir ein heuristisches Verfahren erklart; Herr 
Mehler hat einen Beweis der Formel geliefert**). Herr Erma- 
koff zeigt ***), wie sie aus dem Fourier’schen Lehrsatze abge- 
leitet werden kann. Dieser lautet fiir eime endliche Function 
n(«,y) von zwei Verdnderlichen, wenn man der Kiirze halber nur 
den Fall der Continuitét in’s Auge fasst 

n(a, N=paf af cost(a—a)daf du n(a,?)cosu(b—y)dp. 


5 


—2« O eo) —o 
In diesem Integrale vertausche man die Ordnung der Integrationen 
und setze dafiir die Grenze von 


seer def dfn (a, 8)[ [eosi(a—a)eosu(8 —y)dddu, 
wenn die Integration nachdé und w iiber ein ebenes Recht- 
eck ausgedehnt wird, welches alle Punkte von 4 und uw gleich 
—oo bis oo enthalt. Statt dessen integrirt man itiber einen 
Kreis, der um den Anfangspunkt mit einem in’s Unendliche 
wachsendem Radius beschrieben wird. Dazu fithre man Polarcoor- 
dinaten 0, m ein, indem man setzt 
A= ecosy, u=esing; didu = ededy. 


*) Allgemeine Lisung des Problems iiber den stationa’ren Temperaturzustand 
eines homogenen Kérpers, welcher von zwei nicht concentrischen Kugelflachen be- 
grenzt wird, Halle, 1862, S. 149. 

**) Mathematische Annalen, 5. Band, S. 135. 

***) Mathematische Annalen, 5. Bd., S. 639. 
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Dann wird 
SJ feos A(a—x)cosu(8—y)dadu 
e 27 : 
sf ede f cose[(a—a)cosp + (8—y)sin gp] dg. 
0 0 


Setzt man 

a—2x=Reosg,, B—y=Rsing,, R’ = (¢—2)’+(6—y), 
so lasst sich eine Integration durch Einfiihrung von J ersetzen und 
es wird 


0 27 
We edo / cos[oRcos(p—q, dg = 20 f “eJ(gR)do. 
0 


0 Q 


Dadurech entsteht die Gleichung 
1 ;: utes 
ne n=s—f edef f x(a, p)I(eR)dadp, 
0 y 


worin R die geradlinige Entfernung des Punktes x, y von den 
Punkten a, 8 vorstellt. Fiihrt man noch fiir z, y und dann auch 
fiir a, 8 Polarcoordinaten ein, namlich 

£=reosy, y=rsiny, a—r,cosy,, P=r,siny,, 
und setzt 7(#, y), dieses in r und w ausgedriickt, gleich y(r, w), so 
erhalt man die Formel von Herrn Neumann 


1 3) ee) 270 
(14)... ae W=s—f edof rar, f “u(r, w)I(@R) ay, 


R = yr’—2rr, cos(w— w,)+r?. 

Die Ableitung von (74) beruht darauf, dass man in der Fourier’schen 
Formel die Ordnung der Integrationen vertauscht und das Integrationsgebiet, 
eime unendliche Ebene, nicht mehr als Grenze eines Rechtecks, sondern eines 
Kreises betrachtet. Um Bedenken zu beseitigen, wahlt man besser statt der 
gewohnlichen Form des Fourier’schen Lehrsatzes die andere 


(a) = Lim f ee 


——da, 


Oo & 


j ys sindA(a—a) sinu(P—y 
uw .n(@, y) = Lim [ yt n(a, 2) ae : ae y) dad, 


wenn man oben die Grenze fir 2 = oo, unten fiir 4 = oo und dann fiir 
(4 =o nimmt. Die erste Formel folgt aus dem vierten Satze auf S. 62, wenn 
7 eine Function bezeichnet, welche das Integral absolut convergent macht, so dass 
dieselbe Zahl g, gleichmiassig fiir alle reellen 2, das Integral 


see SIN AG 
fe : da 


0 


—n —n 
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kleiner macht als jede heliebig gegebene Grésse, wie gross man auch # nimmt. 
Ausserdem muss (a) bis zu jedem Werthe von @ hin die Eigenschaften 
haben, welche fiir das Bestehen des vierten Satzes verlangt werden. Man be- 
merke, dass die linke Seite, wenn (a), nicht continuirlich ist, mit dem 
arithmetischen Mittel von 4(a--0) und »(a—0) zu vertauschen ist. Aehn- 
lich verhalt es sich mit der zweiten Formel, bei der noch anzunehmen ist, dass 


Jv nee Bs ib —)) ap, 


wenn nach der Integration @ = #+0 gesetzt wird, mit dem Werthe des 
Integrales gleichbedeutend sei, in welchem man x-+0 fiir @ vor der Integration 
gesetzt hat. Geht man von diesen Formen und Voraussetzungen aus, so ver- 
schwinden die erwahnten Bedenken bei der obigen Ableitung. 


Durch die Anwendung desselben Verfahrens auf die Darstellung 
von Functionen mit einer grésseren Anzahl von Veranderlichen 
finde ich aus dem Fourier’schen Satze Gleichungen von derselben 
Art wie (74). Wahrend im Fourier’schen Satze bei der Darstellung 
einer Function von » Veranderlichen 2 Integrationen auszufiihren 
sind, treten bei diesen Satzen nur #+1 auf. So findet man fiir 
Functionen von it Veranderlichen 


0(®, Y, 5) = AS [ eaof ae n(a, 8, Dae oe da dp dy, 


Sane ee Oy 1 


wenn R die pean Entfernung des Punktes a, y, 3 von a, £, 
y vorstellt. Hier tritt also an die Stelle von J die Function w, 
von S. 240. In gleicher Art hangt 7 bei einer Anzahl » von Ver- 
anderlichen von der Function 
9250 
COs (COS p)sin”* pm dp 
0 

ab, welche, wie aus 8. 234, Gleich. (41, @) bekannt ist, durch 
27jin—1() ausgedriickt wird und die wesentlich ein vielfacher Diffe- 
rentialquotient nach %° von J(z) oder von sinz:% ist. Man findet 
ftir Functionen von »-+-1 Verdnderlichen z,, x,, ete. 


e oo MS 
CPOE Pee ae eae f N(Gi9 yy «> dina (OR) da, das. -0, 
wenn gesetzt si 


k= (x, ma @,), zi (237 Git ae) 
und die Integrationen nach a,, @,, etc. simmtlich von — oo bis co 
ausgedehnt werden. 
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IW. Theil. 


Die Lamé’schen Functionen verschiedener 


Ordnungen. 


Erstes Kapitel. 


Definitionen. Eintheilungen. 


§ 121. Das Vorhergehende bot mehrfach Gelegenheit auf die 
analogen Eigenschaften von trigonometrischen Functionen, Kugel- 
functionen und den von Lamé eingefiihrten hinzuweisen, denen sich 
die des Cylinders als Grenzfalle anschlossen.. [ch habe den Namen 
Lamé’sche Functionen auf eine ganze Gattung tibertragen, zu 
welcher die bisher behandelten als specielle Falle gehéren, und bei 
der sich die hauptsichlichen Eigenschaften der friiheren wieder- 


finden. Die allgemeine Theorie derselben soll hier insoweit ent- ° . 


wickelt werden, dass man erkennt, wie die simmtlichen Functionen 
als derselben Gattung angehérend zu betrachten sind. M. vergl. 
meine Arbeiten hieriiber in Borchardt’s’ Journal Bd. 60: Ueber 
die Lamé’schen Functionen verschiedener Ordnungen; Bd. 61: 
Ueber einige bestimmte Integrale; Bd. 62: Die speciellen Lamé’schen 
Functionen, ferner: Ueber die Existenz und Anzahl der Lamé’schen 
Funetionen im Monatsbericht der Berl. Akademie vy. J. 1864. 

In diesem Theile bediene ich mich der Buchstaben a,, a,, .. 
a, um gegebene Constante zu bezeichnen, von denen a, gleich Null 
ist. Man setzt ferner 


¥x,— 4, = Ay, Ve—a,=A,, Shi /2— 4, = A,; 


Lamé’sche Function erster Art, p'* Ordnung und n' Grades 
sei jede ganze Function nm'"™ Grades der A, welche einer 
Differentialgleichung von der Form 

aw 


(15)... S7+9@)W =0 


geniigt, sobald 9(x) irgend eine ganze Function von @ vorstellt, 
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die eine Lisung W von (75) zulasst, welche eine ganze Function 
von « ist. Solcher Functionen # existiren, wie ich unten nach- 
weise, im ganzen 

n+1)(m-+2)...(m —2 

ot a \@n-+p—1) 
verschiedene, indem man, wie iiblich, Lisungen W,, W,, etc. ver- 
schieden nennt, wenn zwischen ihnen und Constanten c,, c,, ete. 
keine lineare Gleichung 

O=¢,W,teW,+-- . 

besteht. Die Differentialgleich. (75) lasst sich offenbar auch in die 
Form bringen 


(15, a)... Ap(a) + 2y'@) + 9(@) W =0. 

Aus der Definition folgt sofort: 

1) Sind w,, w,, ete. alle méglichen ganzen Functionen, welche 
w theilen, die Einheit und w selbst eingeschlossen, so lassen sich 
alle verschiedenen Lamé’schen Functionen erster Art 
auf die Formen 

VV, VOY, 
bringen, wenn V,, V,, ete. ganze Functionen von @& be- 
zeichnen. Denn nach der Definition ist jede Lamé’sche Function 
zunaichst von der Form 

Vw, : lisesi V,- V; eee 
da aber fiir jeden Index 2 

2 

ae VP) = Vb By 
wo H, eine ganze Function von x ist, so muss jede einzelne Function 
Vw..V, fiir sich der Gleich. (74) geniigen. Functionen bei welchen 
die multiplicirende Radikalgrésse yw, die gleiche ist, gehéren der- 
selben Klasse an. 

Selbstverstindlich, aber wesentlich zum Verstindniss der Glei- 
chungen (85), ist die Bemerkung, dass w,, w,, ete. fiir ein unge- 
rades n eine ungerade, fiir ein gerades m eine gerade Anzahl von 
Faktoren besitzen. 

2) Die ganze Function 9 ist nach « vom Grade p—1. 
Da nimlich die Lésung W eine ganze Function m'*" Grades der A 
ist, also nach « vom Grade 4, wie man sich mit Bezug auf die 
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Art, wie diese ganze Function unendlich wird, ausdriicken kann, 
so wird d’W : du* vom Grade 4n-+-p—1, also (a) vom Grade p—1. 

3) Setzt man daher 
O(a) = 4, m8 yee P + x, 
so ist | 

% = —n(n+p—1). 
Denn die Glieder der héchsten Dimension auf der linken Seite von 
(75) miissen sich fortheben. 

4) Jede Differentialgieichung (75), von der eine Lésung eine 
Function erster Art ist, hat ein zweites partikulires Integral, wel- 
ches im Unendlichen verschwindet, und nach absteigenden Potenzen 
von x entwickelt mit der —(mn-+-p—1)'™ Potenz von ya beginnt. 
Diese Lésung wird Lamé’sche Function zweiter Art und 
p'* Ordnung genannt. 

Bezeichnung. Diese Lamé’schen Functionen p'* Ordnung, 
erster Art und n'" Grades bezeichnen wir durch ©;,(p, x), die der 


zweiten Art durch ¥;,.(p,v), indem der untere Index die verschie- 
denen Individuen unterscheidet. Wo keine Zweideutigkeiten zu 
befiirehten sind, kann man einzelne Indices fortlassen. Wéhrend 
es passend schien, bei den Functionen, welche friiher schlechtweg 
die Lamé’schen genannt wurden, ohne Hinzufiigung einer Ord- 
nungszahl p, Lamé’s Bezeichnung beizubehalten, bot es Vortheile, 
in der allgemeinen Theorie obige Abinderung vorzunehmen. 

Die von Lamé eingefiihrten Functionen sind hiernach 
von der zweiten Ordnung und man hat 

E-(e) = ©'(2, 00), F’(e) = §' (2, aa), 


2 


vorausgesetzt, dass man macht a, = b*, a, =c’. 


§ 122. Lasst man von den Constanten a,, a,, ete., tiber die 
bisher keinerlei Annahmen gemacht waren, einige gleich werden, 
so erhalt man diejenigen Functionen, welche specielle Lamé- 
sche Functionen heissen sollen und denen dieselbe Ordnungs- 
zahl p zuertheilt wird, welche den Functionen zukam, aus denen 
sie entstanden sind. Besondere Bedeutung kommt dem Falle zu, 
dass simmtliche Constante a, a., ete. einander gleich 
werden, in welchem wir die Functionen Kugelfunctionen p'* 
Ordnung nennen werden. Setzt man nimlich, ohne die Allge- 
meinheit dadureh zu beschraénken, noch a, = 1, so wird 
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du = Ax7*(a@ —1)-*#¥ da. 
Ftir p = 2 und fa = & wird daher 
. Oy = alos 
dies zeigt, dass die bisher behandelten Kugelfunctionen die spe- 
ciellen Lamé’schen Functionen zweiter Ordnung sind, die dadurch 
entstehen, dass die beiden Faktoren A, und A, einander gleich 
werden. 

Steigt man noch weiter hinab und setzt p=1, in welchem 
Falle die speciellen Lamé’schen Functionen mit den allgemeinen 
iibereinstimmen, so wird 

dx "doe 
Vo.yvo—-1l yP—1’ 


du=} 


E& = cosiu, 


den 

due 

Alle Lamé’schen Functionen haben charakteristische Eigen- 
schaften gemein. Hierzu gehort zunichst der folgenreiche Satz, dass 


“cos v0 cosn6 dd = 0, 


nn’: S.  costnu, se en, 


0 
wenn » und m verschiedene ganze Zahlen sind, welcher in unseren 
Zeichen lauten wiirde 


[© G,2) 6 (1, a)au = 0, 
das Integral in den geeigneten Grenzen, von wu = 0 bis u = im ge-— 
nommen. Ein ihnlicher Satz gilt fiir Funetionen aller Ord- 
nungen ©;,. 

Wenn der obere Index n auch in der Veranderlichen a vor- 
kommt und zwar so, dass na fiir » = oo noch endlich bleibt, so 
erhalt man durch den Grenziibergang, indem man auch mit den 
Constanten so operirt, wie im § 103, S. 403, aus den allgemeinen 
L.amé’schen Functionen die Cylinderfunctionen jeder Ordnung 
p. Ist p = 2, so entstehen dadurch die Funetionen des elliptischen 
Cylinders, wihrend die speciellen Functionen derselben zweiten Ord- 
nung sich in die Functionen des Kreiscylinders verwandeln. Alle 
Functionen, mit denen wir uns im Vorhergehenden eingehender 
beschiftigten, gehéren daher der zweiten Ordnung an. 
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Zweites Kapitel 


Die speciellen Lamé’schen Functionen. Kugelfunctionen 
hoherer Ordnung. 


§ 123. Die Differentialgleichung der Lamé’schen Functionen 

gehért zu der allgemeinen Gattung (m. vergl. § 101) 

2 
(15, 6)... 4y(@) + 2x(@) + 9@)W =0, 

wenn w, x, # ganze Functionen von @ vorstellen, deren Grad resp. 
p+1, p, p—1 ist; w, x, # sind hier von solcher Beschaffenheit, 
dass eines von den partikularen Integralen eine ganze Function 
der Gréssen A,, A,, ... A, wird. Mit diesem beschiftigen wir uns 
hier, suchen in diesem Kapitel zunachst simmtliche Kugel- 
functionen p*" Ordnung (erster Art) auf und handeln dann tiber 
ihre Kigenschaften. 

Die Behandlung der Gleich. (75, b) wird um so einfacher, je 
kleiner die Zahl p ist. Man kann zeigen, dass jedes Mal, wenn 
zwei Griéssen A, und A, einander gleich werden, die Lésungen 
einer Gleichung p‘* Ordnung sich unmittelbar aus denen der nie- 
drigeren, der p—1' Ordnung ergeben. 


Beweis. Simmtliche Functionen W der A vom nte" Grade, auch die in 

denen A, = A,, komen nur die Formen haben 
Ucn), A,U(n—1), ... AvU,, 
wenn die U ganze Functionen der A hezeichnen, welche fiir 2 = a, nicht 
verschwinden, deren Grad nach den A durch die in der Parenthese daneben 
stehende Zahl angezeigt wird. Setzt man diese Ausdriicke in (75, b) ein, so 
entsteht i” U(n— v) die ee 
Avy lee +(2= 2)w ue 

ay 2 +2 ane ee 
In unserem Falle ist rath (75, a) y= w'; indem a, = @,, so wird yp 
durch (a@—a,)’, y, durch «—a, theilbar. Da U fir 2 = a, nicht ver- 
schwindet, so muss sein Faktor durch a—a, theilbar sein, so dass U einer 
Gleichung 


2 


ad*U dU 
Aw, dx’ + 2y, dx +3,U=90 
geniigt, wo die drei Functionen 


Pigiat 
w= beste x(x— a, )(#%— ,)...(a@— az), 
ferner y, und #, ganze Functionen vom Grade resp. p, p—i, p—2 be- 
zeichnen. Daher igeniigt U(m—yv) einer Gleich. nur von der p—1'" Ordnung. 


Heine, Theorie der Kugelfunctionen. 2. Aufl. 29 
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Aus dem Bildungsgesetze von x, bemerkt man, dass auch y, mit wy, 
einen Faktor ersten Grades gemein hat, wenn derselbe in w, doppelt vor- 
kommt, so dass man in diesem Falle eine weitere Reduktion auf die Ordnung 
p— 2 vornehmen kann. Allgemein, sind @ Wurzeln einander gleich, @ Wurzeln 
einander gleich aber von den ersten verschieden, etc., so wird man die Functionen 
W der p'e Ordnung durch solche der Ordnung 


p—(a—1)—(@- 1)—ete. 


ausdriicken konnen. 
Werden, wie es hier geschehen soll, simmtliche Constante a,, 
a,, etc. einander gleich und dann gleich 1, so lasst sich das Re- 
sultat der Reihe von Reduktionen, die dann geschehen kénnen, leicht 
iibersehen. Dann ist nimlich 
w(x) = e(a—1), 
wihrend die Differentialgleich. (75, a) giebt 


ew 
deat)“ + 2[(p+1)2—1] + (@—1)-29@) W = 0. 


Hier bleibt noch der Coefficient von W zu bestimmen. Zu diesem 
Zwecke fiihre man, ahnlich wie oben, fiir «= 1 nicht verschwin- 
dende Functionen U ein. Setzt man 

(76)... W=(va—l1)y Unm—>), 
so erhalt man fiir U(n—v) die Gleichung 


4o(e—1) 55 + 2[(p + 2 42-1) 
$19 + @—1y"(9- p D2) (@—-1)-7U = 0. 


Der Faktor von U muss eine ganze Function sein; da 9% vom 
Grade p—1 und seine héchste Potenz, nach § 121, 3, mit x, multi- 
plicirt ist, so kann dieser Faktor nur werden 
x +(v + p—1), 
woraus noch folgt 
d.(e—1)'-? = —n.(n+ p—1) — ls Lee 
re 
Alle Kugelfunctionen p'* Ordnung yom Grade n sind 
daher die Lésungen der Gleichungen 


aw dw Cplisatass 
40 (a—1) > +2l(p+1e~ 1] = | n(n-t-p—1) +" ae: |, 


wenn »v die ganzen Werthe von O bis » inel. durchlauft. 
Aus (76) findet man fiir U(n—v) die Gleichung (76, a) 


Hi tia 
4a(a—l) og + 2[(p + 2» +e] +e—mo+n4+p—)U=0. 


$124, 78. Kugelfunctionen héherer Ordnung. AD1 


Mit dieser Gleichung in wenig verschiedener Form haben wir 
uns bereits in den §§$ 31 u. f. eingehend beschaftigt; man hat nur 
x = & zu setzen, um auch eine Uebereinstimmung in der Form zu 
erreichen. Da hier » die Zahl » nicht iiberschreitet, so kann man 
simmtliche Lisungen der ersten Art, die ganze Functionen von & 
werden, darstellen durch die Gleichungen 


Cre ee ORE es Biss (42) 


Ua—yv)= de? So <, 


Um diese Untersuchungen nicht zu weit auszudehnen, handele ich 
nicht tiber die zweiten Lésungen, welche die Functionen zweiter 
Art geben. 

Hierdurch ist der erste Gegenstand der Untersuchung erledigt: 
Die simmtlichen Kugelfunctionen p'* Ordnung und erster 
Art sind durch (76) und (77) gegeben, wenn » die Werthe von 
O bis m durchliuft, also an der Zahl +1. Die simmtlichen 
Functionen zweiter Art ergeben sich hieraus mit Hiilfe von (76, a). 

§ 124. Wir kniipfen beim § 69 an, um iiber die Higen- 
schaften der Kugelfunctionen hodherer Ordnung zu handeln 
und setzen 

1 V1 
(78)... ie p—3 So"P" (p, ®), 
(i— Shab aa eae 5) = 
wenn p alle ganzen positiven Zahlen von 2 an vorstellt. Um ahn- 
liche Formeln fiir die Ordnung 1 zu erhalten, fiigen wir hinzu 


—log(1—2ea+ i es yas oP’, x); 
n=1 
woraus sich ergiebt 
Tis Pad lee ies a “Hqq 00808; (x = cos 6). 


Formeln, die noch fiir » = ; presi bleiben, erhalt man durch 
die Festsetzung 


nP "(ae ) == ie fir te 0. 
Aus (78) ergiebt sich 
(78, 4)... YeTinP"(p,0) =I joes 3 ea)R(— Loe a 
go dass, nach Vertauschung von a mit ¢, die re P bis auf 


452 III Theil. Zweites Kapitel. § 124, 78. 


eine Constante mit U(n) iibereinstimmt. Daher gewinnt man aus 
dem Entwickelungscoefficienten und seinen Differentialquotienten 
nach a die Kugelfunctionen héherer Ordnung ebenso wie aus den U. 
Der Entwickelungscoefficient P”(p, x) spielt im Folgenden die- 
selbe Rolle wie die Kugelfunction selbst, in welche er sich fiir 
p =2 verwandelt; mit einer anderen Constanten multiplicirt, tritt 
er in (78, d) neben den durch Differentiation erzeugten Functionen 
U(n—v) noch einmal, wie im Falle p = 2, als Zugeordnete auf. 
Die Functionen P mit ungerader Ordnungszahl entstehen aus 
den Cosinus der Vielfachen, die mit gerader aus den Kugelfunc- 
tionen (mit der Ordnungszahl 2), durch Differentiation. (M. vergl. 
S. 298.) Man hat, wenn man 2 = cosO@ setzt, und in der ersten 


Forme! fiir x = O nur die Halfte der rechten Seite, also a nimmt, 
folgende Reihe von Formeln: 
(Leg 0) ert Tbe eae jas <-_-cosnd, PO, 2) =P (ce): 
1 1 det +1)0 wo (abd) sin(n +1)0 


Cohen iy, da Vn sin 0 
ips d” (cos(n+¥)0 
2 PYQy +1, 2) = 7 te ( nee 
2 P*(Qv +2, 2) = (PY (a). 


Zur leichtern Rechnung mit diesen Satie fiige ich noch fol- 


gende Gleichungen hinzu: 
n 1 = d*(@’—1)" 
acyl ol = 
(2) 2” TIn da” ; 


Vo7—1 = d*(@’—1)-3 
») 


CE i eatin Gag <soyo oi 
es (e’—1y a t@—1p 1d ¥(@*—1p 
ta pbs dan*”  «*W(n—v) dat”? 
(@’—1)"-3 Sot (@?—1)-2 a"—~’ (@°—1)-4 
' 
(ore vy. (n+v—1) dav co (Ve dx” )= II(n—v) dx”? 
2-2/0. Hn : 
(7). P'(p, 2): II(p +n—2) “ye (a@+-cosg. ya". —1)"sine- *pdep 


-/ # sin?—? pd 
(w+ cosp.Va?—1yrte—1’ 


. § 124, 78. Kugelfunctionen héherer Ordnung. ; 453 


(8)... 2a" —1y P"2r + 2, 2) 
I(n+ 2») te 
y aero (x+ cosp./x’—1)"*” cosy dp 


ve) (She Tg (C | cosvp dp 
7 In (2+ cosp.ya?—1)t7t) ’ 
(8) was QV 27 =1y P"(2r + 8,2) 


{ ll 2 1 1 = ey ‘ 
7 On ets) y) (© + cosp. /2’—1)"¥” P’ (cos) sin pdp 


_ (—))’ Ent, ‘t P* (cos) sin pd 

2V1 TIn (a + cos gy. Va?—1y"+" +? 

Die beiden Formeln re und (a") sind die bekamnten des § 6; (@) trat 
als (f) im § 33 auf und (8) ist eine neue Gleichung, die leicht aus den 
Untersuchungen des § 33 abgeleitet werden kann, wenn man sie auf die Glei- 
chung des § 34 iibertragt. M. vergl. iiber die Ableitung auch meine Abhand- 
lung im 61. Bde von Borchardt’s Journal: Ueber einige bestimmte Integrale 
§ 7, 9, 10. Die Gleichung (y) findet man mit Hilfe der Gleichung 


vm 2 -{" __ sin gdp _ 
bey je 2 JS (a—ibcosp)?— ’ 
(Ces Ws heres 


die sich durch Anwendung der mehrfach benutzten Substitution 


acos g —ib Ja = sing.Va?-+ b? 


ian a a—ibcosep’ a—ibcosg ’ 
+5 d 
— rg b? p =a Pee 
go Sie eo a— bcos 
ergiebt. Sie verwandelt das Integral auf der Rechten in 
—3 
ee 


erie nm 
(a+ 6’) Sp sin?—*n dn = Ve = z 


0 (a D4 py? Eee 


Macht man nun oD i 
w=1—az, ib=ayx?—1, 
so entsteht als ee fiir die erzeugende Function der Kugelfunctionen 
p—2 
4 sain a fi: sin?’—* pd 
eee oon 1— ux — acosp.~a?—1)P’ 
(1—2ax+a’)?. idle ia "2 V ) 


und hieraus unmittelbar ein Theil der Formel (v), auf den man schliesslich, um (y) 
volistindig zu erhalten, die Substitution anwendet, durch welche man im § 50 
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die Gleich. (35, g) ableitete. Endlich findet man fiir ein gerades p den Aus- 
druck (0), und (0,) fiir ein ungerades p, indem man sich resp. der formula 
transformationis von Jacobi oder einer Ahnlichen bedient, namlich der beiden 
Gleichungen 


Jv oosp sine? gdp =1.3 Qr—t)f “y (cos op) cos vp dg, 
0 “0 


™ y . 
[x (oosp)sin?” 1 pap = 2.4...(20) f° x(cos p) P” (cos p)sin p dp. 
0 0 
Zur Transformation der numerischen Coefficienten kann man die Gleichung 
m—1 


m te 
2 Ns Tl 5 = IIm.y¥n 


verwenden. 

Neben diese Functionen treten alle Kugelfunetionen héherer 
Ordnung in der Art als Zugeordnete mit der Bezeichnung P,(p, x) 
auf, dass man setzt (n = 7) 

ig = Fa Ww pend (w—»)(n—»—1) n—y—2 
(78,0)... PX(p,2) = (Vz"—1)| Orton? 
(n—-v)...(n—v—83) ba 
T OAH pe 3\Getp—s) |. 


Es sind, wie die Vergleichung dieser Formel mit (78) zeigt, die 


Zugeordneten von den Functionen P” nicht wesentlich verschieden; 
es ist naémlich 


(18,-d).... P; (gpa = Bip + 2, x). Val). 


Man muss aber die Zugeordnete auch in diesem speciellen Falle 
der Lamé’schen Functionen nicht mit der Function P"(p, x) selbst 
verwechseln, um die richtige Verallgemeinerung der friiher ent- 
wickelten Hauptsiitze, z. B. des Additionstheorems aufzusuchen. 
§ 125. In diesem Paragraphen beschiftigen wir uns mit der 
Verallgemeinerung der Gleich. (33, a) 
— Tn) P; (2) 
fe? 1) — ! a 
fensplopelinnys ee) yee: IT(n+-v) T(n—yr) 
In der Bezeichnung, welche im vorigen Paragraphen eingefiihrt 
wurde, hat diese Gleichung die Form 


COS Vg. 


+ 3 Pra) aed \ ee Dn men E a ». P, (2, x)P’(1 %) 
@s. x 1)" = 2" Tn (n D) 2 Ta») T@—»), 


Ich finde dass ganz allgemein fiir jede Ordnungszahl p die 
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Gleichung besteht 
Ci9) =... @tsya*—1) 
= 2492 In II(n—14+-3p) = Ait Pars Py(p-+-1,&)P"(p, 5) 
y—0 (n—v) T(n-+y+p—1) ” ; Nace 
so dass also bei der Entwickelung des Ausdrucks auf der Linken 
nach Funetionen p'** Ordnung von x der Faktor der »'*" Function, 
abgesehen von Constanten, eine »'® Zugeordnete einer Function 
p+ Ordnung ist. 
Die Formel, welche fiir p = 1 bekannt ist, lasst sich fiir den 
Fall p =2 leicht beweisen, in welchem unsere Reihe die Ent- 
wickelung der linken Seite nach Kugelfunctionen zweiter Ordnung 


von % giebt. Der Coefficient von P’ (2,2) ist nach (9) gleich 
art : 2. qr pn 
5 (w+ x ¥ax?—1)" P"(s)dz, 

sai 


und dies nach (0') im §. 124 
derees (2y +1) Mn. ya Chie ee NBD ee ‘ 
eee 1) (2V2°—1)’ P” * (2Qy+-3, 2). 

Mit Hiilfe von (78, d) verwandelt sich dies in 

2" Hn In 
2 5 P; 
( me) Tae) ( 

so dass (79) fiir p = 2 bewiesen ist. 
Die allgemeine Formel (79) ergiebt sich aus den fiir p= 1 
und p= 2 geltenden durch eine vollstindige Induction von p auf 
p+2 dadurch, dass man (79) nach » differentiirt, darauf durch 


ya’—1 dividirt, und die Formeln benutzt 


2Qy 


3, @), 


pe = 2P""'(p+2,0); Prt (p+1, 2) = ¥2*—1P)i(p+2, 2). 


§ 126. Auf Ahnliche Art gewinnen wir das allgemeinere 
Additionstheorem: Wenn gesetzt wird: 
cosy = cosOcosa + sinOsinacosy, 


ak [ (0+ aot | 
*) (p) = ae (QQv-+p —2) Hi@? lin» + p—2° 
so erhaélt man die Gleichung 
(80) 2... P*(p, cosy) 
SS (—1)” x}. (p) Py(p, c080)P; (p, cosa) P’ (p —1, cosy,). 
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Fiir p = 2 ist diese Formel bekannt, n&mlich (52), das Addi- 
tionstheorem von Laplace selbst; wir fiihren ihren Beweis daher 
zunichst fiir p—3, und bedienen uns fiir gréssere Werthe der 
Ordnungszahl wiederum der vollstindigen Induction, des Beweises 
von p auf p+2. 

Wir gehen von der Gleichung (c’) auf S. 310 aus 

™ 7 pees TU 
uh ii f (cos) sin? nsin?—' Cdyn dl = va meray f (cos) sin? n dn, 
neat 0 


0 0 ‘ 


wenn 0 von 7, € und einem Bogen 7, durch die Gleichung 
cos d = cosncosn, ++ sinysinn, cosE 


abhangt und f eine beliebige continuirliche Function ist. Setzt man hier p—2 


statt p und 
f() = (a+ ibs)'-?, 
so verwandelt sich die rechte Seite nach der Formel auf S. 453 in 


Macht man ferner auf der linken Seite 
acosn, = 4,, asinn, = a,, 
_ so erhalt man die Gleichung (81) 


4 yp a sin?—*ysin?—3 C dndt 

7 a + ia, cos7 + ta, sinncosC)P—! ’ 
(a+ a? + a3)? 0 0 ( ‘f : yee 2 1 od 

eine Formel, die ich auch auf den Fall iibertragen habe, dass auf der Linken 


die Summe statt von drei Quadraten von einer grosseren Anzahl, bis von p+1 
zu nehmen ist *). Man hat namlich 


1 
(a°-+- a; + ef aa) 
HGA=1)\.t2 abs | 
= uP ) sine 6, sine-5 0, ...sin 6, 246, d0,.-. 05-1, 


wo nach den @ von 0 bis 7 zu integriren ist. 


Aus der Gleich. (81) ergiebt sich das Additionstheorem fiir 
die Functionen p'*" Ordnung durch dasselbe Verfahren, welches im 
§ 75 fiir p= 2 angewandt wurde. Man setzt dazu 
a = cosd—eosa, 
a, = snO0— sinacosy,, 
a, = — PB sing siny,, 


*) Borchardt’s Journal: Ueber einige bestimmte Integrale, Bd. 61, 5S). 


§ 126, 81. Kugelfunctionen héherer Ordnung. 457 


wobei cos@ positiv und @ hinreichend klein angenommen wird, um 
sowohl die nachfolgende Entwickelung zu erlauben, als auch um a 
einen positiven Werth zu ertheilen. Aus (81) findet man 

1 _. p—2 i Cdndt 


=i p—1 ’ 
Gee emery te Gh isord Son end 
r = cos 6 + isin Ocosn, 
r = cosa + isin acose, 
cose = cosycosy, + sinnsiny, cost. 

Wir entwickeln nun nach aufsteigenden Potenzen von #, beschrinken 
uns aber (um die Formeln ein wenig abzuktirzen) auf den Fall 
p= 3. Man erhalt dann 


27 V1 P"(3, cosy) = (n +0f les —_sinn dy dt. 


In diese Gleichung setzen wir fiir die it Potenz von r ihre Ent- 
wickelung aus (79) nach Functionen zweiter Ordnung von cose, 
nimlich 


FM Cy, 2y+1 
sige i TTS +) 


worauf sich die Integration nach ¢ ausfiihren lasst; denn nach dem 
Satze von Legendre auf S. 313 ist 


Se (cose) df = 2 P" (cosn)P’ (cosy,). 
0 


Das iibrig bleibende Integral. 
‘~~ P* (cosn)sinndn 
(cos + isin Ocosn)"*? 
wird ferner nach (0’) im § 124 gleich 
2.(—2" Va Mo» jy sin OP” 2 +8, e080). 
Fiir das Produkt der beiden letzten, 0 enthaltenden Glieder, 
setze man noch nach (78, d) 
pipe Tin 
¥u II(n—v) 
und erhalt schliesslich die zweite Grundform fiir die Additions- 
theoreme der Kugelfunctionen héherer Ordnung 


on {In IIn yo eed 
(80, a) ... FG, cosy) = 2? V0 ¢ GE v) T(n+v+1) 


P? (3, cos 0) P; (3, cos we) P’ (cosy,), 


P; (3, cosa) P” (cose), 


P73, cos 8) 
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wo gesetzt war 
cosy = cos Ocosa + sin Osin acosy,. 

Die allgemeine Form (80) hatte man ebenso direkt ableiten 
kénnen, beweist sie aber auch von p auf p+2 durch eine Diffe- 
rentiation nach cosy, und Division der entstehenden Gleichung durch 
sinOdsin0,. M. vergl. den Schluss des § 125. 

Anmerkung. Hiangt eine Reihe von Bogen durch die Glei- 


chungen 
cosy, = cos, cosa, + sin@, sin a, cosy, 


cosy, = cos0, cosa, + sin 0, sin a, cosy, 
COSYp—1 = C08 A, 1608 @p—1+ Sin O,—-18IN &) 1608 Yp 
zusammen, und setzt man 


Kz %n, (P) -%n,(P —1). 4,2" (2) 
© = P.,(p, cos 0)P:i(p —1, cos0,).. APP (2, cos 6,_2) 
A= Pr; (p, cosa) Pr (p —1, cos a). Pp (2, COSat—2), 


so findet man, durch wiederholte Anwendung von (80), P’(p, cosy) 
aus dem Produkte 

(fy K.G. A. P’P*(1, 608-7) 
durch Summation iiber alle nicht negativen ganzzahligen Werthe 
Gnel. Null) von ,, n,, ..., fiir welche 

Pm Ln © OO Ny —2 — Ny—1 
nicht negativ werden. Die Anzahl der Glieder, aus denen P"(p, cos 7) 
durch Addition entsteht, ist daher 

(n-+-1)(m + 2)...(a + p —1) 
1.2...(p —1) ; 

§. 127. Theoretische Schwierigkeiten sind bei der nachfolgen- 
den Uebertragung von den friiher gefundenen Eigenschaften der 
Kugelfunctionen zu denen der allgemeineren nicht zu iiberwinden. 
Es wird daher erlaubt sein, hier nur kurz iiber diesen Gegenstand 
zu handeln. 

1) Aus der Differentialgleich. (76) der W, die bis auf Con- 
stante mit den Zugeordneten P;(p, ) tibereinstimmen, folgt nach 
den haufig angewandten Methoden, dass 


a 
(a)... f Pipa) Php, 21a" 
=] 


verschwindet, wenn m und x verschiedene ganze Zahlen sind. 


§ 127, 82. Kugelfunctionen héherer Ordnung. 459 


Hieraus ergiebt sich fiir » —0, m=O der Zusatz 
1 
. ff Pp, a) — 2) de = 0. 
—1 


2) Setzt man »=0, so folgt ferner, dass eine Function von 
x sich nur auf eine Art in eine in gleichem Grade convergirende 
Reihe entwickeln lisst, welche nach den Functionen P"(p, x) mit 
veranderlichem x for altreiteis 

3) Der Werth von (a) fiir m =x wird u.a. auf folgende Art 
gefunden, die iibrigens noch einmal beweisen wiirde, dass der Aus- 
druck verschwindet, wenn m und n verschieden sind. 

Nach (78, d) transformirt man (a) in 


IT (n— - n— 7 
Cy ge (Ss s\ J [P""(p +2», ©) ante Ade, 
Es sei zunichst p ungerade = 2u+1; dann wird mit Hiilfe von 
(6') im §. 124 erhalten 
(a? —1)"+7-4 P™ "(p+ 29, x) 

1 te tp?) aot 

— Ontre—2— (kp + n—1)M(n—-) dar—” ; 
Setzt man diesen Werth in das vorstehende Integral ein, integrirt 
n—vmal durch Theile und vertauscht den »— vfachen Differential- 


N—Yy 


quotienten von P” ” mit der Constanten, die ihm nach (78, a) gleich 
ist, so findet man schliesslich als Werth des Integrals unter (a), 


welches man durch c;(p) bezeichne, fiir ein ungerades p 
E A —1)"n 2n+p—1 W(n—v)W(np- 7+ p—2 
(82) aes Pipes ) + P ( ) ( J P ) 


Dnt p—2 ; ) [m( ae | ’ 


eine Formel, die auch fiir ein gerades p gilt, wie eine ganz dhn- 
liche, noch einfachere Rechnung zeigt. 
Hieraus ergiebt sich der Satz 


(82, a)... © (p).x)(p) = (1) ¥a = 
welcher ebenso zu verwenden ist, wie der im Falle p = 2 gefundene 
entsprechende (d) auf S. 327, aus dem sich das durch (f) auf 5. 328 
bezeichnete Integral ergab, welches die Entwickelung einer Function 
von zwei Veranderlichen nach Kugelfunctionen lieferte. 
4) Ich schliesse diesen Paragraphen mit der Zusammenstellung 
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einiger Formeln, die beim Rechnen mit héheren Kugelfunctionen 
mehrfach Verwendung finden: (m, ”, p sind ganz und positiv) 

t ant 
mf sinnpdg = Va", 
0 


thy es B-p (n+p —2) 
2 =( es 
ie (P"(p, cos p))’ sin?! pdgo = Pais al Tin ; 


(ee A, ©, -+ @, L, + et Op 41241) 
dx,dx,...dxp 


Tp+t 


= 0, (m <n) 


<P" (p, ba, +b, a, ++ Le B44 Bp 44) 


rs oe P"(p, 4,0, + a,b, +++» + Gy 41 bp 41), (m =n), 
wenn iiber alle Werthe integrirt wird, fiir welche 
arfatpe- any = 1. 
Setzt man 
x, = cos0, 
x, = sin 0, cos8, 
x, = sin8, sin), cos 8, 
ete. 
Lp = sind, sin O,...sin Op1 C08 8, 
Lp+1 = sin O, sin O,...sinO,_18in G,, 
so wird erhalten 
G0, Gey. Mr __ inp sinp-* 6, ...8in 0,140, d0,...d6y. 
ptt 
§ 128. Will man die Theorie der Anziehung auf ein Gebiet 
von p-+1 sogenannten Dimensionen iibertragen, so muss man, um 
eine vollstindige Analogie zu haben, annehmen dass die Anzichung 
statt nach dem Newton’schen Gesetze nach den p'e™ Potenzen der 
Entfernung erfolge, und daher statt des in der Einleitung auftretenden 
Ausdrucks T einen anderen einfiihren, so dass 
1—p 
T= [(,—¢,)" cits (es) Sipe ace Cp+1) | : } 
tiber diese allgemeinere Function T handeln wir jetzt. Indem 
man setzt 
f= 17a, $= 7h, 6 sy 
ferner fiir 2,, ,, ete., durch die am Schluss des §. 127 befindlichen 
Gleichungen, Bogen @ einfiihrt, die Gréssen a in gleicher Weise 
von Bogen @ abhaingig macht, so erhalt man 


S 128, 83. Kugelfunctionen héherer Ordnung. AGI 


1~p 
T= (1—2reosy,+ eye, 
wo 7, derselbe Winkel ist wie in der Anmerkung des § 126, wenn 
man nur dort y, mit 0,—a, vertauscht. 
T geniigt offenbar der Differentialgleich. 


2 2 
83)... apm tagp teeta =0. 
Fiihrt man statt der ¢ die Coordinaten r und 0 ein, wozu sich Herr 
Carl Neumann, dessen Aufzeichnungen ich vor vielen Jahren das 


fertige Resultat entnehmen durfte, der Methode von Jacobi (§ 71) 
bediente, so entsteht die Gleichung 
fe) A ey 0 A oT 
SPAR teint OS a (45 + 38; u, 50) AT GO, Nag OO? 
wenn man zur Abkiirzung setzt 
A = r?sin?—16, sin? 6, ... sin O,-1 
pte ge sy 7° Rin Olsen up = 7? sin” OOM si Oi; 
Entwickelt man T nach aufsteigenden Potenzen von r, so geniigt 
der Coefficient von r", der nach (78) bis auf einen constanten 


Faktor P"(p, cosy,) ist, der Gleichung 


Wy saan Lae) 
(83, 6)... O= n(n+p— Deb Bice 60, 5 [sw sa) 


wo gesetzt ist 
1 : : ; 
i= 5 (sin 6, sin 0, ...sin 0,4)’. 
v 


Im speciellen Falle a, = 0 wird y, = 6,, und man findet die 
fo isi fiir P"(p, cos0) 


= n(n+ p—1)P4+ ———— ae — Gs (sine oad 
die wesentlich mit der Gleichung von W auf S. 450 fiir » =O tiber- 
einstimmt. 

Die Function r”P"(p, cosy,) ist ganz, homogen und vom n'" 
Grade nach &, &, ete. Ein ahnliches Resultat wie S. 323 unter 
(¢) stelltzsich auch hier heraus, dass nimlich die allgemeinste 
ganze homogene Function v'™ Grades der &, welche (83, a) 
gentigt, gleich ist r*°X”, wenn gesetzt wird 

(83, ¢-)... X” = YO.(keos(m_1 6p) + Isin (mp1 Op)), 
wo © dieselbe Bedeutung hat wie in der Anmerkung des § 126, 
k und /! willkiirliche Constanten bezeichnen und die Summation 
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sich auf dieselbe Anzahl Glieder bezieht wie oben. Da fiir m,1 = 0 
das betreffende, / enthaltende, Glied fortfallt, so hat diese Funce- 
tion im ganzen 


(83, d) ... hen eae) 


willkiirliche Constante k& und l. 


Dass X” der Differentialgleichung geniigt, ist klar, ebenso dass 
es homogen und als Function n'" Grades durch die &€ ausgedriickt 
werden kann. Dass die Constanten sich nicht auf eine geringere 
Zahl reduciren lassen, sondern dass zwei Functionen X”, die nicht 
tiberall dieselben Constanten k und / haben, verschieden sind, be- 
weist man mit Hiilfe der Formel (a) im § 127, Nr. 1 nach der be- 
kannten Methode zur Bestimmung von Coefficienten in Reihen. Ich 
zeige daher nur, dass eine homogene Function n'" Grades, welche 
(83) geniigen soll, durch die angegebene Zahl von Constanten be- 
stimmt ist. 

Dazu setze man, fiir diesen Paragraphen, 

OW Oo Ve ov 
OB OE! CBs: 


Soll eine homogene Function n' Grades V der Differentialgleichung 


geniigen, so mache man 
Vis fat Sifait--- Shy, 
wo fy, f,, ete., f. homogene Functionen resp. des Grades 0, 1, ete., 
von &,, &, ete. vorstellen. Die partielle Differentialgleich. wird er- 
fiillt, wenn man hat 
Afn HE, Shoat t+ & Af, 
+1.2f,-2+2.3.8 fr-_s+(n—1)n&f, = 0, 
so dass nur dem Systeme von Gleichungen geniigt werden muss 
1 2. fn—2 => — An, 2US:. fais = Afn—1, 
3.4. peta — Afn—2, 4.5.fa—s = AMfn—s, ete. 
Man kann daher fiir f,, und f,-. ganz willkiirliche homogene Func- 
tionen der p Verdnderlichen &,, §, etc. vom Grade n resp. n—1 
nehmen, und erhalt durch diese Gleichungen die iibrigen Coef- 
ficienten f. Wahlt man fiir f, und f,-, die allgemeinsten derartigen 
Functionen, die also resp. 


§ 129, 83. Kugelfunctionen héherer Ordnung. 463 


(n+1)(m+2)...e+p—1)  n(m+1)...2a+p-— 2) 
1.2...(p~p— ; 1.2...(p—1) 
willkiirliche Constanten enthalten, so wird in der allgemeinsten 
Function V in der That die unter (83, d) angegebene Anzahl vor- 
kommen kénnen, daher, nimlich wegen (83, c), auch vorkommen. 

Ueber diese allgemeinen Kugelfunctionen vergl. m. eine Arbeit 
von Herrn Cayley im 13. Bd. von Liouville’s Journal, von 
Clebsch im 60. Bde. von Borchardt’s Journal, von Herrn 
Mehler im 66. Bde. desselben Journals. Der wesentliche Inhalt 
der letzteren wurde bereits 1864 als Schulprogramm in Danzig 
veroffentlicht. 

§ 129. Die Cylinderfunction héherer Ordnung erhilt 
man durch Uebergang zur Grenze von den Lamé’schen Functionen 
derselben Ordnung aus, und zwar die einfachsten, welche den 
Functionen des Kreis-Cylinders entsprechen, wenn man in der 


Kugelfunction héherer Ordnung P(p, Cos ) die Zahl » in’s Un- 
endliche wachsen lasst, nachdem man die Function vorher mit 
| : g ‘i 0 : 

einer geeigneten Constanten, nimlich P (p, COs —) mit ”?-?, multi- 


plicirt hat. In der That findet man 
wae 


yume 0 


0 Ton 
s 2—H Dp” Z0COS Inp—2 
Lim. n?-?P (», Coss ) = eos sin? mdg. 


Auf diese Art erhalt man zunichst die Functionen der ersten 
und zweiten Art, welche durch Differentiation von J(@) und K(0) 
nach 06 entstehen, also wesentlich die fritheren Zugeordneten zu 
den Cylinderfunctionen sind, — dann aber, fiir ein ungerades p, 
die ebenso aus w und ¥ entstehenden Functionen (§ 60), wo 

sin 6 e? 
yO) =2-, PO=S. 

Des bequemeren Druckes wegen bezeichne ich in diesem Para- 
graphen die vfache Differentiation einer Function nach dem Qua- 
drate ihres Arguments durch ein ihr vorgesetztes D”. Man kann 
nun dieselben Buchstaben J und K fiir alle diese Functionen be- 
nutzen, indem man setzt 

J(2y +2, 0) = D’J(6), K(2v+2, 0) = D’K (6), 
J(2v 4+ 3, 0) = D’w(6), K(2v+3, 0) = DY ¥(6). 
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Es scheint selbstverstindlich dass und wie man diesen Functionen 
durch Differentiiren und Multipliciren mit Potenzen yon @ noch 
Zugeordnete hinzufiigen kann. Zum Abschluss werde ich noch 
das Additionstheorem fiir eine der Cylinderfunctionen 
héherer Ordnung ableiten, und wihle dazu K(2v+ 2, @). 

Man differentiire (56, a) ymal nach cosq; auf der linken Seite 
kann man hierfiir ebenso oft nach (0,)’ differentiiren und mit der 
yen Potenz von —200, multipliciren. Dadureh erhalt man mit 
Hiilfe von (78, b) eine Gleichung, die man nur noch dureh die »' 
Potenz von 00, zu dividiren hat. Dann entsteht 


K (2v +2, 0,) = yu(—4y = (w+ »)(400,)". DY K(2y +2, 0) 
B=0 


< De J(2v +2, 0,). PH(2y +1, cose). 
Durch diese Gleichung wird die Cylinderfunction zweiter Art, durch 
eine aihnliche die erster Art, von 0, nach Kugelfunctionen un- 
gerader Ordnung von cos entwickelt. Man kann leicht die ent- 
sprechenden Reihen aufstellen, welche die Reihen fiir die Cylinder- 
functionen ungerader Ordnung von @,, geordnet nach Kugelfunctionen 
gerader Ordnung von cosg, geben. 


Drittes Kapitel 
Higenschaften aller Lamé’schen Functionen. 


§ 130. Nach den Andeutungen des I. Kapitels sollen hier 
einige wesentliche Eigenschaften, die friiher nur fiir die Functionen 
zweiter Ordnung abgeleitet waren, auf die Functionen aller Klassen 
tibertragen werden. 

Hierzu bedienen wir uns der Untersuchung im $101. Es sei 
w(#) eine ganze Function vom Grade p+1, ferner x und 2 yon 
der dort vorausgesetzten Beschaffenheit. Man kann aus Ausdriicken 
wie V dort in (6), eine zweite Lésung von (a) zusammenstellen, 
wenn man eine erste f kennt. Die bekannte ganze Function ¥ auf 
S. 389 ordne man nach Potenzen von 2 in die Reihe 

p= a,+a,c+a,0°+--+ a) .a?-*, 
in welcher die anicht Constanten, sondern ganze Functionen von z sind. 
Die Wurzeln von (a) = 0, die verschieden sein mégen, heissen r,, 
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ri, ++. und man setze 


"V4+1 F(R) dx ryan 
V, =f MOUS (es Soh BI f(z) dz. 


4 pao 
r ey 


Hierdureh erhalt man 


ay, dV 
y y we 
YO a = Ya) a +H(@)V, = a,c) Lat Ea aes 
und zwar im ganzen p solcher Gleichungen, von »=0 bis y= p-—-1. 
Man bezeichne nun die Determinanten eines Systems, welches aus 
PURI uve any 


0 n --2 
¢C Cy sey ; 


CA Gr ook or ; 
nach Weglassung der ersten, zweiten, etc. letzten Horizontalreihe 
entsteht, mit den itiblichen Vorzeichen versehen, durch C,, C,,... 
C,-1, so dass 
CF Or, pe + aa Cp = 0, 
und findet dann sofort das Resultat: Aus dem érsten Inte- 
grale f(x) der Differentialgleichung 
@)... wo) Tt +1@) +9@w =0, 
ergiebt sich das zweite Integral 
p-1 ry +1 % 
(84)... W,=O,V,4+-C6V,++-4+ 61,4 = 26, — 
: "y 5 

wenn die C die oben angegebenen Constanten sind. 

Diese Determinanten C lassen sich ziemlich einfach ausdriicken, 
indem man eine Veriinderliche z, nach welcher von r, bis r,+1 inte- 
grirt wird, durch 2, bezeichnet. Dann ist 


cy == fz fG@,)ds,; 


macht man das Produkt 


(4,—=29@, —2)-- 
) 


(%p—1— Sp-2) 

gleich ,, weil in ihm »s nicht mit dem untern Index 0 versehen 
ist, und ein entsprechendes Produkt, dem der untere Index y fehlt, 
statt dessen O eintritt, gleich ,, so hat man 


Heine, Theorie der Kugelfunctionen. 2. Aufl, 30 
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= fi TL, f(,) f(4,)o+-f Gp -1) dy O28, «dé, 
wo unter dem vorstehenden p—1fachen Integral sowohl f(%,) als 
dz, fehlen. Diesen Werth setzt man in (84) ein und erhilt mit 
Hiilfe eines einfachen Satzes iiber Zerlegung in Partialbriiche die 
zweite Form von W,, nimlich das Resultat: Setzt man 
= (3\-= %) Be By) oop Spt = yy 
Gh 4) spat 2p) 


(%p—1 ae %p—2)s 
so wird eine zweite Lisung der Differentialgleich. (a) aus 
der ersten f(x) durch das pfache Integral gewonnen 
| BICC iC en 
G42)... Maf rane Lae ae Pen, Es 

§ 131. Auf die Differentialgleichung, welcher die Lamé’schen 

Funcetionen p'** Ordnung geniigen 
2 
OSes kenya a +7E=0, 
wiirde man diese Theorie anwenden kiénnen, wenn diese Fune- 
tionen fiir simmtliche Wurzeln von w(x) = 0 verschwinden, indem 
dann w die Rolle spielte wie yw, im § 101. Man kennt aus § 121 
die Form von ersten Lésungen unserer — Differentialgleichungen, 
indem €(p,z) aus einem Produkte besteht, dessen einer Faktor 
eine ganze Function von @ ist, dessen anderer Faktor die Quadrat- 
wurzel aus einem Theiler von w. Heisst dieser Theiler w, (be- 
trachtet man also die ©, welche der Klasse angehéren, die fiir 
einen bestimmten Theiler y, von w verschwindet. Im IV. Kapitel 
zeigt sich, dass solche Functionen wirklich existiren), und setzt man 
W= Wis, C= Vw,.W, 
so wird wegen (75, a) 
yr + Evin.) Se +n =0, 
wo 7 eine ganze Function von « vom Grade p—1_ bezeichnet. 
Diese Gleichung hat die verlangte Form von (a) im § 101 (dort 
ist w, gleich 1 zu setzen). Indem man von der ersten Lisung 
fla) = [@.2) 
Vw, (a) 


ausgeht, erhilt man also als zweite Lésung, als Lamé’sche Fune- 
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tion zweiter Art die zu einer bestimmten Function © gehort, 


Gres 8G,2) yu SC fe 
mS (5) V0, @) 
wenn %,, wie oben, eine Verinderliche bedeutet, nach welcher von 
ry bis ry41 integrirt wird, und C, eine Constante vorstellt, deren 
Ausdruck ich nicht hierher stelle, da er hier nicht von Bedeutung 
ist, der aber im vorigen Paragraphen vollstandig als Determinante 
definirt wurde, so dass die Function zweiter Art F Abel’sche 
Integrale nur erster und zweiter, nicht dritter Gattung 
enthalt. Durch Zusammenziehen findet man, entsprechend der 
Form (84, a), fiir dasselbe % 
(85, a)... 3b, @) 
S(p, 5) E(p, 5). E(p, %yp—1)-IT. dx, dz, eles day —1 , 

(@ —%)(@ — B,)---(@ — Spa) VW, (By) VY, &)-+ W, Spa) 


§ 132. Man kann auch die Formel 


= Vy,(@) 


i dx 


fir %(p,«v) ableiten, welche (62) entspricht. Man schliesst aus 
derselben u. a., dass die —(m+p—l)'* Potenz von ya die 
héchste in % vorkommende sei, wenn © nach Yx vom nim 
Grade ist, was auch schon aus Betrachtung der Differentialgleichung 
(§ 121, Nr. 4) folgte. 

Wendet man dieses auf (85) an, so erhilt man, indem man 
durch yw,(a) auf beiden Seiten dividirt, den Satz: Ist €(p, x) 
eine solehe Lamé’sche Function erster Art vom Grade 4” nach 
x, die mit w,(#) zugleich verschwindet, wenn w,(x) einen Faktor 
von w(x) des Grades w bezeichnet, so sind die Ausdriicke 


= Cf 6, ie aRea 7 ar 


Null fiir alle nicht gebrochenen und nicht negativen x von 0 bis 


n= p—2 + 

Dies ist der allgemeine Satz auf dessen Bedeutung ich mehr- 

fach bei den specielleren Functionen hingewiesen habe. Man kann 

sich seiner bei der Definition der Lamé’schen Functionen bedienen, 
wie der Satz, dass 


inel. 


30 # 


468 Ill. Theil. Drittes Kapitel. § 133, 6. 


yp o P" (a) dx 


=f 
fiir alle Werthe x = 0, 1, ..., ~--1 verschwindet, die Kugelfunction 
P” definirte. In derselben Art wie aus dem vorstehenden Satz 
folgt, dass 


“ib 'P"(a)P"(a)de = 0, 
wenn m und n pee sind, folgt hier dass 
2 O/C 0). C09). 8 To 
Null ist, wenn « einen der Werthe 0, 1, ete. bis p—1 erhalt, und 


©” und 6" zu derselben Klasse gehéren, d. h. wenn ihre Quadrate 
mit w(a#) denselben gréssten gemeinschaftlichen Theiler besitzen. 
§ 133. Die Gleichung (85) beweist die Verbindung der Lamé’- 
schen Functionen mit dem Nenner und Reste eines Kettenbruchs, 
welche man fiir p= 2 aus § 102 kennt. Ist wiederum © gleich 


yw, mal einer ganzen Function, so wird y/ w,. © eine ganze Fune- 
tion, welche identisch gleich ist 


(Vv,(2) E(p, 5) — VW, (@) E(p, &)) + 1, (2) Cer, @), 


und man hat aus (85) . 
86) sali wa Calpe): bert 
(86)... VWA@)EQ,2).0 AG 
‘ome dz 
== zy 
inate maar 


5c, 2Oee. t)— Vw, &) EQ, 5) Los 
= Bh, Vw@) 


Hier ist gesetzt 


Die Functionen 


CCC DLs 
Vw, ( )ECp, B) w (a)? 


von denen die erste ganz und vom Grade 4(n-+-4), die zweite vom 


Grade =(p+ Ss) ist und sich auch in eine ihnliche Form 
bringen lasst wie die, welche das Integral auf der rechten Seite 
von (85, a) hat, spielen die Rolle des Niherungsnenners resp. des 
Restes (N”, R") vom Kettenbruche fiir das ganze Abel’sche Inte- 


gral dritter Gattung 6, dessen Niherungszihler Z" ist. Die Schliisse, 
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welche man aus diesen Formeln fiir die Bestimmung des Verhiilt- 
nisses der Constanten C zicht, entsprechen vollig dem, was im § 102 
iiber r, das Verhaltniss der Constanten a und #, gesagt wurde. 

§ 134. In der 1. Anmerkung zum § 90 wurde darauf aufmerksam 
gemacht, dass das Produkt E(e)E(w)E(v) der Gleichung 4V = 0 
geniigt, wenn diese in elliptische Coordinaten transformirt wird. 
Etwas abnliches findet bei den allgemeinen Functionen p'*" Ord- 
nung statt. 

Es geniigt jede bestimmte Function ©(p,z) nach (75, a) der 
Gleichung 


aw 


wenn J eine bestimmte, im Folgenden festzuhaltende, Function 
(p—1)'** Ordnung ist. Setzt man fiir x die p+1 Werthe 4,, ,, ete., Ap 
und bezeichnet die entsprechenden Abel’schen Integrale u durch 
Uy, U,, ete., w%, So erhalt man hieraus eine Anzahl von »+1 Glei- 
chungen, denen ©(p,4,), G(p,d,), ..., €(p,%,), also auch das 
Produkt dieser Functionen p geniigt. Man mache 

(1—1,)(4— A,)...(4 — Ay) = F(2), 
dividire die Gleichungen der Reihe nach durch f'(A,), f'(4,), ---5 f'(Ap) 
und addire; dann fallt 9 vollstiindig fort, da 19(A) von niedrigerem 
Grade isf als f(4) und man findet, dass das Produkt der p+1 
Functionen © 

p = C(p, A) E(p, 4,).-. €(p, dy) 
der Gleichung geniigt 

By MSSM 
(S32) cas ~ F(a) soup ita! 


v= 
Wenn man in p beliebig viele Functionen © durch & ersetzt, so 
erhilt man dieselbe Gleich. (87). 
Wiirde man das Produkt nur von p solcher Functionen ge- 


bildet haben 

q = Cp, 4,).--Clp, dy), 
so setze man 

P(A) = (A—A,).+. (A dy). 
Mit Beriicksichtigung des Umstandes, dass die héchste Potenz von 
1 in #(2), die p—1'*, den Faktor — (m+ —1) hat, wenn © vom 
in’ Grade ist, findet man 

Ohare Og 

alt ay. = oh) uz = n(n-+-p —1)q. 


yv=1 
e 
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Auf die Differentialgleichung (87) gelangt man auch von einer 
anderen Seite, nimlich indem man in die Differentialgleichung 
on mers OV 
(a)... “O81 at) Lok ana Baa eo hak a 
fiir die p+1 rechtwinkligen Coordinaten §,, &, ..., & 41 ebenso viele 
elliptische 4,, 4,, ..., 4, einfiihrt, wozu man sich der Formeln 
des § 71 bedient. 


Das Wesentliche zur Ausfithrung dieser Transformation findet man in der 
26. Vorles. von Jacobi’s Vorles. tiber Dynamik herausgegeb. von Clebsch. 
Man setze p-++4, wo dort m, und A,_1, —a@,_1, wo dort 4, und a, vor- 
kommen. Nach Formel 12 bei Jacobi wird dann 
SCs > (Ay —a,)(Ay—a,)... (Ay — a) ( cA 
0s, f'(Ay) Oh, 7” 
wo f dieselhe Bedeutung hat wie in (87). Hierdurch sind die Grossen L 
auf S. 306 gegeben, aus denen die transformirte Gleichung gebildet wird. 
Der Ausdruck von &, in A ist 


Ayete ai idatt ani Up 2209) 
(a, —4,) (a, — Gy)... (@y—1— ay) (Ay 41— Ay)... (Ay— a, ) 
Um auch die analoge Gleichung von (58, c) im § 87 zu finden, 
setze man 


2 —- 
= 


Go = rt, § =7m, 6.6, Si =P Mpi1, 
a? at-bats = 1, 
und fiihre statt der § die unabhangigen Gréssen r, v,, x, x und 
fiir die letzten p wiederum 4,, ... 4) ein, wodurch man hat 
0). dye Ee) 
(a,— a,) (a, — @y)...(@) — a,) 
Indem man mit diesen Coordinaten die Rechnung wiederholt, wozu 
man das Quadrat des Bogenelements bei p-+1 Dimensionen, 
OS} + O83 +e + OSs, 
in dieselben transformirt, oder indem man von der friiheren Formel 
(87) zur Grenze tibergeht, findet man die linke Seite von (a) durch 
die’neuen Coordinaten ausgedriickt. Hierzu setzt man, wenn ¢ 
eine unendlich kleine Grosse bezeichnet, 
Bhi Age sas REApS. Sys TOO oe PEO 


fiir 
Ary day vee Ay My ye py 
und r° fiir 4,. Dann verwandelt sich (a) in die Gleichung 
Ler a. ee 1 o’V 
(87, b) ye a rep Ov? cP r? Lest g' (Ay) Cuz 
wo p dieselbe Bedeutung hat, wie in (87, a) und v, welches dem 


= 0, 


§ 134, 7. Allgemeine Lamé’sche Functionen. AT1 


uw, fiir vy =O entsprechen wiirde, gleich ist fiver, so dass das 
erste Glied mit 
ACN oP ACY 

Or* Yr OF 


vertauscht werden kann. 


Die Gleich. (83) des § 128 zeigt, dass die Function 
1p. 1—p 


T=(1—2reosy, +9")? =[E,—e,) +E —e) + + Grice] 
fiir V gesetzt, der Gleich. (a) gentigt, also fiir p gesetzt der Gleich. 
(87), — wenn niimlich die c irgend welche Constante bezeichnen. 


Aus unseren Untersuchungen geht erstens hervor, dass T, die 
(1—p)' Potenz der Entfernung des beweglichen Punktes &,, &,, ete. 
von einem festen im sog. Raume mit p-+1 Dimensionen, umgesetzt 
in die elliptischen Coordinaten 4,, 4,, ete., derselben Differential- 
gleichung (87) gentigt wie das Produkt p von p+1 Functionen, 
nimlich irgend einer Lamé’schen Function von 4, mit denselben 
Functionen von 4,, etc., endlich von A,. 

Entwickelt man T nach aufsteigenden Potenzen von r, so ist 
mit der »'*® Potenz von r, abgesehen von einem constanten Faktor, 


P"(p, cosy,) multiplicirt. Nimmt man der Kiirze halber den festen 
Punkt mit den Coordinaten c in der Entfernung 1 vom Anfangs- 
punkte, so wird 

COSY, = €, @, 16,2, +++ + Cp41 Pay. 
Fiihrt man fiir die a die p Coordinaten 4,, ... 4, durch die Gleich. 
(b) ein, so geniigt 7’, fiir V gesetzt, der Gleich. (87, 6), daher 
P"(p, cosy,), fiir q gesetzt, der Gleich. (87, a), und man hat zwei- 
tens: Die Kugelfunction pte Ordnung P”(p,cosy,), worin 

COSY, = C, @,+ 6,2, +** + Cnp1En41, 
die in Kugeleoordinaten p-+-1'* Dimension 0, 0,, ete. der Gleich. 
(83, 6) geniigt und durch eine Summe von Produkten aus je p ver- 
schiedenen Gliedern dargestellt wird (Anmerk. zu § 126) — geniigt 
in elliptischen Coordinaten p+-1'* Dimension 4,, 4,, ... 4 (Gleich. 
(b) S. 470) derselben Gleichung (87, @) wie das Produkt 

Oh C(p, 4,)-S(p, A,)... E(p, Ay), 
wenn © in allen p Faktoren dieselbe Function bezeichnet. 
Bei der Auflisung gewisser physikalischer Probleme, die sich 

auf die Anzichung von’ Massen beziehen, welche nach dem New- 
ton’schen Gesetze auf einander wirken, ist es erforderlich, die Ent- 
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— 


wickelung der reciproken Entfernung zweier Punkte nach Kugel- 
functionen und Lamé’schen Functionen vornehmen zu kénnen. 
Mit Hiilfe der vorstehenden Formeln wird man tibersehen, wie 
sich die Liésungen, welche wir auffinden, gestalten, wenn die 
Massenwirkung nach einer beliebigen Potenz der Entfernung er- 
folet. Ein Punkt, der hierbei noch in Frage kommt, die Frage 
nach der Anzahl jener Produkte q, wird im folgenden Kapitel seine 
Erledigung finden. 


Viertes Kapitel. 


Ueber die Existenz und Anzahl der Lamé’schen 
Functionen hoherer Ordnung. 


§ 135. Im Folgenden wird nachgewiesen, dass, fiir ein ge- 
ene w(x) vom Grade p+1, genau die ANE, (83, d) S. 462 vor- 
kommende Anzahl ' 

aay) - EG 
oe See 2 (Qn -+-p—1) 
von verschiedenen Functionen J(v) gefunden werden kann, von 
der Beschaffenheit, dass die Lésungen von (75) 


oT + 9@). Ve=A0 


Lamé’sche Functionen p'** Ordnung vom n'" Grade sind. Die 
Lésungen fiir verschiedene @ sind offenbar verschieden, so dass 
man ebenso viele Functionen jeder Art erhalt, als 9 vorhanden sind. 
Zunichst fragen wir, welche Bedingungen ganze Functionen 
x(a) und F(x) erfiillen miissen, wenn die Differentialgleichung 


(88)... wo 44@) + 9@W=0 


eine Lésung besitzen soll, welche eine ganze Function n' Grades 
nach @ ist, setzen aber fest, dass y vom Grade p+1, x und 3 
héchstens vom Grade p resp. p—1 seien. Dies tritt immer ein, 
wenn es sich, wie bei den Lamé’schen Functionen, um eine Diffe- 
rentialgleichung handelt, deren allgemeines Integral keine héhere 
Transcendante enthilt, als eine rationale Function von Integralen 
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algebraischer Functionen, und die fiir 2 = oo eine bestimmte Ord- © 
nung besitzt. 

Wir sagen von einer Function W, sie sei fiir den endlichen 
Werth «=a von der Ordnung a, wenn (@—a)?t*W und 
(a—a)*-* W, wie klein auch « genommen wird, fiir « = a resp. 0 
und co wird; wir ertheilen ihr im Unendlichen die Ordnung a, 
wenn «-*-*W und a-*+*W fiir 2 = oo resp. 0 und oo wird, so 
dass z. B. loge eine bestimmte Ordnung, nimlich Null, hat. 

Sind y und » zwei partikulire Lésungen von (88), so ist 
namlich 

ae en hf at 
log(ys'—2y) = — fF ae 
Ware x nicht vom niedrigeren Grade als w, so wiirde ys'— xy’ fir 
x= oo wie eine Exponentialgrésse 0 oder ow, hiitte also keine 
Ordnung. 

Soll die Lisung fiir jedes x, welches w(e) zu Null macht, 
x@) 
wa)’ 
nur ungleiche Faktoren besitzen, was aus derselben Gleichung zwi- 
schen zwei partikularen Lésungen folgt, welche wir oben benutzten. 

Der folgende Satz erledigt die am Eingange gestellte Frage: 

Sind die beiden ganzen Functionen w(a#) und x(a) ge- 
geben, erstere vom Grade p-+1, letztere vom Grade p, so 
(n+1)(m+ 2)...(u + p—1) 

1.2...(p—1) 
tionen d(x), je cin partikulares Integral von (88) eine ganze 
Function »'" Grades nach a. ; 

Fiir p = 1 ist unter der oben angegebenen Zahl, die allgemein 
durch (n, p) bezeichnet werden mag, 1 zu verstehen. Es ist hierbei 
vorausgesetzt, dass die Coefficienten in w und y unabhangige 
Gréssen sind; ich nenne hier die Gréssen a, 6, ete. unabhangig 
von einander, wenn zwischen ihnen keine algebraische Gleichung 
mit ganzzahligen Coefficienten besteht. Es mag hier sogleich ein- 
geschaltet werden, dass von Gréssen a, b, ete., die durch eine oder 
mehrere solcher algebraischen Gleichungen verbunden, die also 
abhingig sind, gesagt werden soll ,sie seien noch weiter specia- 
lisirt“, wenn ausser den schon bestehenden Gleichungen noch eine 
oder mehrere solcher Gleichungen, die natiirlich den ersten nicht 
widersprechen diirfen, zwischen ihnen gesetzt werden, 


eine Ordnung haben, so kann gehérig gehoben, im Nenner 


verschiedene Funce- 


wird genau fiir 


ATA IL. Theil. Viertes Kapitel. § 136, 88. 


Die so eben erwihnte Voraussetzung fiir das Bestehen des 
Satzes verlangt mehr als erforderlich ist; man sagt mit demselben 
Rechte, eine ganze Function n' Grades von « mit unabhingigen 
Coefficienten verschwinde fiir » verschiedene Werthe von x, wah- 
rend doch hierzu schon geniigen wiirde, dass die Coefficienten nur 
nicht einer bestimmten Gleichung mit ganzzahligen Coefficienten 
geniigen, nimlich der bekannten, welche gleiche Wurzeln anzeigt. 
Auch fiir das Bestehen unseres Satzes reicht hin, dass die Coeffi- 
cienten gewisse algebraische Gleichungen in endlicher Anzahl mit 
ganzen Coefficienten nicht erfiillen, Gleichungen, die in jedem Falle, 
nur nicht in iibersichtlicher Form, wirklich gebildet werden kénnen. 

§ 136. Um den Beweis des Satzes zu fiihren, setze man in 
(88) fiir W und # ganze Functionen des Grades resp. » und p—1 
ein, namlich 

WH ar tga" 4 9,072 40, 
F =k, w+ k, wP—-? + bh, oP oe 
Es ist ersichtlich, dass die erforderliche und hinreichende Bedin- 
gung dafiir, dass W der Gleichung (88) geniigt, darin besteht, dass 
gewisse »-+-p Gleichungen erfiillt werden, die linear sowohl nach 
den g als nach den & und den Coefficienten von yw und x sind. 
Um den Charakter derselben zu zeigen, ohne doch mit allzu weit- 
liufigen Formeln zu operiren, stelle ich sie fiir den Fall p=3 auf. 
Es seien die gegebenen Functionen 
w(x) = x(c,x*+ ¢,@'+ c,@-+ ¢,), 
x(x) = b,a°+b,2°+6b, c+, 
und die gesuchten 
W(x) = goe” + 9, 0°" + gn B" + Oy 
F(e) = h,w’+h, «+ k,. 
Damit W der Differentialgl. (88) geniige, miissen die Coefficienten 
g und k dem System von Gleichungen geniigen: 
O=9,[k, nb, +n(n—1)e, ], 
O=9, [4 +-@—1)b,-+-(n—1)(n—2)eq]+-gol, +b, +-n(n—1 ec, ], 
O=g,[k, + —2)by + (H—2)(n—3) oy] +9 [h, +1), +(n—-1)(n—2)e, ] 
FI [k, <% nb, +n(n—1)e,], 
O=9,[k. + (e—3)bo + (n—3)(m — 4c, ] + 9.18, + (e—2)b, --(m—2)(n—B)e, | 
+9, [k, +-(n—1)b, ai (n—1)(n—2)c,]-+-9,[nb, -+-n(n—1)e,], 
O=g9,[k, +(m—4)b, +(n—4)(m—5)e, ]-++-9,[k, + (m—8)b, +-(n—3)(n—A)e, ] 
+ 91h, (e—2)b, +-(n—2)(m—3)e, ]+-9,[(n—1)b, +(n—1)(n—2)e, ] 


§ 136, 88. Anzahl der Lamé’scben Functionen. AT5 


Auf diese Art werden die Gleichungen fortgebildet, so dass die 
nichste die Beziehung zwischen den vier g mit den Indices 5, 4, 3, 
2 giebt. Den Schluss bilden die Gleichungen 

O=9n-i[ ky +1.b, ]+ Gna], +2, +2.10, ]+ gn_s[ 4, +30, +3.2.0, ]4+Gna[ 4b, +4.3¢, |, 


O=9nlk, | +9n1[k, +1.0, | +9n-2[ ky +26, +2.1.6, ]+ Gn-3[30,+3.2¢, ], 
= CHU +9n-s[i,-+-1.05 | +9n-2| 2b, +2.1e, |, 
O= Onl k, | +9n—1[ Bs |. 


Aus der ersten von ihnen bestimmt sich k, vollstindig durch 
die gegebenen Coefficienten b, und ¢, von w und x; die folgenden 
n Gleichungen geben siimmtliche g ausgedriickt durch dieselben 
bekannten Coefficienten 6 und ¢ und die p—1 (im Beispiele zwei) 
Unbekannten k,, k,, ete. Die Werthe der g, aus der zweiten bis 
n-+1'" Gleichung in die letzten p—1 substituirt, geben dann p—1 
Gleichungen héheren Grades zwischen den Unbekannten k,, h,, ete., 
k»-1 und den bekannten Coefficienten von w und y, die nur rational 
in diesen Gleichungen auftreten. Sind die & einmal aus diesen 
p—1 Gleichungen bestimmt, so giebt die Substitution der gefun- 
denen Werthe in die zweite bis n+1' alle g. Heissen zwei Systeme 
von zusammengehérigen k, heissen also die Systeme k,, k,,..., kp-1 
und hk’, k,, ..., 1 verschieden, wenn nur nicht jedes & gleich 
dem k' mit demselben untern Index ist, so sieht man aus der 
Form der zweiten bis »+1'" Gleichung mit volliger Gewissheit 
ein, dass jedem Systeme der k ein System der g, verschiedenen 
Systemen der & verschiedene Systeme der g entsprechen. Man 
erhalt also so viel verschiedene Gleichungen (88) und daher so 
viel verschiedene ganze Functionen W vom n' Grade, 
als es verschiedene Systeme von k giebt. 

Zunichst zeigt sich, dass der Grad der Eliminations- 
gleichung héchstens (nm, p) ist, dass also nicht mehr als 
(n, p) verschiedene Systeme der-k& existiren kénnen. Wirft 
man einen Blick auf die n+p Gleichungen, die man, mit Aus- 
nahme der ersten fiir h,, fiir den speciellen Fall p = 3 oben findet, 
so wird man die Wahrheit dieser Behauptung vielleicht nicht so- 
gleich erkennen, und den Grad der Eliminationsgleichung fiir héher 
halten; setzt man aber statt k,, &,, ete. fiir den Augenblick 
x, x, ete, wo die untern Zahlen Indices, die obern Potenzexpo- 
nenten vorstellen, und der Symmetrie halber «, fiir k,, so bemerkt 
man sofort, dass g,, 9,, +++) gn ganze Functionen der # resp. vom 
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Grade 1, 2,..., 2 sind, so dass nach der Substitution die p—1 
letzten Gleichungen nach den 2 vom Grade n +1, »+-2,...,»+p+1 
werden, ihre Eliminationsgleichung also héchstens auf den Grad 
(n+1)(n+2)...(n+p+1) steigt. Beriicksichtigt man, dass jedem 
Werthe von k,, k,, kj, ete. resp. einer von #,, zwei von x,, drei 
von «,, etc. entsprechen, so ist die obige Behauptung erwiesen. 
Unter der Voraussetzung, dass die Eliminationsglei- 
chung nicht identisch verschwindet, wird sie wirklich 
jenen Grad erreichen, und (mp) verschiedene Systeme 
der k geben. Denn es existiren, wie ich unten zeige, selbst dann 
noch (, p) verschiedene Systeme, wenn die Coefficienten von wp 
und y in gewisser Art specialisirt werden. Dass aber jene Elimina- 
tionsresultante nicht identisch verschwindet, geht aus folgender Be- 
trachtung hervor, welche ich einer brieflichen Mittheilung meines 
Freundes Kronecker entnehme. Wenn in der erwaihnten Final- 
gleichung, welche die Functionen 9(@) und W(«) bestimmen soll, 
simmtliche Coefficienten verschwinden, so bleibt, wie die allge- 
meinen Principien der Elimination ergeben, mindestens eine der 
Wurzeln von W(w)=O0 unbestimmt. Legt man dieser Wurzel 
nach einander alle Werthe bei, fiir welche w(#) verschwindet, so 
erhalt man hierdurch besondere Bedingungen fiir die Function x(a), 
welchen diese aber selbst nach den unten vorkommenden Speciali- 
sirungen nicht gentigt. Hr. Kronecker fiigte in der beziiglichen 
Mittheilung hinzu, dass diese Bedingungen in der That erfiillt sind 
und eine der Wurzeln von W(x) = 0 unbestimmt bleibt, wenn w 
und x so beschaffen sind, dass fiir gewisse Functionen 9(x) beide 
Integrale der Gleichung (88) ganze Functionen von # werden*). 


*) Im Monatsbericht der Berliner Akademie vom Januar 1864 fiigte Herr 
Kronecker meiner Mittheilung noch Folgendes hinzu: Fiihrt man die n Wurzeln 
der Gleichung W(x) =O als Unbekannte ein, zu deren Bestimmung also die n Glei- 
chungen: ; 

w(a,). W" (x,) yr) WG) 0 tare eS bey. 

dienen, wenn darin die Coefficienten von VW’, W’” durch die symmetrischen Func- 
tionen von 2, 2, ... ersetzt werden, so ersieht man unmittelbar, dass eine der 
Gréssen x beliebig bleibt, wenn die Eliminationsgleichung verschwindet. Durch eine 
einfache Umformung dieses Gleichungssystems lisst sich aber auch der Grad der 
Finalgleichung ermitteln und zugleich nachweisen, dass gewisse Coefficienten der- 
selben von Null verschieden sind, so lange iiber die Functionen 1 und y nicht be- 
sondere Bestimmungen getroffen werden. 
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Um iiber die Anzahl der Systeme bei specialisirten w und y 
zu handeln, setze ich solehe Gleichungen zwischen den Coef- 
ficienten, dass w einen seiner linearen Factoren e—a zweimal, 
x ihn einmal enthalt. Dann haben alle W, welche (88) geniigen, 
die Formen: 

U(n); (ec—a)U(n—1); ...; (vw —a)" UO), 

wenn die U wie im § 123 ganze, nicht durch 2—a theilbare Func- 
tionen von a vorstellen, deren Grad eingeklammert zur Rechten 
neben dem Buchstaben U steht. Durch Substitution dieser Formen 
in (88) ergiebt sich fiir jedes U eine Gleichung wie (88), in der 
statt w und x wiederum ganze Functionen mit unabhingigen Coef- 
ficienten auftreten, die aber nicht mehr auf den Grad p+1 und 
p, sondern p und p—1 steigen. Nimmt man nun an, der zu be- 
weisende allgemeine Satz sei bewiesen, wenn w ein Produkt von 
p linearen Faktoren ist — und fiir ein Produkt aus zwei Faktoren 
ist er sehr leicht zu erweisen — so hat man demnach fiir den 
Fall, dass w aus p-+1 Faktoren besteht von denen zwei gleich 
sind, im ganzen 

(ep) Geel, p= Der Gee, — ta 0, p= 1), 

d. h., nach Ausfiihrung der Summation, (7, p) verschiedene W, also 
(n, p) verschiedene J und eben so viele verschiedene Systeme der hk. 

§ 137. Der Satz, der hierdurch bewiesen ist, dient dazu, die 
Existenz der Lamé’schen Functionen p'* Ordnung (erster Art, 
woraus die zweiter Art von selbst folgt) die zu einer ganzen Zahl n 
gehéren, nachzuweisen und ihre Anzahl] zu bestimmen. Es mag im 
Folgenden der Fall p =1 ausgeschlossen werden, weil in demselben 
eine Modifikation im Beweisgange erforderlich ist; er bietet iibrigens 
durchaus keine Schwierigkeiten dar, sondern fiihrt sogleich auf end- 
liche hypergeometrische Reihen. 

Jene Functionen sind Integrale von (88), wenn w wiederum 
vom p+1'" Grade ist, x aber nicht allgemein bleibt, sondern gleich 
iw'(a) gesetzt wird. Sie sind ferner nicht ganze Funetionen von 
x, sondern ganze Functionen n'" Grades von A,, A,,..., 4, (M. 
vergl. 8. 445). 

Ist zundchst » gerade, und zwar n = 2» gesetzt, so kann man 
(§ 121, No. 1) jede in die Form bringen 

(a) 25 PAGAL ACV (= tm), 
wenn A’, A", etc. je 2m verschiedene von den A vorstellen, V(v—m) 
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eine ganze Function »—m'*” Grades-von « ist, und m ganze Zahlen 
zwischen O und a vorstellt. Alle Functionen in der Form 


(a) die, fiir W gesetzt, (88) geniigen und nur solche sind die zu 
n = 2y gehérenden Lamé’schen Functionen p'* Ordnung. 

Durch Einsetzen der Form (a) statt W in (88) findet man fiir 
jedes V eine Differentialgleichung von derselben Art wie (88), in 
der y dieselbe Bedeutung behalt wie dort, in der aber fiir y(«) 
sy @)-+ wi @)y,@) 
zu nehmen ist, wenn w,(v) der Reihe nach alle Faktoren von w(a) 
vorstellt, w(x) in w,(«)w,(x) aufgelist wird, und wy’ und yw’ die 
Differentialquotienten von w und w, sind. Die Anzahl der Werthe 
von V, die einer dieser Gleichungen dadurch angehéren, dass man 
wund w, in derselben festhilt und die gehérigen J wahlt, ist 
nach unserem Satze bekannt, nimlich (v—m,p) wenn y, aus 2m 
Factoren A’ besteht. Hilt man m fest, und wihlt alle méglichen 

w,, so erhalt man also 


-1)p(p—1)... 2 — 2m 
Oop, HDR GEP=20) gy 


verschiedene Functionen W. Indem man m alle ganzen Werthe 


pee 
2 


von O bis 


giebt, erhilt man die Anzahl aller W gleich der 


Summe von Gliedern (c) von m=O bis m heey Diese Summe 


lisst sich ausfiihren und giebt die gesuchte Anzahl der Lamé’- 
schen Functionen gleich (m, p)+(m—1, p): 

Streng genommen konnte hier der Satz iiber die Anzahl der 
ganzen Functionen, welche einer Differentialgleichung geniigen, nicht 
ohne Weiteres angewandt werden, da w und x nicht unabhingige Coef- 
ficienten enthalten, sondern solche, die linear von den Coefficienten 
von yw, und w, abhiingen. Die Methode, durch welche der Beweis 
jenes Satzes gefiihrt wurde, bleibt aber noch vollkommen anwendbar. 
Es beruht dies auf dem Umstande, dass der obige Beweis von p 
auf p+1 noch immer bindend ist; man sieht namlich sofort ein, 
dass wenn a Wurzeln in w(x) gleich a, von selbst genau a—1 
Wurzeln in dem Ausdruck 

(= by! + YW, We 


gleich a werden. 


SUES We 88, Anzahl der Lamé’schen Functionen. ; 479 


Wire n ungerade gewesen, so hitte man dasselbe Resultat fiir 
die Anzahl der Lamé’schen Functionen erhalten, 

Schliesslich soll noch darauf hingewiesen werden, dass es zwar 
nicht ohne Interesse sein mag, wenn hier ausser dem Beweise fiir die 
Existenz der Lamé’schen Funcetionen auch ihre Anzahl gefunden 
ist; fiir die Theorie dieser Functionen hat es aber eine grosse Be- 
deutung, dass grade die oben angegebene im § 128 unter (83, d) 
aufgefiihrte Zahl sich hier herausstellt. Beriicksichtigt man die 
Bedeutung die sie dort hat, so erhilt man den Satz: Die Anzahl 
der Lamé’schen Functionen p'* Ordnung (erster Art), 
welche zu m gehéren, ist genau so gross wie die Anzahl 
der willkiirlichen Constanten in der allgemeinsten homo- 


genen Function ne" Grades W von Grossen &, &, ..., S41) 
welche der Differentialgleichung 

Caw “orw OW 

fais ==) 

oF ary 0&8 A065 is gene Ob 
genigt. 


Diese allgemeinste Function liess sich in die Form bringen 
eke le Ge Sacto teat); 
worin X” in Kugeleoordinaten, die sich auf » +1 Dimensionen be- 
ziehen, durch (83, ¢) ausgedriickt wird. Aus dem obigen Satze 
folgt, dass dieselbe Function X” in elliptischen Coordinaten, welche 
zi derselben Dimension gehéren, durch die Gleichung 
= 20, G(p, 4) Gp, dy). Erp, dn) 
ausgedriickt wird, in welcher die c¢ willkiirliche Constante be- 
zeichnen, und die Summation sich auf (,p) +(#—1, p) Werthe 
von » bezieht. 
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Zusatz zur Seite 417. 


Die Umwandelung der allgemeinen quadratischen Form V 
auf S. 415 in die Form (69) mit 27-+-1 Gliedern kann man immer 
durch eine orthogonale Substitution vornehmen, deren Co- 
efficienten sich fiir jedes m angeben lassen; ihre Berechnung aus 
den a erfordert keine héhere Operation als das Ausziehen von 
Quadratwurzeln. Dies zeigt der 

Satz. In die Form V auf S. 415 kann man statt x,, x, ... @n 
durch eine orthogonale Substitution Veridnderliche w,, w,, ... Wn-1, 
v, so einfiihren, dass das Aggregat der mit 22, multiplicirten 
Glieder, 

A = Gy) 2, Ay), + + Any hn, 
sich in »,Va?, +a2, +--+ a verwandelt. 
Nach diesem Satze geht naimlich V auf S. 415 in 


hs , 
x, +20, nV ay, tas, +--+ ant JV, 
tiber, wenn V, eine quadratische Form mit nur n Verinderlichen 
W,, Wy, ++» Wn—1, On bezeichnet. Wendet man das gleiche Verfahren 


wiederholt an, so reducirt sich V, auf einen Ausdruck 
On + Wn Uni Vi, 
WO U,—1 eine neue Verinderliche und V, eine quadratische Form 
von dieser und »—2 anderen Verinderlichen vorstellt. So fihrt 
man fort; die Umformung ist vollendet, wenn man bei einem Aus- 
druck V, anlangt. 
Zum Beweise des Satzes setze man zur Abkiirzung 
Dire Oy, Nga Va “| 05 rae, 
Man fiihrt dann zwei neue Veranderliche v und w dureh die ortho- 
gonale Substitution ein 


Zusatz zur Seite 417. 481 
a,@,+ 4,2, = 1, Vo, 
—4,0,+4,07, =1r,W,, 

aus der man erhalt 


a, a, 
v, = —+v,— + w 
rs ry 2 2 2 2 
+2) = wi + vy 
g, = Xo ae Op 
2 r 2 r 1) 


2 2 / 
Dadurch verwandelt sich A in einen Ausdruck, wiederum von der 
urspriinglichen Form aber mit einer geringeren Zahl von Verdander- 
lichen (mit nur »—1), naimlich in A = r,v,+-@,2,+---+a,2,. Eine 
n—1fache Wiederholung desselben Verfahrens reducirt offenbar A 
auf ein Glied r,v,, wie im Satze behauptet wurde. 

Ich fiige noch die Rechnung und die fertigen Resultate fiir die 
zweite und dritte Transformation hinzu: 


Fiir die zweite Transformation setzt man 
rv, 4,2, =1,0;, 


— 4,0,+1,%, =1,W, 


und erhalt 

v ise v 3 wy 

oreo ae es 29 2 2 Pans SY deme) ae 2 
ip a pee te Deno ee — Wi 0, 

ae 2 2 2 

a, i ay iene ea De pet Pe 

L, = — 0, + ——W,, 
r, r, 


a a,a a 

i a > W, Se =O 
ry rors r; 
a, a, a, a, 

So pea bay ae AG - V3) 
2 2/3 3 
r a 
2 3 

2,= 1-1-9 
3 x Se pi) 


und giebt A=1,v,+ a,2,+---+4naq. 
Fir die dritte Transformation setzt man 
1,0, 4,0, = 7,2, 
— 4,0, + 1,0, =1,W,, 
lést diese linearen Gleichungen nach 2, und v, auf, substituirt den 
letzteren Werth in die oben gefundenen Ausdriicke fiir a,, x, x, 


und erhalt schliesslich 
Heine, Theorie der Kugelfunctionen. 2 Auf. 31 
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a Qa, a. a, a a 
Wie oe Ww, on a — Ww, : ) 
r 1 Me a Y Ae he fe 
2 gib8 3°4 4 
a a, a a, a a 
iy = wie = wW, — 3 + : V,, 
ry rT? r314 Ms 
Apes te, a, hy “4 a, 
Sarg r 2 rr 3 4) 
3 Bik 4 
r a 
3 4 
zr, = ——-s 0) ——0) 
4 r A a 2 


4 
wt ae ate, = wl wee eS wt wt, ee 
A='r,v,- a,x, pa, 2, a, 2. 


Wiahrend der Drucklegung dieses Zusatzes erhalte ich von 
Herrn Kronecker seine Abhandlung tiber Sturm’sche Functionen, 
welche im Monatsberichte der Berliner Akademie d. W. erscheint. 
Auf §. 105 u. f. wird dort, ebenso wie hier, die Aufgabe geldst 
eine beliebige quadratische Form mittels einer orthogonalen Sub- 
stitution in eine Jacobi’sche Form zu transformiren“. 


Vet besser un £ 6.0, 


Seite 132 Formel (19) statt n —1 1. m. n+1. 

» 231 statt der Formel auf Zeile 5 v. u. |. m. 
[1.3...(2n—1)]? P" (2). 
H(n+yv)M(n—v) 


», 347 statt cosyp |. m. in den beiden letzten Formeln des 2. Kapitels P” (cos ¢). 


Q” (x) +i.cosym.(2n+1) 2 


Seite 36 statt dp auf der linken Seite von (6) 1. m. dy. 

80 Zeile 19—20 vy. o. statt daher ist der Modulus der Summe |. m. Ferner ist 
die Summe der Moduln. ; 

» 80 Zeile 23 y. o. fehlt ein Komma hinter Moduln, 

106 soll Zeile 16 v. o. erst nach Gleich. (5) gelesen werden. 

» 119 Formel 5) statt e+ f+y 1.m. «o+f—y. 

», 148 Zeile 8 y. o. statt 0? in der Formel fir Q 1. m. e—?, 

» 149 Zeile 9 y. o. statt (1—x*)d?y 1. m. (1—2”)?d?y, und statt m? 1. m. v?, 

» 152 in der letzten Formel des § 31 statt —56x(x?4+-4) 1. m —d6(x?+ }). 

», 153 Zeile 10 v. u. statt (n-+1) 1. m. (2n-+1). 


2n —1 Nees 2n—1 
saa I . a poo 


9 


» 154 Zeile 4 v. o. statt 


€ 
4 


», 171 letzte Zeile des § 39 statt 47 und az 1. m. —da und — 7. 

» 177 Zeile 15 vy. o. in den oberen Grenzen statt } 1. m. ¥4. 

», 200 Zeile 7 u. 8 vy. o. statt w und y |. m. m und n. 

» 202 Zeile 4 v. o. ist das Komma fortzulassen. 

ezObZeile 13) v.00. stath £—2" ls m> 7. 

225 Zeile 10 und 7 v. u., ferner in Gleich. (c) auf S. 226 erhalt sinvp das 
entgegengesetzte Vorzeichen. 

231 Zeile 12 y. o. ist cosyz fortzulassen und statt + zu setzen +cosyz, 

peecoleZellenGn vent. stath wy << <a 1 meawy —< wi 70, 

» 240 Zeile 3 vy. o. statt j 1. m. 77. 
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Verbesserungen. 


Seite 241 Zeile 2 v. o. statt (44, e) 1. m. (44, f) und streiche 7. 
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272 
288 
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320 
443 


Zeile 4 v. u. statt S. 224 1. m. S, 244. 
Zeile 15 v. o. statt x° 1. m. xp. 
Zeile 12 v. o. statt n—1—g,,, 1. m. n—1+ 9,,,- 
Zeile 1 v. u. statt a 1. m. c. 
ersetze man die Formel auf Zeile 2 v. o. durch 
y—2 ' 


Cy Wo 
yx 

Zeile 7 v. o. statt Lia, 1. m. cympic, 4. 

Zeile 16 v. o., Zeile 14 u. 9 v. u. statt K 1. m. das erste Mal &, die 
beiden anderen Male &,. 

Zeile 7 v, o. schalte man hinter ,,obigen Werth‘ ein: innerhalb der Kugel, 
bis in die Begrenzung, ausserhalb aber Null. 

Zeile 12 v. u. statt 2, Mt, M1. m. L2, M2, Nz. 


7 ft A 
Zeile 8 v. 0. sat f ‘/ 1. mf , und statt Oy 1. m. Og. 
0 0 0 


Zeile 12 v. o. statt a” 1. m. a%”, 

Zeile 4 vy. o. streiche man dy im Nenner. 

Zeile 1 y. u., in der untern Grenze, statt 0 1. m. g, und in Formel (74) 
statt dy, 1. m. dyy,. 
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I. Theil. 
Mechanische Quadratur. 


i 
§ 1. Historisches. Man soit f/ w(ax)dx durch Annaherung berechnen . 
—1 
§ 2. Die gegebene Function w(«) wird vermittelst der Ordinaten, die fiir 
willktirliche Abscissen « gegeben sind, angenihert durch eine ganze Function 


@ (2), remner_ fg @)de genau durch die Summe (4), also fy (x)dr ange- 
=i =i 
nahert durch die Summe (4) dargestellt seas : 3 ; 
§ 3. Beziehungen zwischen den in (4) Poeonronion Hiilfsgrossen A S 
§ 4. Cotes wahlt solche Abscissen @, die in einer arithmetischen Reihe 
wachsen. Tafel fiir die numerischen Werthe der A nach Cotes : 
§ 5. Berechnung des Fehlers Dy (x), den man, bei der creer ateren Be- 


rechnung von fo wi(a)ide durch¥(4); begeht ." .-5 295. 


§ 6. Berechnung einer Correction ftir die Cotesische Methode . 
§ 7. Gauss wahlt die n Abscissen « so, dass der Fehler Null wird, wenn 
w(a) eine ganze Function Qn—l1ten Grades ist 


§ 8. Er nimmt dazu fiir die @ die » Wurzeln der Gisisiae po, G0) 
Correction bei dieser Methode a ; : 
§ 9. Kurze Ableitung der Haupisichtichen's im g8 gewonnenen Pieeenlides : 
§ 10. Tafeln von Gauss zur Berechnung der Integrale durch Annaherung 
§ 11. Die Function w(x) lasst sich mit beliebiger Naherung zwischen 
a2 —=—1 und x—1 durch die Interpolationsformel darstellen, wenn w(x) sich 
in eine Potenzreihe nach x entwickeln lasst, welche fiir = 1 conyergirt. Beweis 
§ 12. Uebertragung der Methode von Gauss auf die Berechnung durch 


h 
Annaherung der Integrate f/ w(x) f()dx fiir beliebige Functionen yw, wenn f 


g 
eine vorgegebene Function bezeichnet . . . 


Heine, Anwendungen der Kugelfunctionen. 2. Aufl, * 
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§ 13. Beispiel fiir den Fall, dass f(~) von der Form a%(1—2)° ist, Der 
INL Ges eS Sh, : rhe Sea oy en re pee 

§ 14, Ein anderer speciallet Pall. Wie wahlt man fiir eine Quadratur aus 
m+n Abscissen miglichst vortheilhaft m Abscissen, wenn m Abscissen vor- 
geschrieben sind? aceite oudsTigs hei a on eos ma a Re aE 

§ 15. Die ganze Raden on Ae ee 2 wird in eine merkwiirdige Form 
gebracht . 

h 
§ 16. Diejenige ganze Function nten Grades y, welche (y—w (x) ]? f(a) dx 


g 
zu einem Minimum macht, ist die Summe der ersten Glieder, vom Oten bis zum 
nteu, in der Entwickelung von w(x) nach den Naherungsnennern des Ketten- 


: h dz 
bruchs fiir o =f A ne eee Specieller Fall f(z) = 1 


If. Theil. 
Das Potential. 


Erstes Kapitel. 
Allgemeines tiber das Potential. Die Kugel. 


§ 17. Ueber die Grundsatze der mathematischen Physik. Fassung des 
Newton’schen Gesetzes. Bedeutung der Ausdriicke Kraft, Masse. Zerlegung 
eines Koérpers in Kugeln, mit beliebiger Anniherung. Potential V und An- 
ziehungscomponenten 5, H, Z eines Aggregates von homogenen kleinen Kugeln; 
eines zusammenhiangenden Korpers in einem Punkte des leeren Raumes. Die 
Summen verwandeln sich in dreifache Integrale. Potential und Anziehung eines 
Korpers in einem solchen Punkte uw des Raumes, welcher mit Masse erfiillt ist. 
Differentiation unter dem Integrale. Die Componenten £1, etc. sind Differential- 
quotienten von Vy. EHigenschaften, welche das Potential V eines Korpers besitzt 

§ 18. Potential und Anziehung einer Kugel. Bezeichnung. Potential 
einer Kugel und einer durch zwei concentrische Kugelflachen begrenzten Schale 
in Punkten Og, O, und Oy. Ist die Dichtigkeit k eine ganze Function der 
rechtwinkligen Coordinaten, so ist auch V, eine ganze Function von 2, y, 2, 
und Vq@ eine solche dividirt durch eine ganze Potenz von r. oN yee 

§19. Specielle Fille. Die Dichtigkeit k jedes Pankees ist ‘d oder 
eine Function seiner Entfernung vom Mittelpunkte, oder eine ganze Function 
der rechtwinkligen Coordinaten. Eine Kugel, deren Dichtigkeit in jedem Punkte 
proportional seiner positiven oder negativen Entfernung von einem festen grissten 
Kreise ist, wirkt wie ein Magnet auf einen entfernten Pol . . . bess 

§ 20. Allgemeines iiber das Potential von Schalen, die durch zwei eave 
kiirlich gegebene Flichen © und © begrenzt werden. Specielles wenn die 
Dichtigkeit constant ist. Man findet: Eine durch zwei beliebig ge- 
legene Kugelflichen begrenzte homogene Schale iibt auf alle im 
hohlen Raume befindlichen Punkte eine constante Kraft aus. Das- 


Seite 


22 


25 


29 


43 


47 
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selbe gilt fiir eine Schale, welche durch zwei nicht concentrische 
ahnliche Ellipsoide mit parallelen Axen gebildet wird oie a 

§ 21. Ausdruck von V fiir die Schalen des § 18 in allen Punkten des leeren 
Raumes, wenn der Werth dieses Potentials in den begrenzenden Kugelflichen 
gegeben ist. Summation der Reihen , : 

§ 22. Aus der Elektrostatik. Rinfiiheung ae Hisehoupaten tithe v. 
Ks wird fiir die Kugelfliche gefunden, wenn z, die Dichtigkeit der Belegung, 
gegeben ist. Angenahert lasst sich vy, in O als ganze Function der rechtwink- 
ligen Coordinaten von O, und veg als eine solche, dividirt durch eine Potenz 
der Entfernung des Punktes O vom Mittelpunkt der Kugel darstellen. — Eigen- 
schaften des Flachenpotentials. Bestimmende Eigenschaften a—c, Statt x, der 
Dichtigkeit der Belegung, kann der Werth von v auf der Flache gegeben sein. 
Ob fiir jede Flache ein Potential v existirt, welches sich auf der Flache in 
eine willkiirlich gegebene continuirliche Function des Ortes verwandelt? 
Die Aufgabe von Gauss, die Wirkung einer Masse in den leeren Raum durch 
Belegung der Grenzflachen zu ersetzen. Zerlegung in drei Aufgaben 1, 2 oder 
2’ und 3. ‘ ; Ore : 

§ 23. Erste Math ode zur Losing det eeune 9) fiir eine Kugelfliiche 
oder fiir zwei concentrische Kugelflachen. Der Werth vonz .. 

§ 24. Wenn die Dichtigkeit der Masse & im Innern der Kesslechale’s ge- 
geben ist, wird die Dichtigkeit z ftir die ideale Belegung der Grenzflachen 
gefunden . Fah 6 Or xf aU Oe Mee OO Pet) MERE Or re er oe Meeian 

§ 25. Anwendungen auf die Theorie des Erdmagnetismus. Ideale 
Vertheilung der magnetischen Massen auf der Erdoberflache. Wo ist der Sitz 
der Kraft? Enthalt die Erde positiven und negativen Magnetismus in gleicher 


GOO? 5 85 6 ORS GB OG 4 Geo O ora nang ) Gb ao Slicelc 
§ 26. Zweite Methode zur Lisung der Aufgabe 2’ fiir eine Kugel: 
Integration einer partiellen Differentialgleichung . . . Geo Op 6 


§ 27. Der Ausdruck fiir das Flichenpotential wird een bente 

§ 28. Die Reihe fiir die Dichtigkeit x kann divergiren, waihrend x endlich 
bleibt und bestimmt ist. Ausdruck von xz durch ein Integral ne 4 

§ 29. Die Lisung der Aufgabe 2’ wird auf das Aufsuchen der Green - 
schen Function zurickgefiihrt. Eine ahnliche Function fiir elektrodynamische 
Probleme. Die Green’sche Function als Potential einer Flachenbelegung mit 
der Dichtigkeit z. Wie man xp aus der allgemeinen Liésung von 2’ 
finden kann ... ° : 

§ 30. Die Green’ more amen fiir ‘die maa é Spe eh aie 

§ 31. Bestimmung der Massenvertheilung auf einer Flache, welche von 
einer Kugel wenig abweicht, wenn das Potential der Masse auf der Fliche 
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Zweites Kapitel. 
Das Rotationsellipsoid. Der Kreis. 
§ 32. Entwickelung von 7, der reciproken Entfernung zweier Punkte, nach 


Kugelfunctionen. Erste Methode. Man findet Gleich. (7) . 
§ 33. Zweite Methode . 
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§ 34. Bestimmung der Potentiale V und v wenn die Dichtigkeit der Masse, 
Iroder», bekannt; 1st @.fscusse sito) o eteree cnn eet homed Sec tren emt ene.) me Tes 

§ 35. Specielle Fille. Wenn die Dichtigkeit k in jedem Punkte der 
Schale eine ganze Function von cosy, sinn cosa, sinynsinw ist, so wird V; in O 
eine ganze Function der rechtwinkligen Coordinaten x, y, z von O, und Vq eine 
ganze Function von cos6, sin cosy, sinO sin wy ; in Bezug auf r ist Ve von der Form 
A-+ Bflog(r+1)—log(r—1)], wo A und B rationale Functionen von 7 und 


Vr?—1 bezeichnen. Weitere Vereinfachungen, wenn k im Punkte [a, 8, c] 
eine ganze Function der rechtwinkligen Coordinaten a, b, ¢ ist 

§ 36. Bestimmung des Potentials V im leeren Raume, wenn es auf be- 
grenzenden Ellipsoiden gegeben ist. War V, auf der Oberflache eine ganze 
Function der rechtwinkligen Coordinaten, so bleibt V, eine solche im ganzen 
Innern . Cae nik igi RO eS ka a MG MRC EON! ECD Moe ach. 
§ 37. Liésung der Aufgabe 2’ im § 22 fiir das Rotationsellipsoid. Ideale 
Vertheilung von Masse auf der Oberflache, welche die wirkliche Vertheilung ersetzt 

§ 38. Zweite Methode zur Liésung von 2’. Convergenz der Reihe fiir v 

§ 39. Dieselbe Methode verschafft die Reihe fiir 7, welche in § 32 und 
33 vorkommt . ° : : 

§ 40. Die Green’ katte? maaeson G afd fie pnaprechelae Heldodaiea mit 
Mass@i seme tet ct ests ees ea ie ies a ia Cet retavee earcrenae orate Panels renter ey mene 

§ 41. Das Potential eines mit Masse belegten Kreises wird im ganzen 
Raume gefunden, wenn es auf der Kreisflache willkiirlich gegeben ist . 

§ 42. Besonderer Fall. Schlussbemerkungen .......... 


Drittes Kapitel. 
Das dreiaxige Ellipsoid. 


§ 43. Entwickelung von 7 nach Kugelfunctionen g™._ Erste Methode 


§ 44. Das schliessliche Resultat. &™ ist eine Kugelfunction nten 
Grades in Bezug auf 0,1; ebenso in Bezug auf 7 und w; ferner eine ganze 
Function der Coordinaten a, 6, c¢, und enthalt in Bezug auf 09 keine hdhere 
Transcendente als ein elliptisches Integral erster und zweiter Gattung . : 

§ 45. Das Potential V, wenn die Dichtigkeit k, und vy, wenn x gegeben ist 

§ 46. Beispiel: Das Potential eines homogenen Ellipsoides wird aus 
den allgemeinen Formeln berechnet. Kin Verfahren zur Berechnung der An- 
zichung eines homogenen Ellipsoides, nach einem Vortrage von Gauss im 
Sommersemester 1840 mitgetheilt. . . . . : : Ai eats woe 

§ 47. Bestimmung des Potentials im eee pee wenn es auf der Be- 
grenzung bekannt ist, nach der ersten Methode, aus der Reihe fiir 7. Man 
erhalt das fertige Potential nach Auflésung eines Systems linearer 
Gleichungen é 5 : “ 

§ 48. Nach der zweiten nity aukeh Titesenen einer : Diffe. 
rentialgleichung. Das Potential wird durch die vorige Form und durch eine 
zweite, mit Hilfe der Lamé’schen Functionen, ausgedriickt . 

§ 49. Vergleichung der Formen, in welchen das Potential der Kugel, age 
Rotationsellipsoides und des dreiaxigen Ellipsoides auftritt. Entwickelung von 
T nach Lamé’schen Functionen , 
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Viertes Kapitel. 
Der Cylinder. 


§ 50. Entwickelung von Zin Reihen. Man findet zwei verschiedene Reihen 

§ 51. Das Potential V eines Cylinders mit kreisférmiger Directrix wird 
gefunden, wenn die Masse gegeben ist und innerhalb des Cylinders liegt. . 

§52. Besonderer Fall: Die Dichtigkeit ist constant. Ursprung 
des logarithmischen Potentials. Der Cylinder von endlicher Hohe. Grenzfall: 
Das Potential des Kreises. Erster Ausdruck desselben. Zweiter Ausdruck. 
Anziehung des Kreises fiir ein von dem Newton’schen verschiedenes An- 
zichungsgesetz. Ueber das Potential der Ellipse . < : 

§ 53. Das Potential V, wenn die Masse ausserhalb ae Gyinaen Mies 
(ef. § 51). Sees Es eee Rire : : 56 

§ 54. Des Bofential’ v eines Cylinders zu cients wenn es me der Be- 
grenzung gegeben ist. Die Axe des Cylinders geht von —oo zu oo. Specieller 
Fall, wenn das Potential unabhaingig von der x-Coordinate wird . ‘ 

§ 55. Fortsetzung: Dieselbe Aufgabe fiir einen Cylinder von endlicher 
Hohe, zunichst fiir den Grenzfall, dass v auf einer oder auf zwei parallelen 
unendlichen Ebenen gegeben ist . 6 Ac 7 : 

§ 56. Fortsetzung: Das Potential einer Kreisfliche, welches sek aut 
derselben in 1 verwandelt, Der Cylinder von endlichen Dimensionen wird nach 
zwei verschiedenen Methoden behandelt . ‘ : 

§ 57. Schluss: Die Axe des Cylinders erstreckt sich von 0 ae oo. Ssecielie 

§ 58. Das Potential des Cylinders, dessen Basis eine Ellipse ist 

§ 59. Ueber schwingende kreisfdrmige oder elliptische Membranen. Wie 
man die Kreise und Geraden findet, welche Knotenlinien der kreisférmigen, 
wie die confocalen Ellipsen und Hyperbeln, welche Knotenlinien der elliptischen 
Membranen sind . : ‘ : n> BO MOE Oi Owe Pome 

Zusatz. Ueber newickelangen Bech Cylinderfunctionen 

Einleitung. Zunichst handelt es sich um die Cylinderfunctionen zweiter 
Ordnung. Der Ausdruck von J,(r) durch Jo, J; und ganze Functionen 
von 7 8. 210. — Der Werth eines Integrals wird bestimmt. Die Glei- 
chung J; (Ar) =0 und eine zweite besitzen nur reelle Wurzeln S. 211. — 
Die Entwickelung von f(r) nach Functionen Jy (Ar) wird aufgefunden, 
ihre Moglichkeit vorausgesetzt. Allgemeiner Fall in dem sie moglich 
ist S. 212. — Das~Entsprechende ftir Entwickelungen nach Cylinder- 
functionen wy (Ar) der dritten Ordnung S. 218, — und nach Functionen 
sindr und cosdr S. 215. — Allgemeines tiber derartige Entwickelungen 
8. 215. — 


Fiinftes Kapitel. 
Der Kegel. 


§ 60. Die Entwickelung von 7 mit Hiilfe des Fourier’schen Doppel- 


integrales fiihrt auf die Kegelfunction f“(x). Ausdruck dieser Function, die 


IX 
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fiir jedes reelle x reell bleibt, als arithmetisches Mittel von ®“(«+0.7); durch 
verschiedene Integrale. f* fiir ein unendliches u ne SOePic 

§ 61. Das Additionstheorem der Kegelfunctionen wird Aueeeeniochen: Vor- 
bereitung zum Beweise. Die Kegelfunction ist im wesentlichen eine 
Kugelfunction mit imaginaérem Index, namlich f4(c)= pire 


und af“(—2x) = cosuni[Q—? +H! (2) + Q-3-#*(2)] 
§ 62. Die Differentialgleichung fiir {; daraus die der Kugelfunctionen f*. 


Sie ist dieselbe, welcher P” und Q” fiir n== —4-+ 7 geniigen. Gleichungen 
aus § 61 werden bewiesen . ‘ sey jek Be eeetict tome 
§ 68. Das Additionstheorem ios 61 ee, tn aee Se sags ore 


§ 64. Ausdruck der Paitin ies erster und zweiter Art atch ry ae 
hypergeometrische Reihe. Zweite Form des Additionstheorems. Anwendung: 
Entwickelung von f“(cosy) nach Cosinus der Vielfachen von 

§ 65. Darstellung von 7 durch Kegelfunctionen. Loésung von Aufgaben 
iiber das Potential des Kegels. Green’sche Function, Dichtigkeit der Masse 
auf dem Kegelmantel; im Scheitel . .....2.:.. fete 


Zusatz, Ueber die Differentiation ik ig dino ixiso nex Riethen 


Sechstes Kapitel. 


Die Methode der reciproken Radii vectores. Zwei Kugeln. 
Rotirendes Kreissegment. 


§ 66. Prinzip der Abbildung vom Punkte y aus. Bezeichnung. Beziehung 
zwischen Gegenstand und Bild; zwischen dem Potential des Gegenstandes und 
des Bildes; zwischen der Dichtigkeit der Belegung auf der gegebenen und der 
abbildenden Flache ... . got ae 4 : : 

§ 67. Allgemeines iiber dex Gepenstana ‘dieses ana ies foledntlen Reapitels 
Das Bild einer Kugel ist eine Kugel. Analytische Formeln zur Bestimmung 
des Bildes, Anwendung: Die Green’sche Function wird fiir eine Kugel ge- 
funden . sens el Sn eB ia tes, Ciiree te sph c eee ae eto Ae) oa ae ae 

§ 68. Das Problem der zwei Kugeln, die sich weder beriihren noch 
schneiden, wird formulirt. Man bildet vom Punkte y eines Punktenpaares a, y 
ab, welches zu zwei gegebenen Punktenpaaren b), dj und 0,, d, harmonisch ist. 
Analytische Ausdriicke fiir die gesuchten Stiicke aus den gegebenen. Zu- 
sammenstellung der Formeln eR OEE Pe ala 8 otk 

§ 69. Loésung des Problems der zwei feaakie die sich weder beriihren 
noch schneiden. Ideale Vertheilung der Masse auf den Kugelflichen . 

§ 70. Die Green’sche Function ‘ 

§ 71. Die Kugeln beriihren sich, Das eben dae Vv; die Dichtigkeit » x ne 
idealen Belegung. Die Green’sche Function. Dichtigkeit der Elektricitiat, 
welche ein elektrischer Punkt auf einer Kugel und einer unendlichen Platte 
hervorruft, wenn die Kugel die unendliche Platte beriihrt . ei . 

§ 72. Durch Drehung eines Kreissegments um seine Sehne ontetelt eine 
Flache, Das Potential v ihrer Belegung, die Green’sche Function G und die 
Dichtigkeit der idealen Belegung werden aus den entsprechenden Stiicken beim 
Kegel gefunden... , 


cette fe ey Sits Peifincd Weten siete 


Seite 


217 


237 


242 
250 


Rin bya lst 


Siebentes Kapitel. 
Der Ring. Kugelkalotte. 


§ 73. Einfiihrung der Thomson’schen Coordinaten . jan ae 

§ 74, Entwickelung von 7’ nach Cosinus der Vielfachen von (§—y), nnd 
zugleich nach Kugelfunctionen mit einem oberen Index, der eine halbe un- 
gerade Zahl ist. Das Potential des Ringes wird gefunden, ferner die Green’ - 
sche Function und die zu ihr gehdrende Dichtigkeit Lol oe 

§ 75. Die Kugelkalotte; allgemeiner linsenformiger Korper, Darstellung 
von 7 durch ein Integral. Die Green’sche Function und die zu ihr ge- 
hérende Dichtigkeit, als einfaches Integral, in besonderen Fallen als endliche 
Reihe, Das Potential der Linse, Darstellung einer Function auf einer Kalotte 
durch ein dreifaches Integral ie : 

§ 76. Riickblick auf die Losung der Poteiitiblatifgaben fiir Rbtati onsko¥p. per. 
Ueber den Rotationskiérper, dessen Meridian eine Lemniscate ist 


if. Theil. 
Analytische Theorie der Wiirme. 


Erstes Kapitel. 
Allgemeines. 


§ 77. Annahmen, Gleichgewicht der Wirme. Fall, dass die Tem- 
peratur eine lineare Function der Coordinaten ist Sai Gak loan Se 

§ 78. Verdnderlicher Warmezustand. Der Warmefluss. Partielle 
Differentialgleichung fiir die Temperatur w im Innern. Nebenbedingungen. 
Temperatur an der Oberflache.......... : BELG Sector ee 

§ 79. Die aufgestellten Bedingungen bestimmen Ate Reiiperatar u vollig. 
Der Beweis hierfiir wird modificirt, wenn man dem Korper unendliche Dimen- 
sionen giebt a fa ata co : aces : 

§ 80. Zerlegung der allgemeinen Girone in anes. 


Zweites Kapitel. 
Der Cylinder. 


§ 81. Die Temperatur wu wird gefunden, wenn die Oberflache des Cylinders 
in einer gegebenen Temperatur erhalten wird OME CTS hice tees 

§ 82. Ferner, wenn die Oberfliche mit einem Gas von gegebener Tempe- 
ratur in Beriihrung ist. Von den beiden Temperaturen vy und w, aus denen 
sich die gesuchte zusammensetzt, wird die erste gefunden, welche von der Zeit 
unabhangig ist .... Re aaa es es 

§ 83. Darauf die zweite . 
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Drittes Kapitel. 
Die Kugel. 


Seite 
§ 84. Aufstellung der Gleichungen, welche die Temperatur u der Kugel 
bestimmen; diese wird in v und w zerlegt. Man findetv........- 3821 
$185. Jerer wis galoenlete rel aalay’ Sac kate? Quetmee ee aIed > pte ee Ooo) 
§ 86. Der Ausdruck der Temperatur in jedem Punkte als Function der 
rechtwinkligen Coordinaten des Punktes. ..............=.-. 9325 


Viertes Kapitel. 
Ueber das Rotationsellipsoid. 


§ 87. Aufstellung der Gleichungen, welche die Wirmebewegung in einem 
Rotationsellipsoide bestimmen, dessen Oberflache in einer gegebenen Temperatur 
erhalten wird; v ist bereits bekannt, und w wird durch Cylinderfunctionen dritter 
Ordnung gefunden. Die Differentialgleichung dieser Functionen wird transformirt 328 


IV. Theil. 
Zur Hydrodynamik. 


§ 88. Es handelt sich um den Widerstand den ein Korper, welcher in 

einer unendlichen Fliissigkeit fortbewegt wird, von dieser erleidet. . . . . . 382 
§ 89. Analytischer Ausdruck der Bedingungen ........ : 332 
§ 90. Lésung der Aufgabe, unter vereinfachenden Annahmen, fiir eine Sercil 333 
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Druckfehler im zweiten Bande. 
S. 32 Zeile 10 v. 0. statt tiber 1.m. unter. — §. 185 Gleichung (22) statt f, 1. m. 
f,. — S. 219 Zeile 5 v. 0. statt (0) 1, m. R“(1). — S. 224 Formel (25) in der 


Summe nach y fiige man den Faktor cosy hinzu, streiche ihn auf Seite 241 
Formel (29), und auf S. 244 in den Ausdriicken fiir G, und Ge. — S. 240 Z. 7-v. u. 
statt wenn man setzt 1.m, wenn man (I—a)3, wegen S, 224, das Zeichen von x giebt 
und setzt. — §. 251 am Schluss der letzten Gleichung im Zusatze statt cosnx 1. m. 
sinnx. — §. 336 in dem Ausdruck fiir h auf Zeile 13 y. 0. statt 3xc3 1. m. 3¢3, — 


I. Theil. 
Mechanische Quadratur. 


§ 1. Unter den verschiedenen Methoden zur geniherten Be- 
stimmung der Integrale, oder wie es in der Sprache der dlteren 
Analysten hiess, zur gendherten Quadratur krummliniger Figuren*) 
nennt Gauss die Newton-Cotesische, welche sich auf die Inter- 
polationsmethode griindet, eine der brauchbarsten.**) 

Um das Integral einer continuirlichen Function w(#) zwischen 
gegebenen Grenzen g und A angenihert zu berechnen, wenn der 
Werth von w(a) fiir Abscissen «= a,, a, etce., a,, die in dem 
Intervalle von g bis h liegen, bekannt ist, sucht Newton eine 
ganze Function n—1'™ Grades g(a) auf, welche fiir die be- 
treffenden Abscissen mit w(«) iibereinstimmt.***) Das leicht aus- 
zufiihrende genaue Integral von g(a), zwischen denselben Grenzen 
g und h, vertritt dann naiherungsweise die Stelle der Quadratur der 


*) Newton, Methodus differentialis, in der Ausgabe von Horsley, London 
1779, T. I. auf S. 521—528, prop. VI: Figuram quamecunque curvilineam quadrare 
quamproxime, cujus Ordinatae aliquot inveniri possunt. Jacobi giebt im 1. Bde. 
v. Crelle’s Journ. S. 302 an, dass dieser Methodus etc. zuerst in der Amsterdamer 
Ausgabe der Principia phil. nat. erschienen sei, welche auf Kosten von Bentley 
veranstaltet wurde. 

**) Gédttingische gelehrte Anzeigen. 1814 September 26, Werke III, S. 202 
bis 206, auf S. 202. Ich habe mir erlaubt, an einigen Stellen die Wortfassung von 
Gauss beizubehalten, z. B. an der, welche Cotes betrifft, dessen Verdienste Gauss 
scharf zeichnet. 

***) Prop. 1V. Si recta aliqua in partes quotcunque inaequales... dividatur, 
et ad puncta divisionum erigantur parallelae..., invenire Curvam Geometricam 
generis Parabolici, quae per omnium erectarum terminos transibit. 
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a 


vorgegebenen Function, und zwar bis zu jedem beliebigen Grade 
von Genauigkeit, wenn man eine hinreichend grosse Zahl n der 
Ordinaten w(x) in Anwendung bringt. 

Newton empfiehlt (Scholium) die Construction von Tafeln, 
wobei man die e@ in arithmetischer Reihe auf einander folgen lassen 
solle, und giebt selbst das Resultat der Rechnung fiir » = 4 an: 
Wenn A die Summe aus der ersten und letzten Ordinate (fiir o, = g 
und a, =h), B aus der zweiten und dritten bezeichnet, so sei an- 
genihert das Integral, der gesuchte Flacheninhalt, gleich 


=f 
7 (A+ 3B). 


Cotes, welcher fiir sich, und ehe noch Newton’s Schrift 
Methodus differentialis erschienen war, schon im Jahre 1707, ahn- 
liche Untersuchungen angestellt hatte, wurde durch die zierliche 
Form, in welcher Newton das Endresultat in obigem Beispiele 
dargestellt hatte (pulcherrima et utilissima regula nennt es Cotes) 
bewogen, diese Vorschriften weiter und bis auf den Fall von 11 Ordi- 
naten auszudehnen. Das Resultat, mit Einschluss der von Newton 
gewlinschten Tafeln, giebt er bis » = 11 (S. u. § 4) am Schluss der 
Abhandlung de methodo differentiali, welche einen Theil der Har- 
monia mensurarum ausmacht, ohne sich tiber das Verfahren, wo- 
durch er sie berechnet hat, weiter zu erkliren. 

Das Folgende enthilt zunaichst eine Darstellung der Newton- 
Cotesischen Methode in der Sprache der heutigen Analysis. Hierauf 
wird gezeigt, wie Gauss*) eine gréssere Anndherung erreicht, in- 
dem er die m Abscissen @ in g(@) nicht mehr in einer arithmetischen 
Reihe auf einander folgen lisst, sondern fiir sie die Wurzeln einer 
gewissen Gleichung n‘*" Grades setzt. Einen Platz in diesem Hand- 
buche erhalt die Darstellung der Naherungsmethode von Gauss, 
weil jene Gleichung zur Bestimmung der o in P"(«) = 0 iibergeht 
sobald g = —1, h=1 gesetzt wird. Dies soll bei den folgenden 
Untersuchungen immer geschehen; der allgemeinere Fall lasst sich 
auf diesen specielleren durch die Substitution 


ol Abe h—g 
C—- 5 i ay oe 


*) Methodus nova integralium valores per approximationem inveniendi. Comment. 
soc. reg. scient, Gottingensis rec. Vol, III, 1816 (Soe. reg. scient. exhibita 1814 Sept. 16. 
Werke III, S. 1683—-196. 
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zuriickfiihren, indem man offenbar hat 
h =10 1 
dE w(e)de = “8 eee +u ao leg 
g al 


Z. B. besteht zwischen einem Integrale in den Grenzen 0 und 1, 
und einem solehen in den Grenzen —1 und 1 die Beziehung 


fv@e=sfuCS =) 


Bleibt w(x) unveraindert, wenn man « in —# verwandelt, so hat man 


J yoda =f Ws) ae 


§ 2. Von den verschiedenen Functionen der Veranderlichen a, 
welche fiir  gegebene Werthe von 2, die durch a,, a@,, ete., an 
bezeichnet werden, willkiirlich gegebene Werthe ¢,, c,, ete., c, an- 
nehmen, ist eine ganz und vom Grade »—1; man kann hinzufiigen, 
dass es auch nur eine solche giebt. Setzt man 


GQ)... N@)=@—a@—ea,)...(@ —On) 


so ist diese Function 


‘ : 
N@| ze aN Cha C=ERUC ye eee N ool 


Da namlich N(a,) Null, also N(a) gleich N(#)—N(a,) wird und 
daher durch «—a, getheilt werden kann, so hat der Factor von 
c, in dem vorstehenden Aggregat den Grad n—1. Fir x= a, 
verwandelt er sich in 1, wihrend zugleich die Factoren der tibrigen 
Constanten c verschwinden. Giibe es ferner noch eine zweite Fune- 
tion mit denselben Kigenschaften, so wiire die Differenz dieser und 
der ersten eine ganze Function, héchstens vom Grade n—1, die 
fiir «= a,, @,, ete., on verschwindet, also durch die Function N(@) 
von héherem, dem n Grade theilbar sein miisste. 

Setzt man statt c,, c,, etc. die Werthe, welche w(@) fiir m ver- 
schiedene Abscissen x = @,, a, etc. annimmt, die in dem Intervalle 
yon —1 bis 1 oder auch zum Theil auf den Grenzen liegen migen, 
so ist 

~ (ay) 
Q)... 9@) =N@OSZ Gre Nta) 


die ganze Function, hidchstens vom Grade n—1, welche fiir jene 
1* 
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n Abscissen mit w(x) tibereinstimmt, und auch im ganzen Verlaufe, 
von «= —1 bis «=1, der Function yw beliebig nahe bleibt, wenn 
man m gross genug nimmt, und die Abscissen nach einem solchen 
Gesetze wihlt, dass die Differenz zwischen je zwei auf einander 


fee : F 
folgenden a, — «+1, entweder — ist, wie bei der unten folgenden 
n 


Methode von Cotesius, oder doch, mit » multiplicirt, fiir » = oo 
gleich 1 wird. 

Das Integral der ganzen Function (ex) liasst sich ausfiihren, 
und stellt einen angenaherten Werth des gesuchten Integrales von 
w(a) vor. Bildet man also aus den n Abscissen a@,, a, ete. Gn, 
die zwischen —1 und +1, oder zum Theil auf +1 liegen, nach (1), 
die ganze Function 


N(@) = («#—a,)(@—a,)...(@— On) 


~ 1 1 N(@)de 
(3)... N'(a,) ‘i pia atte A,, 


1 
so wird ein Niherungswerth von f w(a)dx gleich 
—!1 


und setzt 


Cee J glade = AvW(a,)+ A, W(o,) +++ + AnW (cr). 


Setzt man w(a) = 1, so wird g(x) = 1, woraus sich ergiebt, dass 
die Summe der m Zahlen A gleich 2 ist. 


Ein Beweis dafiir, dass g ein Naherungswerth von w sei, ist mir nicht 
bekannt, weshalb ich unten (§ 11) einen solchen hinzufiigen werde. Man scheint 
es in der That bisher fiir selbstverstandlich gehalten zu haben, dass eine ganze 
Function »—1*" Grades g, welche m Punkte mit einer vorliegenden continuir- 
lichen wz gemein hat, ihr im ganzen Verlaufe, auch in den Punkten, welche 
zwischen den » Punkten liegen, sehr nahe bleibt, wenn m sehr gross ist. Setzt 
man die Summe der ersten m Glieder aus der Reihe fiir w(a) gleich f(a), so 
ist diese Function »—1*" Grades in der That als Naherungswerth von w(«) 
zu bezeichnen, da sie sich mit wachsendem 2 dem Ww beliebig nahert. Daher 


ist der Ausdruck 
n f(e,) 
(9)25) nf Qe (ea INTGR YO 

welcher genau f(a) wird, ein Niherungswerth von w(a). Ersetzt man in (a) 
die f(@,) durch w(a@,), so dass aus (@) die rechte Seite von (2) entsteht, so 
hat man den Zihler jedes »‘°” Gliedes zwar nur um die kleine Grosse w(a,) — f(ay) 
verandert; nichts desto weniger kénnte aber der so entstehende Ausdruck, das 
g(a) in (2), fiir grosse Werthe von m eine erhebliche Aenderung gegen den 
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frtiheren Werth f(2) aufweisen, und sich daher weit von der Summe der ersten 
n Glieder in der Reihe fiir ay entfernen. 

Fir die numerische Rechnung freilich lasst sich das Bedenken, ob wirklich 
die rechte Seite von (4) als Naherungswerth des Integrals von y anzusehen sci, 
leicht beseitigen. Aus den unten folgenden Tafeln ersieht man namlich, dass 
die A, deren algebraische Summe fiir jedes m genau 2 ist, Zahlwerthe besitzen, 
deren Summe, wenigstens fiir alle Werthe von m die man factlisch bei der Inter- 
polation benutzt (bei der Methode von Cotes nimmt man m<11, bei der von 
Gauss n=T), entweder genau 2 ist oder, wo sie grésser wird, doch noch 
nicht 10 erreicht. Unterscheidet sich az von f(a), jener Summe der ersten 
nm Glieder der Reihe fir wax), hochstens um eine kleine Grésse €, so wird 
daher die rechte Seite von (4) sich von 


(0) eee A; f(o,) + A, f(a.):-+ ++ Anf Cah) 
um weniger als 10¢ unterscheiden, und ist andrerseits genau gleich dem Integral 
von f(a) zwischen den Grenzen +1. Dieses unterscheidet sich von dem ge- 
suchten Integrale der Function yw héchstens um 2¢€, so dass die rechte Seite 
von (4), wenn die Reihe fiir ey schnell convergirt, in der That als Naherungs- 
werth des Integrals von wy angesehen werden darf. 

Der Ausdruck (b) ist ebenso gut ein Naherungswerth unseres Integrals; 
man darf aber nicht tibersehen, dass zw, und nicht f, als gegeben angenommen 
wird.- Liegt eine solche Reihe fiir yz vollstindig vor, so wird es sich oft 
empfehlen, dieselbe Glied fiir Glied zu integriren, und so das Integral von w 
durch Annaherung zu ermitteln. 

§ 3. Wir fassen die Vereinfachungen in’s Auge die entstehen, 
sobald man die a so wahlt, dass neben jedem positiven a@,, ein 
gleiches aber mit dem negativen Zeichen versehenes vorkommt, 
dass man also hat o,41-, = —a@,, wenn man die a@ der Grosse 
nach ordnet, was so geschehen soll, dass @, > a, > ete. > ay. 
Diese Vereinfachungen treten bei der Anwendung der beiden Me- 
thoden ein, die wir hier behandeln, sowohl der Newton-Cotesi- 
schen als auch der von Gauss, und sind bei den numerischen 
Rechnungen besonders zu beriicksichtigen. Zundchst ist klar, dass 
fiir ein ungerades nm in diesem Falle auch die Abscisse a = 0 vor- 
kommt. Ferner reicht es hin, die A, fiir alle Indices zu berechnen, 
welche 4n nicht iibersteigen, indem diejenigen A eimander gleich 
sind, welche zu gleichen aber entgegengesetzten @ gehdren. Da 
nimlich N(#) eine gerade oder eine ungerade Function ist, so hat 
man 

N(—#) = (-I"N@), N@=(C1y N@) 
und hieraus 
‘ Gait (Ney 
2 —— ax. 
oa N'(a,) ; a+ ay 
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Fiihrt man unter dem Integrale —a@ als Verinderliche statt x ein, 
so geht die rechte Seite in den Ausdruck fiir A, tiber, und man hat 
in der? That Aji ,1= Aye 

§ 4. Cotes lisst die Abscissen a in arithmetischer Reihe auf 
einander folgen; man setzt dazu 


hers no emen3 ini 02-15 
TTS he ar oppeais Secale epee me 
und findet die Werthe der A, nach der Rechnung von Cotes, aus 
der folgenden Tafel: 
Fur 2:= 2, [a = to, =——1] 
A, =1=A,. 
BOTs a | Cee Nee 
A, =jf=A,, A, = +: 


ete. 


PNB red is 2 at ee gh Hh eavienba 
Fir n=4, [o,=1, ¢,=4, o =—4, o,=—T] 
A, =1t=A,, A, =}=4,. 
Fir n= 5, 
eee p SE iste eek 
A, = <5, A,=#, A, = +5 
Fir n= 6, 
pres 9 — 5 S015 
A, = 9) A, = #, A, = 43 
Mui pase! ein 
vay a aes S59 rie 8 
A, = 7) A, = $3, A, = x40) A,=¢7 Si 
Fur 28, 
pa aN ae ee EVE — 9 —— 2913'S 
A, = err; A, = #0, A,=3 ’ A, = #3 - 
Butt ia = 9: 
a. 89 Se LEE) — 928 ess ¢ 
A,=7Hh, A, = ) A, = —7its; A, = #445, 
ee ae RS. 
Abs 
Btirt’n 10; 
a SOIR oes Dea pass — 2 
A, = #800, 4,= HEH, 4A, =ath, 4,= BH, 
en ONO 
A, = $8505 
J Ve Acante WB 
/ a 6067 at OBES, (es 5 ae cm as: 
A, = diss, 4,= FH, A, = —-tH, 4,= 28, 
bey a4 She eS 1OuE 
A, = 5544) A, = #4: 


§ 5. Der Ausdruck (4) giebt einen genauen Werth fiir das 
Integral von w, wenn w nur auf den n—1" Grad steigt. Wir 
werden nun den Fehler aufsuchen, welchen die zunichst folgenden 
Glieder der Reihe 


(5) aia wis) = Ata, +4, 074. 
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verursachen. Zur Abkiirzung wollen wir den Fehler, den man da- 
durch begeht, dass man die rechte Seite von (4) statt des Inte- 
grales von w setzt, mit Dw(x) bezeichnen, wobei man n und die 
einmal gewihlten a festhilt, sie mégen, wie im § 4, in einer arith- 
metischen Reihe oder in anderer Art auf einander folgen. Man hat 
also 


(@)... Dye) =f yla)de— FA, wo) 


Ueber diesen Fehler also wird hier gehandelt. 

Stellt man hinter den Buchstaben D eine andere Function, 
z. B. w,+w,, so ist dies so zu verstehen, dass auch hier noch das 
friiher gewahlte m und die einmal gewihlten » Abscissen «,, @,, etc. 
festgehalten werden. Man hat also die Gleichungen 


DIW@+¥,@)] = Dy,@) +Dyv,@); Dlew@] = Dy), 
wenn c¢ eine Constante vorstellt. 

Setzt man statt w(x) eine ganze Function, deren Grad n—1 
nicht tibersteigt, so wird g(x), aus (2) gebildet, genau gleich w(x) 
wihrend g(x) nicht w(x) selbst, sondern nur den bei der Division 
von w(#) durch N(#) entstehenden Rest darstellt, sobald w von 
héherem Grade ist. Im ersten Falle ist daher Dy(v) = 0. Hieraus 
folgt die Gleichung Dr” =0 so lange »<n, wenn man durch » 
eine nicht negative ganze Zahl bezeichnet. 

Zertheilt man w(a) in die Summe einer ganzen Function »—1'™ 


Grades und von 
Aya” + Ang Bt) + os +d, a? 
so wird daher 


@)... Dw@) = 4, Da" + dj Dart! +--- 4-1, Da», 
also unabhangig von 4,, 4,, etc., Ant. 
Der Fehler, den man bei der angendherten Berechnung des 
Integrals von x” begeht, ist nach (6) 


(Stes) Das = GOR CS ay Ver ee oe 
aul 
Da dieser Ausdruck fiir die » Werthe » = 0, 1, 2, ete., n—1 Null 
ist, so liefert er zunichst » lineare Gleichungen, die zur Bestim- 
mung der A dienen kénnen. Diese sind iibrigens schon aus (3) 
bekannt; die directe Auflésung der vorstehenden Gleichungen giebt 
keine neue Form fiir die A sondern nur die bekannte (3). 
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Sind die Coefficienten 4,, Ani, ete. bekannt, so lasst sich bei 
der Interpolation aus » Werthen von w(w) eine gréssere Annahe- 
rung dadureh erreichen, dass man die Fehler Da” fiir die entspre- 
chenden Werthe » =n, n+-1, ete. aus (8) berechnet, und hierauf 
die Correction (7) 

An Dae” + dnss Da"t1 4... 
zu dem angenaherten Werthe 
A,w(a,)+ 4, wy (o,) + a + A,w(ay) 
hinzufiigt. 

§6. Fiir die weitere Ausfiihrung betrachten wir den Fall 
dass, wie bei der Newton-Cotesischen Methode, neben jedem 
positiven @ eine gleiche und entgegengesetzte Abscisse —o@ zur 
Interpolation verwandt wird (S. 5). Dann sind saimmtliche Fehler 
Dz’, es mége nm ungerade oder gerade sein, Null, sobald » ungerade 
ist. Fiir ein gerades » und fiir y= 0 hat man ferner, nach (8), 

2 

y+1 
so lange »<n, im ganzen n—1 oder n—2 Gleichungen je nach- 
dem » ungerade oder gerade ist. Da im ersten Falle noch Dz”, 
im zweiten Dx’— verschwindet, so hat man statt (7) die ein- 
facheren Ausdriicke der Correction, fiir ein ungerades n 

(7,a)... Dw(e) = Anus Da + A,43 Da" 4 «-. 
und fiir ein gerades n 
(7, 6)... Dwr) = A, Da" + dgye Darr? +... 

Man erkennt hieraus, dass es vortheilhaft ist, bei der Berechnung 
des Integrales bis zu einem ungeraden  vorzugehen. 

Bei der Berechnung der Correctur wird sich die vorstehende 
Formel fiir Dx” zu 


(8, a) FOr 4Dx*" — 


Dita 


— A,a”— A, a% —+--— Ano, = 0 


1 
2y+1 
abkiirzen, wo w fiir ein ungerades » die Zahl $(m—1), fiir ein 
gerades n aber 4n vorstellt; man wendet sie an fiir Werthe von » 
die = 4n sind. 

Bei der Berechnung, in dem Falle von Cotes, wenn man 
also setzt 


ait Qv oul _ 2p 
A,a?”— A, ce? Aye, 


Coe ee it. 


n—1?’ 
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ergeben sich, in Folge der Rechnung von Gauss, folgende Werthe 
welche, in die Ausdriicke (7, a—b) eingesetzt, die ersten Glieder 
der Correction verschaffen: 


Fir 2 = 2 ist De? = —4, Dat = —#$, Dre’ = —?. 
Fir n= 3 ist Det = —+, Da’ = — f° 

Pitre =) 4 ist Dr* = = 515,- 

Fir n= 5 ist De’ = —z. 

Fir n= 6 ist Dr’ = —+353,. 

Fir n= 7 ist De® = — 716. 

Fir n= 8 ist Dx® = —~42752.. 

Fir n => 9 ist Dx” = — 44). 

Fir n = 10 ist De” = — 7442880. 

Mier list Dees menor vine 


Anmerkung. Die von Gauss gegebene Tafel fiir die Cor- 
rection bezieht sich zunichst auf den Fall von Integralen zwischen 
den Grenzen 0 und 1, nicht wie bei uns zwischen —1 und +1. 
Man erreicht aber durch die obige, der hier vorliegenden Form der 
Aufgabe angepasste Tafel dieselbe Niherung wie durch die Tafel 
von Gauss, in welcher fiir jeden Werth von n eine grissere An- 
zahl von Constanten, die k genannt werden, aufgefiihrt ist, welche 
bei Berechnung der Correction in Betracht kommen. Die Beziehung 
zwischen den k von Gauss und unseren Constanten wird durch die 
Gleichung gegeben 


kom = oT real | Do + + + — Dart + eae Dart? ote. | 
man beachte, dass die Ppl auf der rechten Seite theilweise O 
sind, indem Da” =0, wenn » ungerade ist. Daher wird fiir ein 
gerades 7 
Drak) == Da, ket) = 0, 2+3ke+?) = Dart? + (mn 4+-1)(n-+ 2)D2", 
und fiir ein ungerades 2 

R@=) OND? 2 ht) eal Dae tty) Qe hOh es) (2) Darts, 
Im III. Bde von Gauss Werken, Gottingen 1866, sind in den Zeilen, 


die sich dort auf »=5 und n=8 beziehen, die Nenner von k°®) 
und k@) resp. in 52500 und 17301504 zu verbessern. 


$7. Der Grad der Anniherung, welchen man erreicht, wird 
dureh die Wahi von n, d. i. durch die Anzahl der Werthe, aus 
denen man interpolirt, bedingt, ferner durch die Beschaffenheit von 
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w(«), und endlich durch die Auswahl der Abscissen a Je 
nachdem die Curve n—1'" Grades g(x) durch diese oder jene 
Punkte von w(x) gelegt wird, kann der Fehler ein verschiedener 
sein. Zwar hingt die zweckmissigste Wahl der Abscissen von der 
Beschaffenheit der Function w ab; will man aber Tafeln fiir die A 
berechnen, wie sie Newton im Auge hatte, die fiir jedes gegebene 
continuirliche w brauchbar sein sollen, so ist festzuhalten, dass nur 
solche @ zu Grunde gelegt werden diirfen, welche unabhaingig von 
der Art von yw, also von den Coefficienten 4 in (7) sind. Gauss 
zeigt, dass bei geeigneter Wahl der m Abscissen a@ der 
Fehler Dz’ nicht nur dann (wie bei Anwendung der Methode von 
Cotesius) Null ist, wenn »y<n, sondern sogar immer wenn » < 2n. 
Der Fehler bei dieser Art der Interpolation aus » Werthen wird 
also unabhingig von den ersten 2 Coefficienten 4, und ist Null, 
wenn w(x) nur auf den Grad 2n—1 steigt. Da man auch bei 
dieser Auswahl der Abscissen hat a, = — cy4i1-,, so findet man, 
nach §3 8. 5, aus (7, a—b) fiir den Fehler folgenden Ausdruck, der 
als Correction benutzt werden kann, wenn man die Constanten 
hony Aon+e, ete. kennt: 

(7, 6) 26. Dp) = Aon Dav + don 49 Dav?” +? 4 on 4Da"+4 + ete., 
der, wie es nothwendig sein muss, Null ist, wenn w nicht auf den 
Grad 2n steigt. 

In der Sprache der Geometrie lasst sich dies Resultat folgender- 
massen ausdriicken: Bestimmt man auf geeignete Weise nm Abscissen 
zwischen —1 und 1, und wahlt auf den zu ihnen gehérenden Or- 
dinaten » beliebige Punkte, so bleibt fiir alle verschiedenen Curven 
w(x) von einem Grade, der 2n—1 nicht iibersteigt, welche durch 
diese » Punkte gelegt werden, der Flachenraum unverdndert, der 
durch die jedesmalige Curve, das Stiick der Abscissenaxe von —1 
bis 1, und die beiden Ordinaten in den Punkten +1 begrenzt wird. 


§ 8. Um solche «@ aufzufinden, welche auch den Gleichungen 
geniigen ¢ 
Dor = Dart = Dar? =ete. = Da?n-1 = G 


bilden wir*) eine erzeugende Function der Fehler Dx’, indem wir 

*) M. vergl. hieriitber auch Scheibner, Berichte der Kon. sichsischen Ge- 
sellschaft der Wissenschaften, math. phys. Classe, Sitzung vom 31. Mai 1856, 8S. 65 —76. 
Zu den 2n Gleichungen Dz” = 0 fiir y= 0 bis y= 2n—1 gelangt Herr Schellbach, 
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namlich (8) mit s~’—! multipliciren, wenn s eine hinlinglich grosse, 
sonst willkiirliche Zahl bezeichnet, und die so entstehende Glei- 
chung itiber alle », von 0 bis oo, summiren. Da, wie oben bemerkt 
wurde, neben @ auch jedesmal —e zur Abscisse genommen wird, 
woraus Dx” = 0 fiir jeden ungeraden Exponenten » folgt, so erhalt 
man als erzeugende Function der Fehler 
«= D(x”) eel n An 
= nytt Ta res iar Be — an,’ 
einen Ausdruck, der sich noch weiter umformen lisst. Setzt man 


f/ BOM te = 969 


L—SB 
— 


so ist offenbar 7(s) eine ganze Function »—1'" Grades von 2z, die 
sich, nach (3), in A,,.N'(o@m) verwandelt sobald man fiir z einen 
Werth oa, setzt, welcher N(w) zu Null macht. Setzt man noch 


2% 1 fh 
o'— a? = B— 7 esta’ 
so wird daher die erzeugende Function der Fehler gleich 
e+1 1 a 1 (Om) O55 - 7(@m) 


log = 


B11) Nan) — Om) ma NCon)@Lem) 

Da (a) und N'(e@) durch Vertauschung von a mit —a entweder 
unverdndert bleiben oder gleichzeitig ihr Zeichen, nicht aber den 
Zahlwerth andern, so sind die beiden vorstehenden Summen 
einander gleich; ihre Summe ist, nach der bekannten Interpolations- 
formel (2), gleich 


Cea ef NC) 2G) 
NG) vel L—% mee 


in der Abhandlung iiber mechanische Quadratur im Programm des Friedrich-Wilhelms 
Gymn, zu Berlin, (1877. Progr. No. 46) ohne direkte Anwendung der Lagrange’- 


1 
schen Interpolationsformel, indem er annimmt, man kinne J fo dz, fiir alle z, 
—1 
Ay f (01 2) + Ao f(e22) ++ + AnS (Gn2) 


setzen, wo A und @ von z unabhingige Constante vorstellen. Entwickelt man /(«z) im 


Integrale, und in dem Naherungswerthe f(az) nach dem MacLaurin’schen Satze, 
PAE 


angenahert gleich 


so ist in der Differenz zwischen dem Integrale und dem Niherungswerthe mit 


genau der Ausdruck Dzxy aus (8) multiplicirt. Will man, dass 2” aus der Reihe ver- 
schwinde, so hat man also die Constanten A und «@ so zu wahlen, dass Dx” gleich 
Null wird. 
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und dies, offenbar, gleich 
1. /! N@)ds 


N(@) v—% sth Tgiye 


Wihlt man die » Abscissen a so, dass a, = —¢@n41~r, im tibrigen 
beliebig, und setzt 
N@) oar (6— a, )(3— @,)...(3— Gn), 


so ist also eine erzeugende Function der Fehler Da” 


oi Doriotiaig ss 1 N(@)dx 
@)... $= et 
= 


y=0 Yah 


Es kommt darauf an, N so zu bestimmen, dass die ganze 
rechte Seite von (9), oder, was auf dasselbe hinaus kommt, das 
Integral auf derselben, nach absteigenden Potenzen von % ent- 
wickelt, mit einer méglichst hohen Potenz von s~! beginnt. Die 
Entwickelung des Integrals giebt 


oo 1 
PS = x” N(a)de. 

ail 
Man weiss aus S. 276—278 des I. Bandes dieses Handbuchs*), dass 
die ersten Glieder dieser Summe, von »=O bis v =n—1, ver- 
schwinden, wenn man N(#) = P"(x) macht, so dass dann die Ent- 
wickelung der erzeugenden Function der Fehler mit der —2n'™ Po- 
tenz von 2 beginnt, und alle Fehler Dx’ von y= 0 bis v = 2n—1, 
diese Grenzen eingeschlossen, verschwinden. Wahlt man also die 
Wurzeln der Gleichung P”(x) = 0, die simmtlich verschieden, reell 
und <1, ferner paarweise, eventuell mit Ausschluss der Wurzel 0, 
gleich und entgegengesetzt sind (I. 48 u. 21), zu Abscissen a, 
so wird in der That (7, c) auf S.10 den Ausdruck des Fehlers 
geben, so dass die Methode von Gauss bei einer Interpolation aus 
n Abscissen dieselbe Niherung verschafft, wie eine Interpolation aus 
2n Abscissen bei Cotes: beide geben das Integral von w(x) genau, 

wenn w(x) eine Function des Grades 2n—1 von @ ist. 

Wie friiher so kann man auch hier die ersten Glieder des 
Ausdrucks fiir den Rest als Correction benutzen. Um die Fehler 


*) In der Folge werde ich in der Regel auf Seiten des I, Bandes verweisen, 
indem ich die Zahl welche die Seite tragt, unmittelbar dem I. folgen lasse; z. B. 
werde ich das obige Citat zu I. 276—278 kiirzen, wahrend I, (21) oder I, (21, a) 
auf die Formel (21) oder (21, a) des I. Bandes hinweist. 
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Dx’, wenn vy > 2n—1, zu diesem Zwecke leicht zu berechnen, be- 
dient man sich der Gleichung (11) auf I. 78 oder der Gleichung (21) 
auf I. 141. Nach denselben ist 


=! 
und man findet schliesslich die erzeugende Function der Fehler fiir 
die Methode von Gauss in der Form 

O"@) 

P"®) 

Setzt man fiir P und Q die hypergeometrischen Reihen, die ihnen 
nach I. 79 gleich sind, so wird die rechte Seite 


it 
aS em Da’ = 2- 


1 
2 | 1.2.3...2 | gm F (4 gn, 1 - $n, $4 n, =) 
Sp Meaeronme wih eer oe sie | 
n-- 3.5...(2n —1) F(4—4n, in, Le 2 


woraus man zundchst wieder erkennt, dass Dx” = 0 sobald vy < 2n 
und immer wenn » ungerade ist. Da der Quotient der beiden 
hypergeometrischen Reihen, bei der Entwickelung in eine Reihe, 
mit 1 beginnt, so werden die ersten Glieder des Fehlers 
2 | 1.2.3... ibe ei fa oe | 

eA WASb-.enai bel 2n-+3 Onshi? oral 
Benutzt man diese zur Correction, so tritt also kein friiherer Coef- 
ficient A als Aon 4 im Fehler auf. 


§ 9. Die hauptsichlichen Resultate, welche im § 8 erhalten 
wurden, gewinnt man sehr leicht durch ein Verfahren, welches 
Jacobi im I. Bde*) des Crelle’schen Journals anwandte, um die 
Naherungsmethode von Gauss darzustellen. 

Vorausgesetzt wird, es sei gestattet w(x) als eine ganze Fune- 
tion vom Grade 2n—1 zu betrachten. Behalt man die friihere Be- 
zeichnung bei, so verschwindet w(#)— g(a), wie man auch die 
Abscissen a wahlt, fiir «= a,, a, ete., a, ist also durch N(@) 
theilbar. Man hat demnach 


w(x) = p(@) + N@)(a, + 4% ++ Gna"), 


wenn die a Constante bezeichnen welche, ausser von den a, auch 


*) Ueber Gauss neue Methode, die Werthe der Integrale naherungsweise zu 
finden: S. 301—808. 
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noch von der Beschaffenheit von w(a) abhingen. Soll nun das 
Integral yon w(a)da zwischen den Grenzen —1 und 1 mit dem 
von g(x)da, d.i. mit der rechten Seite von (4), und zwar fiir alle 
w, vertauscht werden kénnen, soll also 


De = {N@) (a, af a, & eas + Ay—1x"*) dx 
sil 


fiir beliebige a Null werden, so muss WN so beschaffen sein, dass 
man von »=0 bis y=n—I1 hat 
1 

es a’ N(x)de = 0. 

= 
Das die Function N(#) = P”(x) diese Eigenschaft besitzt, zeigte 
sich schon I. 76, die Function N wurde I. 276—278 aus dieser Eigen- 
schaft aufgefunden. Zugleich zeigte sich dort, dass P” (x), abgesehen 
von constanten Factoren, die einzige Function sei, welche jenen 
n Gleichungen geniigt. Man hat also, um Dw(«) zu Null zu machen, 
zu Abscissen a die » Wurzeln von P"(x) =O zu nehmen. 


$10. Gauss hat eine Tafel berechnet, welche fiir die Werthe 
n—=1 bis n=7 die nm Abscissen a giebt, aus deren Ordinaten w(a) 
das Integral von w(e) zwischen den Grenzen —1 und 1 am vor- 
theilhaftesten berechnet wird; ferner fiigt er die A und die Cor- 
rection hinzu. Ks mag daran erinnert werden (I. 278 u. I. 142, 
(21, a)), dass N(#) = P”(w) in Bezug auf den Kettenbruch fiir 

eel 

log a 
der n° Naiherungsnenner ist, und A, aus dem x” Naiherungszihler 
2Z,(x) fir «=a, entsteht. In der That stimmt der Ausdruck von 
n(s) auf S. 11 mit dem von 2Z, iiberein, wihrend A, nach § 8 
aus der Division von 7 durch N’ erhalten wird. Man hat also 
2Z,(a,) 
N'(@,) ’ 

Den Zihler Z kann man entweder direkt aus dem Kettenbruch 
fiir die logarithmische Reihe berechnen, oder sich der Formel 
I, (20, b) bedienen 

Zul) = TG P+ Fay POT 

Nach der Rechnung von Gauss gebe ich folgende Zusammen- 

stellung: 


AY ee INGE) == Poe): 


he owe we 
cS 
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I. Formeln. 


a 
Angeniherter Werth von Vi w(a)da bei der Berechnung aus 
=i 


nm Ordinaten: 


A,w(a,) + A,w(q@,) ae GAs sai Ay, W (Gn). 


Setzt man W(x) = d4,+4,c-+A,a’-+ ete., so ist der Fehler 


Dip) = loyD2!™ + lang sDa™t? 


2 | V23...0 |. 


on) 
LESSEE A TENCE 


Il. Numerische Werthe. 


pee bi wee Be es Se 
=4A,=}3, De’=% 


| 


| 


n= 
= — a, = 0,7745966692 414834, 


a, =0, 
xA, = 7s, 
yA, = §, 

Da’ = +45 

n= 4. 


—a, = 0,8611363115 940492, 
— —o, = 0,3399810435 848646, 


, = 0,17389274225 687284 log = 9,2403680612, 
3 = 0,3260725774 312716 9,5133142764, 
Dx* = stiis: 
n= 5. 


= —a, = 0,9061798459 386640, 


a, 
a, = — a, = 0,5384693101 056830, 


a, = 0, 
— 4A, = 0,1184634425 280945 log = 9,0735843490, 
= 4A, = 0,2393143352 496832 9,3789687142, 
YS em 0,2844444444 444444 94539974559, 


Lo i oo any 
De” = 3h 
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n= 6. 
a, = a, = 0,93824695142 031520, 
a, = a, = 0,6612093864 662644, 
a, = a, = 0,2386191860 831970, 


3 


4A, = 0,0856622461 895852 log = 8,9327894580, 


6 


| 


4A 
4A, = $A, = 0,1803807865 240693 9,2561902763, 
4A, = $A, = 0,2339569672 863455 9,3691359831, 
Da? = siser5° 
n=%. 


a, = a, = 0,9491079123 427596, 


7 


ct, = a, = 0,7415311855 993944, 


6 


a, = a, = 0,4058451513 773970, 


5 


a, =0, 
4A, = 4A, = 0,0647424830 844348 log = 8,8111893529, 
4A, = $A, = 0,1898526957 446384 9,1456708421, 
4A, = tA, = 0,1909150252 525595 9,2808401093, 
4A, = 755° = 0,2089795918 367347 9,3201038766, 


Da" = a7hias° 

§ 11. Es folgt nun der Beweis des Satzes, welcher im § 2 
aufgestellt wurde, dass eine Function w(x) sich in irgend welchen 
Grenzen g und hk von x durch die Interpolationsformel, d. i. durch 
die rechte Seite von (2), mit beliebiger Naherung darstellen lasst, 
wenn man » hinreichend gross nimmt (und die @ iiber das Inte- 
grations-Intervall gehérig vertheilt). Statt der Grenzen g und h 
nehme ich, ohne die Allgemeinheit zu beschrénken, —1 und +1, 
um die friiheren Bezeichnungen beibehalten zu kénnen. 

Wir haben zu zeigen, dass 

e ‘ WG) 
WO) NG) 2 AG NES) 
mit wachsendem n der Grenze 0 zustrebt. Dazu transformiren wir 
diesen Ausdruck, mit Hiilfe eines fruchtbaren Satzes von Cauchy, in 
apie eattes yin 
2mi / (%--#)N(s) ° 

wenn dies Integral sich iiber alle Punkte z erstreckt, welche sich 
auf der Peripherie eines Kreises mit dem Radius r befinden, der 
so gross genommen wird, dass er die Punkte o,, @,, etc., oe, und « 
umschliesst. Hierin liegt also die Annahme, w(@) sei so be- 
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schaffen, dass diese Function in eine Potenzreihe ent- 
wickelt werden kann, die, wenn auch noch so wenig, 
itiber 2 =1 hinaus convergirt. Es ist dies nicht etwa cine neue 
Forderung, welche ich hier fiir die Méglichkeit der niiherungsweisen 
Berechnung stelle, sondern eine solche welche bei Gauss im § 2 
seiner mehrfach erwihnten Abhandlung Methodus nova vorkommt: 
Quodsi igitur y, in seriem secundum potestates ipsius ¢ progredientem 
evoluta, ante terminum qui implicat ¢+! omnino abrumpitur, cum 
Y identica erit; si vero tam cito convergit ut terminos sequentes 
spernere liceat, functio Y inter limites t=0, t=1,... ipsius y 
vice fungi poterit. 
Der Ausdruck (a) wird fiir m= co die Grenze 0 haben, sobald 

der Quotient 

N(a) 

AtN(&) 
fiir n = co Null zur Grenze hat. Ich zeige, dass dies der Fall sei 
zunichst wenn die Abscissen a@ so wie bei der Newton-Cotesi- 
schen Methode aufeinander folgen. Des bequemeren Ausdrucks 
halber scheide ich die Falle eines geraden Stellenzeigers m und 


den eines ungeraden, behandele aber nur einen von ihnen — ich 
wihle den letzten — und vertausche deshalb das friihere » mit 
2n+1. 


1) Den grissten Werth den der Zihler N(@), also 


(oe Corer ee ge eee caer 


von «= —1 bis e=1 fir ein festgehaltenes » annimmt, midge 


diese Function fiir «= c+ erreichen, wenn die ganze Zahl wu 
n 


i are : 
von —vn inel. bis an m, und ec < — und positiv genommen wird. 
n 


Offenbar kann man jede Zahl « von —1 bis 1 so darstellen. Dann 
ist der Zahlwerth von N(«) gleich 


slot 2M et 2)~(04 MEH) A )(8 0). (AH) 


und wenn man ne = y setzt wo y <1, gleich 


(B65 my t+ Dy tnt w)-d-NG= 7)... e—e—Y): 
Bei festgehaltenem y erreicht (>) seinen gréssten Werth fiir « = —n, 


Heine, Anwendungen der Kugelfunetionen. 2. Aufl. y 
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oder fiir «—n—1. Im ersten Fall, «= —n, giebt (6) naimlich 
nA. (1 7)2—7)...2n—p), 
wihrend (b) fiir die folgenden Werthe «=1—n, 2—n, ete. aus 
dem Vorhergehenden durch Multiplication mit 
+) V+) +2) 
(Qn—y)’ (2n+y)@n—1—y) ’ 
entsteht. Diese Glieder nehmen bis « = 0, je nach der Grésse von 
y exclus. oder incl., ab, dann wieder zu, bis (6) fir w=n—1 
sehliesslich gleich wird 
nl (1—y)y(y +1)...(y + 2n—1). 
Jedenfalls ist also, wenn a zwischen —1 und 1 bleibt, N(@) 
kleiner als 


ete. 


n~"ty(y-+1)...(y + 2), 
und da dieser Ausdruck fiir keinen Werth, den y annehmen darf, 
grésser ist als fiir y= 1, so ist sicher 
N (a) ane a tee 

2) Andrerseits suchen wir den kleinsten Werth fiir den Mo- 
dulus des Nenners N(s) auf. Dazu bringen wir die complexen 
Zahlen 2, die auf der Peripherie des Kreises liegen, in die Form 
r(cosg + ising) und haben dann 


n = 
SON(s) =n YT yr?n?—2rnveosg +r’. 


v=—n 
Dies Produkt verwandelt sich, wenn man je zwei Glieder zusammen- 
fasst, in 


rn—" TT \\(r?n? +»)? — 4r?n? v7 cos’ gy, 
y=1 
ist also am kleinsten fiir den Fall gm = 0, folglich nicht kleiner als 
rn?” JT (r?n® — v”), 
r=1 


3) Stellt man dies mit dem fiir N(@) gewonnenen Resultate 
gisammen, so erhilt man 
y N(@) _ 1.2.3...2n+1) 
“N(s) ~~ (rn—n)(rn—n+1)...7n +) 
Die rechte Seite wird in der That fiir 2 = 0co gleich Null, sobald 
r die Kinheit tiberschreitet. Setzt man niimlich rn = n+», so wird 
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7, wie wenig auch r iiber 1 genommen ist, von einer gewissen 
Grésse von m an grésser als 1. Es nimmt aber die rechte Seite, 
1.2.3...Qn+1) 

1 -+1)@Q+ 2)... 4+ 2m) ? 
sobald 7 > 1, mit wachsendem n nicht nur fortwihrend, sondern 

auch bekanntlich*) zu Null ab. 

Mierdurch ist bewiesen, dass der Ausdruck g(a) in (2) 
Sich mit wachsendem n, von = —1 bis ex=1, der Fune- 
tion wa) beliebig naihert, sobald dieselbe sich in eine 
Potenzreihe 


Ww) = 4, +4, e+ 4, 2'+-- 
entwickeln lisst, welche fiir einen Werth von a, der be- 
liebig, wenig iiber 1 liegt convergirt. 

Man erhalt durch geringe selbstverstindliche Modificationen 
dieses Beweises dasselbe Resultat, wenn man soleche Abscissen a 
wihlt, fiir die (a, —oa,+41) zwar nicht, wie oben, fiir jedes » con- 
stant bleibt, aber doch so beschaffen ist, dass dieser Ausdruck sich 
mit wachsendem z einer Constanten nihert, also z. B. die Summe 
einer Constanten und eines Gliedes ist, welches sich der O zur 


2 . Feel 
Ordnung 1 nihert, das heisst, zu derselben Ordnung wie a 


Diese Eigenschaft besitzen aber (Hdb. I, Gl. 28, c) fiir wachsende 
n die a, welche P”(c) zu Null machen, die man bei der Methode 
von Gauss (§ 8) anwendet. Somit ist der obige Satz auch bei der 
Wahl dieser Abscissen bewiesen. 

$12. Aus dem J. Bd. I. Theil, 5. Kap. 8S. 271—273 kennt man 
die Beziehungen zwischen gewissen linearen Gleichungen und den 
Naherungsnennern des Kettenbruchs fiir die logarithmische Reihe, 
aus I. 276 die Bezichungen, welche zwischen den ersteren und Glei- 


chungen 

Sf #N@ae ==) 

=I 
bestehen. S. 273—274, 275—276, 279—280 wird gezeigt, wie diese 
Untersuchungen sich auf die hypergeometrische Reihe F(a, 1, y, x) 
und die durch cin Element q verallgemeinerte @ iibertragen lassen. 
Der 2. Zusatz zum 5. Kapitel, 5. 286—297 liefert Resultate fiir noch 


*) Man yergl. I. 108 unter 2). 


yes 
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allgemeinere Funetionen. Die Gleichartigkeit der in diesem Zusatze 
gewonnenen Formeln mit denen, welche sich auf die logarithmische 
Reihe bezogen, gestattet, wie bereits I. 297 in Aussicht gestellt 
wurde, eine Anwendung auch der allgemeineren Resultate auf die 
Quadratur. 

Wir handeln iiber die niherungsweise Berechnung des Integrals 


(10) =. us “w(a) f(a) de, 


wenn durch g und hk gegebene Constante bezeichnet werden, w(«) 
eine continuirliche Function vorstellt, die noch fiir einen hinlénglich 
grossen Werth von « in eine Reihe YA,” entwickelt werden kann, 
und f(x) eine andere gegebene Function, die auch innerhalb der 
Grenzen g und h unendlich werden darf, wenn nur ihr Inte- 
gral und das obige (10) endlich bleiben. Setzt man, nach Analogie 
des Verfahrens im § 2 


N(x) = («#—a, )(2@— a, )...(2— an), 


und vertheilen sich @,, a,, etc. tiber die Axe der X yon g bis h, so wird 


is n way) 
ae = («—a,)N'(a,) 


ein Niherungswerth der Function w(x), und wenn man setzt 


4 1 . LACPINCH Lg 
Ge) x cece, nee ways 


v— ay 
so ist daher 
(12)... A, pCa.) + A,y(a@,) +++ Any (On) 
ein Niherungswerth des vorliegenden Integrales (10). Zur prak- 
tischen Anwendung wird diese Methode sich in der Regel nur dann 
eignen, wenn die A sich leicht berechnen lassen. Macht man, wie 
im § 8, die ganze Function von 2 vom Grade »—1 


f APa*® f@ae = 1), 


ie 
g 


so ist A,,N'(a@n) gleich (on). 
Wir versuchen den Fehler bei der Berechnung des Integrals (10), 
h n 
SJ wo tayde — E Anrpan) = Dy) 
a — 


moglichst klem zu machen, in demselben Sinne wie friiher. Es 
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a 


wird in der That wiederum gelingen, die @ so zu wahlen, dass bei 
der Interpolation aus » Abscissen der Fehler Null ist, wenn w(«) 
nur auf den Grad 2n—1 steigt. 

Man hat naimlich als erzeugende Function der Fehler Da” den 
Ausdruck 


ae =f fete fede Han) 


eZ = ek 5—@ Ws =1 N'(om)(%— Or) 


Da das abzuziehende Gilied auf der Rechten sich in den Quotienten 


ns) _ {'* N(@)—N(s) 
NG) =a Epler 


verwandeln lisst, so wird diese erzeugende Function der Fehler 
schliesslich 

cane =f N(@) f(x) dx 

~ NG) / ae 


Kann man nun die ganze Function x‘? Grades N so bestimmen, 
dass fiir alle ganzen » von O bis n—1 das Integral 


Si 2! N(a) f(a) dex 

gy 
verschwindet, so wiirde die nach absteigenden Potenzen von % ge- 
ordnete Reihe, in welche man den obigen Ausdruck fiir die erzeu- 
gende Function der Fehler entwickeln kann, erst mit der — 2z' 
beginnen. Daher verschwindet dann der Fehler Dw(x) so lange 
w(x) nur auf den Grad 2n—1 steigt. 

Eine soleche Function N findet man, wie aus dem erwihnten 

2. Zusatz zum 5. Kapitel hervorgeht, aus dem Kettenbruche fiir 


6 ORR any Os 
LS 
g 
dessen Partialnenner simmtlich vom ersten Grade sind (S. 291). 
Sein Niherungsnenner vom n" Grade ist die gesuchte Function 
N(a). Die Werthe «, fiir die sie verschwindet und welche als 
Abscissen dienen, sind simmtlich ungleich und reell, und legen 
zwischen g und h, Aus 8. 288 geht hervor, dass ae welches zur 
Berechnung der A dient, der entsprechende (m'*?) Naherungszihler 
Z(s) ist, wiihrend die erzeugende Function der Fehler sich aus dem 
Reste R(x), welcher nach 8. 288 durch die Gleichung 


bo 
bo 
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N(s) f(s) dz 
onion) =n) =f Morus 


gefunden wird, durch Division mit NV (@) ergiebt. Der angendherte 
Werth des Integrals (10) ist demnach 

n Z(a,) 
= N'(a,) way), 


y=1 


wenn Z(x) und N(#) den vn Naiherungszihler und Nenner 
des Kettenbruchs fiir o bezeichnen, und a,, a,, ete. die 
Wurzeln von N(w) = 0 sind. 
Durch Entwickelung von 

R() 

N(@) 
nach absteigenden Potenzen von 2 erhilt man eine Reihe von der 
Form 


Da” Da? 
gan-+1 a wont+2 


Die ersten Glieder kann man auch hier, ahnlich wie am Schluss 
des § 8, durch Einsetzen in den Ausdruck des Fehlers 

Age Da?” a Aged Da?! +- HG 
aur Correction verwenden. 


§ 13. Als Beispiel fiir das Vorhergehende behandeln wir die 
niherungsweise Berechnung des Integrals 


it! 
a4)... J v@)ed— aye, 
0 


wenn # und y—P positiv sind. Man hat dann die Functionen N, Z 
und R zu betrachten, welche sich auf den Kettenbruch fiir 


-[ pP-1(1 — n)y-P “ld 
o o—% 

0 
beziehen, d. h. auf 


of pile TBF 8) F(A, ee) 2h 


@ 


dessen Nenner, Zaihler und Rest man der Zusammenstellung auf 
S. 280 d. I. Bd. entnehmen kann. Die Abscissen a, welche man 
zu Interpolation verwendet, sind dann die Wurzeln der Gleichung 


N(w) = a F(—n, as ct iF —y—2n+2, a 
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a 


Den Zihler, welchen man zur Berechnung des Niherungswerthes 
benutzt, entnimmt man entweder dem an der citirten Stelle ange- 
gebenen Kettenbruche, oder bedient sich der Formel 


Z(«)= vi yyy sos = we dy. 


Man findet ferner 
oe M6+0Cy+n—/)Fyt+n—-)r™m+1) 
Dy +2n)I(y + 2n—1) 
1 F 
. eH F(m4+1, b-+n, af =} 2n, 2), 


x 


Die multiplicirende Constante in dieser Function ist daher genau 
das zur Correctur zu verwendende Da", 
Herr Mehler, welcher die Formeln dieses Paragraphen, im wesentlichen, 


gegeben hat*) bestimmt die geeignete Function N mit Hiilfe der Gleich. (24) 
in 1. 158. Da namlich die erzeugende Function der Fehler wesentlich von 


dem Integrale 
S yra- pre N(y) dy 
0 ces 


abhingt, dessen Entwickelung in eine nach Potenzen von x absteigende Reihe mit 
einer moglichst hohen Potenz von a! anfangen soll, so wird dies  erreicht, 
wenn man fiir N die oben angegebene hypergeometrische Reihe einfihrt, weil 
man dann nach I, (24) erhalt 

q” 
dy” 


ee ee NYU ve Ce) ee 


wenn i eine gewisse Constante bezeichnet. 


Der praktischen Anwendbarkeit dieser Formeln wiirde hier im 
allgemeinen der Mangel an Tafeln nach dem Muster derer von 
Gauss, die fiir verschiedene 6 und y berechnet sein miissten, ent- 
gegenstehen. In einem einfachen Falle, den Herr Mehler erwahnt, 
fiir 6 —4, y = 1 lasst aber die Methode eine Anwendung zu. Setzt 
man noch 

z=sin?40 wenn «<1, 
x=sin’?i(n+ui) wenn x>l, 


und nimmt im letzten Falle « positiv, so wird 


*) Borchardt, Journal f. M. Bd, 63, S. 152-157: Bemerkungen zur Theorie 


der mechanischen Quadraturen. 
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cosn0 COSMUE 
Ne == (—1)* Fn event. N(a#) = a art 
,_ (—1)"'2 = sinnd ihasl tepas pile sinnut 
Le) = Din age eon (a) SRE sg Gee 
: 5 en ¢ 1 
he) a tete. wenn w#>1, 


Qn? sin wi Aen gyri 
Die Abscissen a entstehen daher aus den Wurzeln der Gleichung 


cosn0 =O und sind (r—1) 
, 4y—l)a 
in ore 


wihrend Z(a):N'(«) von « unabhingig, gleich = wird. Man hat 


a, =S5 


daher mit Anniherung 


eC nw als 
hs Vx(1—«a) ghd = Sy (sin? 7 ys 


Die erzeugende Function der Fehler ist 
R(x) Qnie-™ — On 
N(z) sinwi.cosnue = =4™ 


eel | ete, 


Setzt man w(#) = y(1—-2x), so nehmen diese Resultate eine etwas 
einfachere Form an und man findet, dass mit Anniherung sei 


1 OA eine og (r—1I)n 
J) yi—-z?ia® 2 x(cos ae) 


Indem man unter dem Integrale die Substitution «= cos macht 
und x(cos@) als Function von » betrachtet, erhilt man das einfache 
Resultat, welches in I. 331 durch elementare Hiilfsmittel abgeleitet 
wurde, dass mit Anniherung sei 


m De (Qe 1 
Uh ON n al 2Qn 


und zwar wird der Fehler, welcher als Correction auf der rechten 


Seite hinzuzufiigen wire, bei dieser Interpolation aus x» Werthen 
gleich 


76 (do, — Odn +- ae, — -), 
wenn /(g) in die Cosinusreihe 
fp) = = a, COSY GP 


entwickelt ist, so dass auch in diesem Falle die ersten 2x Glieder 
der Reihe nicht in den Fehler eingehen. 


§ 14, 14. Mechanische Quadratur. ys) 


roi 


§ 14. Noch fiir einen anderen speciellen Fall, fiir die Qua- 
dratur der Integrale 
ip e w(x) dx 
ft) Ve(a—a)(x—8) 
habe ich I. 294 die Functionen N betrachtet, deren Coefficienten 
dann ganze Functionen von dem Quotienten aus einem ganzen 
elliptischen Integrale erster und einem zweiter Gattung werden; 
die N geniigen dann auch einer linearen Differentialgleichung zweiter 
Ordnung. 
Ich schliesse die Anwendungen der Methode des § 12 mit der 
Ableitung der hauptsichlichen Resultate ab, welche Herr Christoffel 


im 55. Bde von Borchardt’s Journal mitgetheilt hat.*) Er stellt 
die Aufgabe, wenn zur niherungsweisen Berechnung des Integrals 


h 
if g(x)dx fiir einige gegebene Abscissen a,, a,, etc., a, die Ordi- 


naten bekannt sind, noch m andere Abscissen a,, a,, etc., &, aufzu- 
suchen, aus deren Ordinaten, verbunden mit den m anderen, sich 
das Integral méglichst vortheilhaft bestimmen lisst. Es zeigt sich, 
dass man eine Niherung erreichen kann, bei welcher man erst 
dann einen Fehler begeht, wenn w iiber den Grad m--2n—1 steigt. 
Man setze, um die Aufgabe zu lésen, wie friiher, 
(e—a,)(e—«a,)...@e—a,) = N(2), 
mache ferner 
(@ — a,)(@#—a,)...(@— An) = f(x). 
Die erzeugende Function der Fehler Dx’, wenn man aus den Ordi- 
naten in den m-+-n Punkten o@ und a@ interpolirt, ist dann nach (9) 


im § 8 gleich 
ite JE N(x) fw) dx 
NE) J b—@ 


Es kommt also darauf an, N(x) als Function n' Grades so zu be- 
stimmen, dass das Integral, welches das R(s) des § 12 ist, bei der 
Entwickelung nach aufsteigenden Potenzen von s—' mit einer még- 
lichst hohen, der x-+-1'" Potenz beginnt. Dann ist Dx” == 0 so 
lange » < m-|-2n bleibt. Wie N zu wiihlen sei, weiss man aus § 12; 


*) §. 61—82: Ueber die Gaussische Quadratur und eine Verallgemeinerung 
derselben, 
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man hat N gleich dem mn" Niherungsnenner des Kettenbruchs fiir 


zu setzen und damit habe ich die Lésung der Aufgabe gegeben. 
Man erhilt dann, ahnlich wie in (4), mit Anniherung 


i “eae = A.w(6,)+ A,w(B,) +--+ + AmenY (mtn), 


wenn die m--» Grossen 6 den Complex der m Gréssen a und der 
n Gréssen a bedeuten. Macht man N(x)f(x) = M(@), so sind die A 
nach der Art von Gleich. (3) zu bilden, indem man setzt 


ial bere 1 fe M(ax)dx 
"WES a8, 
Man hatte auch, nach dem Verfahren von Jacobi, tiber welches 
im § 9 gehandelt wurde, die Aufgabe dieses Paragraphen lésen 


kénnen, indem man eine Function n'" Grades N aufsucht, welche 
so beschaffen ist, dass 


(@)... f N(@)f(@)a" de 


fiir alle ganzen v, die unter » liegen, Null ist. Man findet dann, 
wie bereits I, 291 bemerkt wurde, 


N@)f@) = [@—s"@e— IY L@)] 
wo die ganze Function m" Grades L so zu bestimmen ist, dass die 
rechte Seite fiir «= a,, a,, etc., a, verschwindet. Dadureh ist L 
und dann auch N bestimmt. 

Herr Christoffel wendet zur Bestimmung verschiedene Me- 
thoden an. Ich hebe hervor, dass er, S. 77, indem er g = —1, 
h=1 setzt, N.f in eine Reihe von Kugelfunctionen entwickelt, in 
welchen aber, wegen des Verschwindens von (a), kein oberer Index 
unter 2 vorkommen kann. Setzt man 

N(«)f(@) = ¢, Pr(@) + 6, PP A(@) ++ + On POEM), 
so sind die Verhiiltnisse der Constanten c zu einander dadurch be- 
stimmt, dass die rechte Seite fiir «= a,, a,, ete., a, verschwinden 
muss. Die Determinante, welche man hierdurch fiir N.f erhilt, 
nimlich 
++ Phn(@) Penta, ) P¥"-2(a,)... P(dy,) = N(e)f(@), 


§ 15, 14. Mechanische Quadratur. 27 


bed 


dividirt Herr Christoffel, vermittelst eines eigenthiimlichen Ver- 
fahrens, durch f() und erhilt schliesslich 


N(@) = = Gn ss Cen ea lee) C 
2n+1 (m-+1)(m+ 2)...( + m) 


E (2 41) P(e) SPH" (a,) ... P"* (ay) PY (din) 
v=0 


§. 15. Der ganzen Function g(x), die im §. 2 auftrat, hat Herr 
Tchebychef*) eine merkwiirdige Form gegeben. Ich leite sie auf 
folgende Art ab: 

Der Kettenbruch 


eee 

*  4,—ete. 
sei so beschaffen, dass seine simmtlichen Partialnenner Fune- 
tionen ersteu Grades nach @ sind. Ks ist dies (I. 291) ein haufig 
vorkommender Fall. Man hat dann 

A, =4,2+6,, A,=a,x+5,, ete. 
Die Naherungs-Zahler und Nenner werden durch Z,(x) und N,(), ete. 
bezeichnet. Bedeutet « einen besonderen Werth von zx, so geben 
die bekannten Recursionsformeln (I. 261, (c)) zunichst 
N,(@)Nn—1(@) — N,,(@) Na=i(£) 
L— oc 
SN) Noe (@) toe Oe 

und durch wiederholte Anwendung, ahnlich wie I. 197—198, 
schliesslich 


N,(@)Nn—1(a) — N,,(or) Nn—s (x) 
L— a 
= a, + a,N,(@)N,(@) + +++ + dn Nn—1 (4) Nn (@). 
Es sei nunmehr o ein Werth der N,(x) zu Null macht; da fiir 


jeden Index m und jedes @ die Gleichung 
Lin Ng —1 Nai Lt al 


- 


*) Borchardt, J. f. M. Bd. 53, S. 286: Sur une formule d’Analyse (Lu a 
Ce Spier Sa Petebourry| 20 octobre 
VYacadémie de St. Petersbourg le Arora en 
in einer grésseren Arbeit, welche Herr Tchebychef am 12. Januar 1855 der Peters- 
burger Akademie tiberreichte. Diese ist in der franzésischen Uebersetzung des Herrn 
Bienaymé im Liouville’schen Journal erschienen II, Série, T, III, 1858, 8, 289 


bis 323: Sur les fractions continues, 


1854). Der Beweis der Formel folgte erst 
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besteht, so wird fiir «=a zunichst 
ZN oa 

erhalten, und daraus 

= No)» 2 NIN (oc e a, Re Ne 

CORO 

Ferner sei N(x) eine ganze Function n' Grades, die fiir 
n Werthe von a, die a@,, a@,, etc., a, sein mégen, verschwindet. 
Entwickelt man 

N'(@) 1 1 
= "Nay 2, PD Sees 


in einen Kettenbruch von der vorgeschriebenen Form (m. vergl. 
I. 261) 
| —1 1 1 ae 1 
"10 aa+b, a,e+b, aetb, ... Gnt+ dn)" 
so unterscheidet sich N nur durch einen constanten Factor von dem 
un» Niherungsnenner dieses Bruches, d. i. von N,, und den oben- 
stehenden Ausdruck Z,(#):N,(2) kann man genau mit N'(v):N(@) 
vertauschen. Daher wird auch 
ema Nay mE MON CO) 4 2 as) Mas Cr) 

Substituirt man diese Gleichung in (2), so erhalt man den Satz: 

Sind a,, a, ete., a» beliebige ungleiche Constante, ist ferner o 
der Kettenbruch fiir 

1 1 ite 1 


Ce, o— @, L— On 


in der vorgeschriebenen Form, und N, sein » Naiherungsnenner, 
so wird 


p(x) = 4, S w(a,)-+ 4, NC) ENC, wa) +o 


=a ay, Nn-1(@) 5 Nn—1 (ety ) y (ay) 


die ganze Function » —1'*™ Grades, welche sich fiir « = a, in w(a,) 
verwandelt. Dies ist die Formel des Herrn Tehebychef. 

Es liegt hier die Voraussetzung zu Grunde, dass wirklich 
simmtliche Partialnenner 4 vom ersten Grade sind, oder, was auf 
dasselbe hinauskommt, dass der Nenner N,, fiir jedes » von 1 bis 
n, vom »" Grade ist. Um die Berechtigung derselben nachzuweisen, 
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entwickele ich o in die Reihe 
AY s $s 
) 1 2 
7 Foie Cus 
4 + 2 + ote, 
wo s, die Summe der v'" Potenzen der x Grissen @ bezeichnet; aus 
Bd. I, 8. 288—290 folgt, dass ein Nenner »*" Grades wirklich existirt, 


und gleich ist 


kv, +k, wt +---+ hy ~eo+k,, 
wenn das System linearer Gleichungen 

Silom Sy Mn Sak, == 0, 

Shin + Sohn + >> + Sak, = 0, 

Shin Sa "aa + °° + S,1ek, = 0, 
welches von der Art ist wie die Systeme Bd. I, S. 272 u. f., einen 
von Null verschiedenen Werth fiir &, liefert. Dies ist aber der 
Fall, da die Determinante mit dem Diagonalgliede s,s,5,...82n—2, 
bekanntlich das Quadrat eines Produktes von Differenzen je zweier a, 
und daher von Null verschieden ist. 

Herr T. erwaihnt den Fall, dass man 
n—1 n—3 n—Dbd 
eighineae Miron Swett Arodn a4 

setzt und » unendlich nimmt. Die Function g(x), welche fiir die 
n Abscissen o mit w(a) tibereinstimmt, lisst sich dann mit w(«) 
selbst verwechseln, wihrend 2o:2—1 in log(# +1) — log(# —1) iiber- 
geht. Die Niherungsnenner N sind dann die Kugelfunctionen, und 
die Enwickelung von gm nach den N verwandelt sich also in die 
Entwickelung von w nach Kugelfunctionen. 


ete. 


§ 16. Es mége sich eine Function w(@) nach solehen ganzen 
Functionen N, (a) entwickeln lassen, wie sie im Bd. I, 2. Zusatz 2. 
5. Kapitel, S. 287 u. f. vorkamen, die also so beschaffen sind, dass 
wenn f(x) eine gegebene Function bezeichnet, N, vom »* Grade 
ist, und 


fe N,, (x) N, (@) f(x) dx 


verschwindet so lange die ganzen nicht negativen Zahlen w und » 
verschieden bleiben. Diese Reihe sei 


wa) = = é,N AL): 


Alsdann kann man zeigen, dass diejenige ganze Function 
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n' Grades y, welche bewirkt dass 
h : 
S ty w@r f@ae 
g 


ein Minimum sei, der Anfang der Entwickelung von w(@) 
wird, nimlich 
n 
y == 4 c,\N,C@). 
v=0 
In der That, wenn man setzt _ 
y = a, 4,0 + +++} ap,2”, 


so muss, damit y das Integral zum Minimum machen kann, die 
Bedingung erfiillt werden 


h 3 
if [y — w(x)|(da,-+ vda, + ----+ a" da,) f(a) dx = O 
g : 
und zwar fiir willkiirliche Verriickungen da. Dieses geschieht nur, 
wenn von y =O bis y= ™m immer ist 


lw — yp(a)|x” f(a)dx = 0; 


folglich erfiillt diejenige Function nv‘? Grades, y, welche das 
verlangte Minimum hervorbringt, wirklich die vorstehende Glei- 
chung. 

Entwickelt man y—y(«) in eine nach den N geordnete Reihe 

m+ #,N, (@) +x, N,(@) ++, 
so kann in derselben kein N, vorkommen, dessen Index « kleiner 
als » wire (I. 291—292). Kame naimlich als Glied mit dem niedrig- 
sten Index N, vor, wo w< 7, so wiirde, wenn man «“ nach Fune- 
tionen N in die Reihe 
TOON EU IN ee 

entwickelt, was immer geschehen kann, da N) fiir jedes ganze 
eine Function des Grades 4 ist, der Ausdruck 


Sty W@ON, + 6,N, a+ 1@)de = bf "Ly —w@)Nuf(@de 


cS 


nicht verschwinden, wihrend er doch Null sein musste. Daher 
enthilt also die Differenz kein Glied N,(@), wo »<n, d.i. es 
haben sich in der Differenz y—w(#), durch die Subtraction, aus 
w(x) alle Glieder N, fortgehoben von y= 0 bis y=n. Dies ist 
der oben angegebene Satz. 
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Fiir den Fall g = —1, h=1, f(x) =1, in welchem N, sich in 
P” verwandelt, hat Herr Plarr*) denselben ausgesprochen. Die- 
jenige ganze Function x Grades y, welche eine solehe Bezichung 
zu einer gegebenen Function w(e) hat, dass der mittlere Werth 
des Quadrates der Abweichung, [y—w(@)], zwischen « = —1 und 
x =1 méglichst klein wird, ist demnach der Anfang der Entwicke- 
lung von w(x) nach Kugelfunetionen bis zu dem Gliede inel., wel- 
ches den Factor P(x) enthilt. 


Il. Theil. 
Das Toten tia i 


Erstes Kapitel. 
Allgemeines iiber das Potential. Die Kugel. 


§ 17. Die mathematische Physik lést kein einziges Problem, 
welches die Natur darbietet genau, da die Annahmen, welche als 
Grundlage fiir die mathematische Behandlung dienen in keinem 
Falle zutreffen; man setzt vielmehr statt der wirklichen Aufgaben 
mathematische Probleme, indem man Grundsiitze, die Gesetze, auf- 
stellt, die allerdings nicht willkiirlich erdacht sind, sondern die den 
Vorgingen in der Natur angenihert zu entsprechen scheinen. Eine 
Aehnlichkeit zwischen den aus der Rechnung sich ergebenden Re- 
sultaten und den wirklichen Erscheinungen bestimmt uns die Grund- 
siitze festzuhalten; ein Abweichen oder Widerspruch veranlasst uns 
die Annahme zu modificiren oder ganz zu verwerfen. 

In diesem zweiten Theile handelt es sich um solche Erschei- 
nungen, welche sich auf die Anziehung von Massen beziehen, und 
die fiir Entfernungen, welche nicht unmessbar klein sind, durch das 
Newton’sche Gesetz erklirt werden. Um dieses fiir jede Ent- 


*) Comptes rendus de Académie des Sciences, 11 Mai 1857. 
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hed 


(Su) 


fernung der Massen verwenden zu kénnen, werden wir den Aus- 
druck desselben modificiren, néimlich statt der materiellen Punkte 
homogene, beliebig kleine Kugeln einfiihren. Wir nehmen als 
Grundsatz an*), dass die Mittelpunkte zweier soleher Kugeln 
sich geradlinig gegen einander bewegen; um sie zuriickzuhalten muss 
man in den Mittelpunkten Kriifte, in selbstverstindlicher Richtung, 
anbringen, welche proportional sind (oder gleich) dem Produkte 
ihrer Massen, dividirt durch das Quadrat der Entfernung der beiden 
Mittelpunkte. Dieses soll also fiir alle Kugeln gelten, deren Radien 
iiber einer beliebig klein gegebenen Grosse bleiben. 

Unter Kraft hat man hier nichts anderes zu verstehen als eine 
gewisse Zahl; man setzt statt derselben das Gewicht, welches man, 
event. mit Hiilfe einer Rolle, bei unserer Abstraction in den Mittel- 
punkten, im Versuch in méglichst kleinen Entfernungen von den- 
selben, anzubringen hiitte um sie festzuhalten, unter Masse das 
Produkt des Volumens mit einer dem Stoffe eigenthiimlichen Con- 
stanten, der Dichtigkeit. Jedem Stoffe wird bei der mathematischen 
Behandlung diejenige Zahl als Dichtigkeit beigelegt, welche sich 
durch die fiir die Bestimmung des specifischen Gewichts iiblichen 
Methoden fiir dasselbe ergiebt, obwohl homogene Korper nicht 
existiren. Aehnliches wie von den Dichtigkeiten gilt fiir das Mass 
der Entfernung der beiden Mittelpunkte von einander. 

Das Newton’sche Gesetz, so aufgefasst, soll gelten, wie nahe 
die Kugeln auch einander kommen mégen. Sind ihre Dichtigkeiten 
6 und od’, ihre Radien r und 7’, so ist die Kraft, mit der sie auf 
einander wirken, wegen der Undurechdringlichkeit der Masse, am 
gréssten wenn die Kugeln sich beriihren, ist also kleiner als 

TO UC te 

9 Gry 
Dieses ist sehr klein wenn r und r’ sehr klein sind, obgleich die 
Mittelpunkte alsdann sehr nahe an einander riicken, und nicht un- 


“) M. vergl. Newtoni Principia philosophiae naturalis T. I, Definitio VII, 
8.11, 2. Ausg. v. Le Seur u. Jacquier. Genf 1760. ,,Voces autem Attractionis. 
Impulsus, vel Propensionis cuiuscunque in centrum, indifferenter et pro se mutuo 
promiscue usurpo; has vires non Physice sed Mathematice tantum considerando. Unde 
caveat lector, ne per hujusmodi voces cogitet me speciem vel modum actionis cau- 
samye ant rationem Physicam alicubi definire, vel centris (quae sunt puncta Mathe- 
matica) vires vere et Physice tribuere; si forte aut centra trahere, aut vires centrorum 
esse dixero.* 
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endlich, wie man glauben kénnte, wenn man von der Anziehung 
sehr naher materieller Punkte gehandelt hiitte *). 

Man weiss, dass nicht nur sehr kleine sondern auch beliebig 
grosse Kugeln, welche mit der ideellen Eigenschaft der Homo- 
geneitét ausgestattet sind, nach demselben Gesetze auf einander 
wirken, welches oben fiir sehr kleine Kugeln als Grundsatz auf- 
gestellt wurde. Als Grundlage reicht aber dieser letztere Fall vollig 
aus, indem sich aus demselben die Wirkung von beliebig gestalteten, 
homogenen oder nicht homogenen Kérpern dureh eine Ahnliche 
Rechnung ableiten lisst wie das gleiche Resultat wenn man, wie 
gewohnlich, von materiellen Punkten ausgeht. Beim Nachweise 
kommt erstens ein Satz und zweitens ein Grundsatz in Betracht. 

Nach dem Satze lasst sich jeder Kérper mit beliebiger An- 
niherung ebensowohl in Kugeln zerlegen wie man ihn in Parallel- 
epipeda zerlegt**). Zertheilt man den Kérper, dessen kubischer 
Inhalt K sei, zunachst in Wiirfel, was so geschehen kann, dass nur 
ein beliebig kleiner Theil von K iibrig bleibt, legt ferner in jeden 


*) Die beschleunigende Kraft, welche die eine Kugel in einem Punkte O ihrer 
seh oes : 6 
Oberfliche ausiibt, ist 0d. In den Principia gen. theoriae fig. fluid. etc. (Werke 


‘V, 31) sagt Gauss: Constat, maximam attractionem, quam massa homogenea data 
in punctum datum secundum illam legem exercere potest, esse ad attractionem, quam 
eadem massa in figuram sphaericam redacta exercet in punctum in superficie positum, 


3 

ut 3 ad V 25; posterior vero attractio cum gravitate facile comparatur. Die Grenzflache 
des Maximal-Korpers entsteht durch Rotation einer ebenen Curve um die Richtung der 
Anziehung in O, Befindet sich namlich der Koérper in der Gestalt, dass die Anziehung in 
einem Punkte O der Oberfliche ein Maximum, also grosser ist als diejenige, welche die 
Masse, in eine andere Gestalt gebracht, auf O ausiiben werde, so ziehe man yon O 
aus einen Radiusvector r nach einem Punkte uw der Oberfliche. Der Winkel den r 
mit der Richtung der Anziehung in O bildet sei gy. Dann ist der Beitrag zur An- 
ziehung auf O, welchen w liefert (weil die Variation der Anziehung bei Aenderung 
der Gestalt des Kérpers Null sein muss), also cosp.7r—?, fiir jedes @ und r constant 
und zwar gleich w.a—?, wenn a den Radiusyector bezeichnet der von O aus nach dem 
Punkte der Oberflache gezogen wird, in welchem die Richtung der Anziehung auf O 
die Oberflache schneidet, so dass also r= a fiir gy == 0 ist. Man findet daher als 
Gleichung der rotirenden erzeugenden Curve a?cosy =7*, als Anziehung des Korpers 
in O den Werth #a7, als Volumen desselben ;4;a37, woraus sich sofort das von 
Gauss mitgetheilte Resultat ergiebt. 

**) Diese Art der Behandlung habe ich in der kleinen Schrift angedeutet: Das 
Newton’sche Gesetz, Halle, 1864, Buchh. des Waisenhauses, $8.17 u. f. Den fol- 
genden einfachen Beweis verdanke ich dem talentvollen friih verstorbenen Dr. Theodor 
Berner aus Berlin (+ 1866). 


Heine, Anwendungen der Kugelfunctionen. 2. Auf. 3 
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Wiirfel eine beriihrende Kugel, deren Inhalt 4a’a ist, wenn der 
Wiirfel die Seite 2a also den Inhalt 8a’ besitzt, so wird der Inhalt 
jeder einzelnen Kugel etwas grésser als die Hilfte des betr. Wiirfels, 
und der Inhalt aller Kugeln zusammen grésser als 4K. Von dem 
Kérper bleibt also weniger als das Volumen 4K itibrig, welches noch 
nicht in Kugelform gefasst ist. Zerlegt man diesen Rest in Kugeln, 
so wird wiederum ein Theil, weniger als die Halfte desselben, d. i. 
als 4K iibrig bleiben. Fahrt man so fort, so ist die Masse K in 
Kugeln zerlegt mit Ausnahme eines Stiickes, welches kleiner ist als 
K, getheilt durch eine beliebig hohe Potenz von 2. Dieses ist der 
Beweis des Satzes. 

Zweitens nimmt man in unserer ideellen Mechanik an, dass die 
Anziehungskraft, welche ein nicht homogener Kérper auf eine homo- 
gene Kugel ausiibt, dieselbe ist wie die Grenze von den (nach dem 
Parallelogramm der Krafte zusammengesetzten) Wirkungen der ge- 
sammten unendlich kleinen, als homogen betrachteten Theilchen des 
Kérpers, denen man als Dichtigkeit die Dichtigkeit in einem be- 
liebigen Punkte des Theilchens beilegt. Dass diese Ausdriicke sich 
einer Grenze nahern und dass diese Grenze, ein dreifaches Integral, 
von der Art der Theilung wesentlich unabhingig, ist beweist man 
leicht und griindet darauf die Erklarung des dreifachen Integrals. 
Einige hierbei zu Grunde liegende Voraussetzungen tiber die Art 
des Theilungsgesetzes werden unten erwahnt. — Dies ist der 
Grundsatz. 

Es moégen kleine Kugeln vorliegen mit Massen w,, u,, ete. Die 
Coordinaten des Mittelpunktes der e™ seien a,, b,, c,, und die Ent- 
fernung desselben von einem Punkte O mit den rechtwinkligen 
Coordinaten a, y, 3 sel 

R, = V(a,—#)? + (O-y) lei 24 
Man nennt die Summe 
seit Ly [ 
pea PELE Aa eas 

welche fiir Massen die im Endlichen liegen immer endlich bleibt 
da nach unseren Festsetzungen keine Grésse R Null ist, das 
Potential der Massen uw im Punkte O. 

Die Anziehung, welche diese Massen auf eine kleine Kugel 


mit der Masse m ausiiben, deren Mittelpunkt O, wegen der Un- 
durchdringlichkeit, nicht in w,, w,, ete. fallen kann, lasst sich in 
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drei Krafte m3, mH, mZ zerlegen, die in 0, parallel den Axen, 
wirken. Man hat 
ie ane © be Sane, Le SMe 
wenn die Summation sich auf so viele Werthe von e bezieht als 
anzichende Kugeln « vorhanden sind. Nach Lagrange *) lassen 
sich die Componenten 4, H, Z durch partielle Differentialquotienten 
des Potentials vermittelst der Formeln darstellen 

—— OV, = OV Z= ‘OM, 

ae pve Cy? Ox 

Bilden die anziehenden Massen einen zusammenhingenden 

Kérper von beliebiger Gestalt, so heisst Potential desselben im 
Punkte O, der ihm nicht angehdért, die Grenze, welcher der 
obige Ausdruck von V zustrebt, wenn die Masse, im Sinne unseres 
Satzes, in Kugeln uw, zerschnitten wird. Diese Summe geht, wie 
oben erwihnt wurde, in ein Integral iiber, welches sich iiber die 
ganze anziehende Masse erstreckt. Sind a, 6, ¢ die Coordinaten 
eines unbestimmten Punktes derselben, setzt man ferner 

R?’ = (@—a)’+(y—b)’ + — oe)’, 
so bleibt die Art in welcher man die Zerschneidung der Masse in 
unendlich kleine Theile vornimmt, fiir die Integration gleichgiiltig. 
Heisst das Massenelement, welchem der Punkt a, b, c angehdért 
du, so ist daher das Potential der anziehenden Masse in 
einem Punkte O der sich ausserhalb derselben befindet 


CO 


Anmerk. 4. Wir betrachten einen Raum W. Die rechtwinkligen Coordi- 
naten der Punkte desselben seien a, b, c; ferner sei f(a, b, c) eine gegebene 
endliche und zunichst continuirliche Function. Aus dem Raume W _ scheidet 
man # Stiicke w,, W,, ---, Wi» - ++) Wn aus, die man nach einem von vorn 
herein gewahlten Gesetze begrenzt, sei es durch Parallelepipeda, Kugeln, oder 
andere Flachen. Das Gesetz sei folgendermassen beschaffen: 

(t) Mit wachsendem 2 werden die Volumina w unendlich klein, und zwar 
werden sowohl die bei wachsender Stellenzahl hinzutretenden als die etwa fort- 
fallenden Riume fiir sich unendlich klein. Ebenso wird W— Sw, unendlich klein. 

b) Die grésste Schwankung, welche f in einem Volumen w erleidet, wird 
mit wachsendem ” unendlich klein. 


= == Sh, 


*) Nouveaux Mémoires de l’Académie royale des Sciences et belles Lettres, 
de Berlin, année 1777. M. vergl. die am Schlusse dieses Bandes befindlichen Zusatze 
zu S, 1—2 des vorigen Bandes. 


23% 
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Sind nun a,, b,, c, die Coordinaten eines Punktes welcher dem Raum w, 
angehért, so setze man bei der Theilzahl n 


Sas Swf (a, bi; C.); 


t=1 
es ist zu zeigen, dass mit wachsendem n sich S, einer Grenze nahert. 

Man hat dazu nur nachzuweisen (1.65, @), dass S,,4,—S, mit wachsendem n, 
welche ganze positive Zahl man auch fiir y nimmt, beliebig klein wird. Es 
mige der Raum, welcher dem zuerst ausgeschiedenen hinzutritt wenn ” in n+ ¥ 
iibergeht, durch die Zahl ¢, gemessen werden, der, welcher wieder fortfallt, durch é,. 
Ist m der grésste Werth von f im Raume W, so konnen die Summen S, und 
Sn+y wegen der Verschiedenheit des ausscheidenden und hinzutretenden Raumes 
sich héchstens um m(e,-+@,) unterscheiden. Ist 7 grdsser als die grdsste 
Schwankung von f in einem Theile w der ersten Summe S, und auch der 
zweiten Summe S,4,, so wird der Theil in der Differenz zwischen den Summen 
S, und S,.,, welcher sich auf die in beiden gleichzeitig vorkommenden Volumina 
bezieht, << 7.W, also die Differenz S,,,,—S, absolut < m(e,+<e,)+7W. 
Da m und 7 mit wachsendem » beliebig klein gemacht werden konnen, so 
wird wirklich S,4,—S, beliebig klein. 

In ahnlicher Art zeigt man, dass eine Theilung in Volumina von verschie- 
dener Form, z. B. das erste Mal in Parallepipeda das andere Mal in Kugeln, 
auf dieselbe Grenze fiihrt. In der That, fiihrt eine neue Art der Theilung in 
nm Volumina auf eine Summe s, statt S,, so erkennt man bald, dass S,—s, 
mit wachsendem m unendlich klein wird. 

Ferner erkennt man durch dieselbe Betrachtungsweise, dass S, auch dann 
noch eine Grenze besitzt, wenn f zwar endlich bleibt aber discontinuirlich ist, 
und die Discontinuitaétspunkte keinen kérperlichen Raum erfiillen. 

Die Grenze der Summe nennt man bekanntlich dreifaches Integral von f 
iber den Raum W und bezeichnet sie durch 


hy iyiy (/ f(a, b, c)dt, 


indem man durch dé auf ein unendliches kleines Volumen w deutet*). In dem 
vorliegenden besondern Falle des Potentials, wo f(a, b, ¢) gleich der Dichtigkeit 
getheilt durch R zu setzen ist, wird durch du, wie iiblich, das Produkt der 
Dichtigkeit und des Volumens aw angedeutet, und man sagt, dass man nach wu 
tuber die ganze Masse integrire. 

Des bei weitem kiirzer zu fassenden Ausdrucks halber habe ich mich bei 
dem Beweise der Existenz des dreifachen Integrals einer geometrischen Einkleidung 
bedient, wabrend der Beweis durch Zuriickfiihrung auf die Beschaffenheit von 
Zahlenreihen wesentlich ein analytischer ist; ebenso wie bei der Einfiihrung 
des einfachen Integrales kann man diese Kinkleidung. aber auch fiir das vielfache 
entbehren, und das Ganze lisst sich rein analytisch darstellen, wenn nur das 
Vorstehende etwas modificirt wird. 

Was oben von der Existenz des dreifachen Integrales gesagt wurde, gilt 
selbstversténdlich auch von solchen zweifachen Integralen die tiber eine Fliche 
zu nehmen sind. 

Fiir einfache bestimmte Integrale ist, vorzugsweise durch Dirichlet’s Vor- 
trage, der Weg festgelegt und geebnet, auf welchem man von dem als Grenze 


*) Haufig fiigt man nicht drei sondern nur ein Integralzeichen hinzu. 
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definirten Werthe zu den Eigenschaften gelangt, die ein solches hestimmtes Integral 
als besonderen Werth eines unbestimmten, als Lésung einer einfachen Diffe- 
rentialgleichung erster Ordnung charakterisiren. Fiir vielfache Integrale ist dieses, 
wie mir scheint, noch nicht in gleichem Grade geschehen. Wenn ich gleich im 
allgemeinen die bekannten Sitze, die sich hierauf beziehen, im Texte benutze, 
so schien es mir doch zweckmissig, einige fundamentale Satze, z. B. von der 
Differentiation unter dem Integrale, in der unten folgenden mit kleinerem Druck 
versehenen Anmerkung unmittelbar auf die obige Erklarung des dreifachen Inte- 
grals zurickzufiihren. Im wesentlichen geschieht dasselbe bei der iiblichen Art 
die Green’schen Sitze abzuleiten, wobei man nur, zur Abkiirzung, die wesent- 
lichen Eigenschaften der einfachen Integrale zu Grunde zu legen pflegt. 

Potential fiir einen inmitten der Masse gelegenen 
Punkt nennt man die Grenze eines so eben definirten Potentials. 
Schneidet man um einen Punkt O, der inmitten einer Masse liegt, 
ein Stiick « der O einschliessenden Masse heraus, so nihert sich 
das Potential im Punkte O, welches zu der iibrig bleibenden Masse 
gehért, mit abnehmenden «, einer Grenze. Diese Grenze heisst 
das Potential in O. Dasselbe ist also die Grenze des obigen Inte- 
grals, welches tiber die um ¢é verkleinerte Masse genommen wird, 
aus der das Stiick ausgeschnitten ist, in welchem R Null, und daher 
die zu integrirende Function unendlich wird. Integral einer dis- 
continuirlichen Function heisst aber, nach der iiblichen Definition, 
gerade die Grenze eines Integrales iiber ein Gebiet, aus welchem 
der Theil ausgeschnitten ist, in dem die zu integrirende Function 
unstetig wird. Daher giebt derselbe Ausdruck (1) das Po- 
tential einer Masse im Punkte O, er mége der Masse an- 
gehéren oder nicht. Dass das Integral eine Bedeutung hat, wenn 
die Dichtigkeit endlich bleibt, zeigt man leicht. Auch das so defi- 
nirte Potential hat eine Beziehung zu der Anziehung, welche O 
erleidet. 

Die Frage nach der Anziehung, welche die Masse die einen 
Raum erfillt in einem Punkt im Innern der Masse ausiibt, kann 
zwar wegen der Undurchdringlichkeit nicht gestellt werden. Man 
schneidet aber, wenn O in der Masse liegt, ein kleines Stiick « um 
O aus, berechnet die Componenten 4, ete. der Anziehung in O auf 
welche, wie man unseren Untersuchungen S. 32 tiber die Wirkung 
unendlich naher Kugeln aufeinander entnimmt, das Ausfallen eines 
kleinen Massentheiles einen nur geringen Einfluss ausiiben kann 
und versteht unter Componenten der ganzen Anziehung 
die Grenzen jener Componenten fiir abnehmende «. Beriicksichtigt 
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man noch, wie oben, die Definition des Integrales einer discontinuir- 
lichen Function, so findet man: Die Componenten der Anziehung 
einer Masse, im Punkte O, er mége der Masse angehéren 
oder nicht, sind 


a fff 20", we fff =e, 
z =f{f{f aa kes 


wenn die Integration iiber die ganze Masse ausgedehnt wird. 

Wir werden im Folgenden nur iiber Massen handeln, die durch 
eine geschlossene oder durch zwei getrennte und geschlossene Flachen 
begrenzt sind, obgleich die Theorie uns eine soleche Beschrankung 
nicht auferlegt und kaum zu modificiren ist, wenn noch mehr Flachen 
vorhanden sind, welche Kérper begrenzen. Wir nennen unter den 
der Masse nicht angehérenden Punkten O diejenigen, welche im 
hohlen Raume liegen, die man also nicht in’s Unendliche fihren 
kann ohne sie durch die Masse selbst zu fiihren, innere, die an- 
deren 4ussere. Wo eine Unterscheidung nothwendig ist hingen 
wir den Buchstaben V, 0, 5, ete. den Index uw, a, e an, je nachdem 
es sich um inmitten der Massen gelegene, dussere odere innere 
Punkte O handelt. 

Dass das Potential und die Componenten einer endlichen Masse, 
welche sich auf Punkte O, und O, beziehen, einen Werth besitzen 
folgt ohne weiteres aus der oben gegebenen Erklarung des drei- 
fachen Integrals von f(a, b, c)dt fiir ein endlich bleibendes f. Das 
Gleiche beweist man bekanntlich fiir dieselben Functionen, wenn 
sie sich auf O, beziehen, durch Einfiihrung von Polarcoordinaten 
statt der rechtwinkligen a, b, c auf 8.35. Man setzt naimlich 


a=«x-+Reosae, b=y-+Rsinacoss, c=2+Rsinasin£g, 


wo @ und 8 von O bis w, resp. 2% wachsen. Ist k die (endlich 
gedachte) Dichtigkeit des Elements du vom Volumen di, also 


du = kdt = kRsinadadgoR, 


so wird erhalten 


V, ea kRsinadadgoR, By = [[/rsinacosadadpar, 
Hy = [/ /ksin?acospdaegan, Zi = [f /rsin*asingdaagar, 
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In dieser Form bleiben die vier Functionen, welche zu integriren 
sind, endlich; also sind die Integrale endlich und bestimmt. 


Anmerk. 2. Direct aus der Erklérung des Integrales in Anmerk. 1 konnte 
man den Beweis fiihren, dass Potential und Kraftcomponenten noch in einem 
Punkte O,,, welcher der Masse angehdrt, existiren. Man geht hierzu davon aus, 
dass jene Grenzen von Summen wirklich vorhanden sind, welche wir abgekiirzt 


durch 
oe pct a—x 


bezeichnen, wenn die Integration iiber ein ni W erfolgt, welches nach 
aussen willkiirlich begrenzt wird, nach innen durch eine Kugelflache mit dem 
Mittelpunkte O oder [x,y,z]. Hier wird & als endliche, wenn auch nicht als 
tiberall continuirliche Function von a, b, c vorausgesetzt, so dass der Fall ein- 
geschlossen ist, in welchem man statt einer Kugelfliche eine andere Begrenzung 
wahlen will. In der That hat man eine solche, wenn man in einigen Theilen 
des Kugelraumes k gleich Null setzt. 

Wir miissen zeigen, dass die obigen Integrale einer Grenze zustreben, wenn 
der Radius der Kugel um den Mittelpunkt O sich der Null nihert. Nach den 
in Anmerk. 1 angewandten Prinzipien hat man zu diesem Zwecke nur zu be- 
weisen, dass dieselben Integrale beliebig klein werden, wenn sie sich auf den 
Raum zwischen zwei Kugeln mit dem Mittelpunkte O = [a, y, 2] beziehen und 
der Radius @ der grésseren hinlanglich klein ist, wahrend der der kleineren 8 
irgend eine Grdsse zwischen 0 und q erhalt. Man fiihrt den Beweis, indem 
man darauf hinweist, dass die Integrale kleiner sind als das Produkt je eines 
Integrales tiber dieselbe Schale 


seas tt 
R’ ee 


dieses multiplicirt mit AH, dem grdssten Werthe der Dichtigkeit in der Schale. 
Die letzteren Integrale sind aber resp. 
270(a"— 8°), 4r0(a — 8), 

wie man findet, wenn man die Schalen durch Kegel, welche O zum Scheitel 
haben, und durch concentrische Kugeln in unendlich kleine Theile zerlegt. Bei 
hinlanglich klein gewahltem Radius q@ sind also die Integrale beliebig klein. 

Zugleich hat man den Zusatz: Ist eine Masse und in derselben ein Punkt 
O, gegeben, so kann man von der Masse so viel fortnehmen, dass das Potential 
‘ind die Anziehung in O,,, selbst wenn dieser Punkt noch immer mit Masse 
umgeben ist, pekebig klein werden. 

Dieses vorausgesetzt komme ich jetzt zum Beweise des Satzes tiber die 
Differentiation unter dem Integrale, welchen man in der nachfolgenden Zu- 
sammenstellung auf S. eae unter 3) findet, dass man namlich hat 


a =8= fr“ a, 


dass also die pee owas wenn auch der Punkt a, y, % der Masse 
selbst angehdrt, durch Differentiation des Potentials erhalten wird, wiahrend sie 
doch urspriinglich, auf S. 38, durch das Integral auf der rechten Seite der vor- 
stehenden Gleichung definirt war, 


AO Potential. 
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Zum Beweise dieses Satzes geht man von der Erklirung des Differential- 


quotienten aus. Setzt man 
zt kw, 


Lin 


es V(@), 


nanist Va—ay + y—b) + @—6,)* 


so hat man aus derselben 


OV@) _ ae ACs aoe V(a) 


Or A=0 


Es liege zunichst der Punkt O ausserhalb der Massen (sei also 


ein Punkt O, oder O,). 


Dann wird V(~-+h)—V(a), fair jedes h, die Grenze fiir m = oo einer 


Summe deren v'°s Glied ist 


1 
hy 
es | V(a+h—a, y+(y—b,)?+(6—6,)’ 


: | 
V(a—a,)*+ (y—b,)? +(@—e,)? 1 


d.i., nach dem Taylor’ schen Lehrsatze, wenn ¢€ eine Zahl unter 1 bedeutet, 


gleich 


hk,w 


a,—x—eh 


Dieser Ausdruck verschafft uns die Gleichung 


“V@tah—ay+y— 


by +G—a) 


Veh) —V@) a, —2& 
ike ha adn i 
#8 Oh, = ar == Alp a, — & 
+ Lim Swok,| = -s | 
N= 1=1 V(a + eh— a,)° +-(y— b,)’ + Es. oy Ry 


Die erste Grenze ist von h unabhingig und gerade &; das mit w,k, multiplicirte 
Glied der zweiten Reihe wird fiir sehr kleine h selbst sehr klein, daher auch der 
Lim. der Summe fiir 2 = oo. Daher kann der Differentialquotient von V nach 


x sich vom ersten Gliede der rechten Seite, 


ome 


d. i. von &, nicht unterscheiden. 

Wir beweisen hieraus die- 
selbe Gleichung fiir den Fall 
dass O inmitten der Massen 
liegt. Nach dem Vorhergehenden 
gentigt es hierzu, wenn der Nach- 
weis fiir ein beliebig kleines Massen- 
stiick, in dem O liegt, gefiihrt wird, 
oder endlich, da, nach dem3Zu- 
satze, | fiir ein solches sehr klein 
wird, dass man beweist, es konne 


Vari. 
—— beliebig klein gemacht wer- 


Ox 
den, wenn man nur das Massen- 
stiick, in dem der Punkt 


0 = [a, y, 5] 


liegt und auf welches sich das 
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Potential V_ bezieht, hinlinglich klein nimmt. Wir nehmen als solches, ohne 
der Allgemeinheit zu schaden (da k, wie schon oben bemerkt wurde, in ein- 
zelnen Stiicken Null sein kann) des bequemeren Ausdrucks halber eine Kugel, 
die mit dem Radius @ um den Punkt O beschrieben ist, und setzen fiir h zu- 
nichst emen bestimmten Werth unter a. Von O als Mittelpunkt aus lege man 
eine Kugel mit emem Radius 8, welcher ein aliquoter Theil, der m*® von h 
sein mdge, ebenso um den Punkt O, = [w+h, y, 3]. Den Raum, welchen 
diese beiden Kugeln einschliessen, bezeichnen wir als Raum 0 resp. 1, den Raum, 
welcher von der Kugel mit dem Radius @ iibrig bleibt wenn die ersten beiden 
ausgeschlossen sind, durch 2. Ferner bedeute P irgend einen Punkt im Raume 
0, 1 oder 2 mit den Coordinaten a, b,c. Es ist also 


a@ der Radius der gréssten Kugel um O, 
BS 55 ” » Kugel 0 um O, 
B > ”? ”> ” 1 ” O ; 


00, =h, p=. 


Alsdann hat man nach der Erklarung des bestimmten Integrals fiir den 
Fall, dass die zu integrirende Function, wie bei uns, unendlich wird, wenn man 
das Potential der ganzen Masse, in O mit V(a), also in O, mit V(a-+h) be- 


zeichnet, 
kdt k uns 
ad is abil PO z Ae aP Laas ae 


wo das erste Integral tiber die Riume 4 und 2, das zweite fiber 0 und 2 zu 
nehmen ist. Daher wird die Differenz V(@ +h) —V (a) die Grenze fiir m = oo 
von folgendem Ausdruck 


we dy ieh el Vi Gee kydt, fh, dt, 

TO) PO Ze oat P,O, P.O 

Hier bezeichnet der an P, k und ¢ angehingte Index 0, 1 oder 2 den Raum 

zu dessen Punkten [a, b,c] sie gehéren, und tiber den also integrirt wird. 
Das zweite und dritte von diesen drei Integralen werden, selbst noch 


durch hf dividirt, mit h zugleich Null. Z. B. bei der Untersuchung des dritten 
geht man davon aus, dass ist 


OP, > 00,—8, h=mé, <5 mg J htt, 


Ist wiederum K der grésste Werth von sO om man also 
* kh, dt é 
on Bp . 
h OP, h(h—) 

Setzt man fiir #@ seinen Werth, so ist klar, dass die rechte Seite, selbst wenn 
man m nicht unendlich nimmt, mit hk zugleich zu Null convergirt. 

Bei der Untersuchung des ersten Integrales von den dreien geht man von 
der Relation aus 

4 a. ae h im o 1 E a—ax—h 1 
P.O Owe OLE? 0. ae 0, lee OP; “OP, 


1 2 


1 
=P: 04.20; ae a) 


42 Potential. BS elikyval, 


Das erste Integral getheilt durch A ist demnach 


dt 
1 pee ee ee 
ie \ 0, |e 
In einem Theile des Raumes 2 ist OP, > O,P,, in dem andern OP, < O,P,; 
jedenfalls wird der vorstehende Ausdruck kleiner als 


dt dt 
wf 2 z wf et 
(0,P," *"/ (OP, 


Das letzte Integral ist kleiner als 4azz, das erste als 4(a-+h)m, so dass die 
Summe beider, und gleichfalls ihr AK faches beliebig klein ist, wenn @ klem genug 
genommen wird. ; 


Von den Kigenschaften des Potentials in einfach zusammen- 
hangenden Riumen, die zum gréssten Theil in den von Herrn 
Grube herausgegebenen Vorlesungen*) von Dirichlet entwickelt 
sind, hebe ich hier die folgenden hervor, die sich auf Potentiale 
von kérperlichen Massen beziehen, gleichviel ob O ihnen an- 
gehort oder nicht angehért: 

1) Das Potential in O, welches sich auf mehrere Massen be- 
zieht, ist gleich der Summe aus den Potentialen in O von den ein- 
zelnen Massen. 

2) V und, wenn e die Entfernung des Punktes O von irgend 
einem festen in der Endlichkeit liegenden Punkte vorstellt, @V 
sind continuirliche und endliche Functionen der Coordinaten a, y, % 
des Punktes 0. Fir @ = oo wird eV gleich der anziehenden 
Masse. 


Dass der Ausdruck . fiir R =O unendlich wird, steht nicht 


im Widerspruch mit der Kigenschaft der Endlichkeit des Potentials, 
da derselbe, nach unserer Einfiihrung des Newton’schen Gesetzes 
und der Definition des Potentials, in der That nicht ein Potential 
im ganzen Raume ist, sondern ein solches nur mit Ausschluss eines, 
wenn auch beliebig kleinen, Raumes. 

3) Die Componenten der Anziehung in O findet man aus V 
durch Differentiation; man hat nimlich (s. S. 39) 


4) Diese, sowie der Differentialquotient von V nach jeder Rich- 


*) Vorlesungen iiber die im umgekehrten Verhialtniss des Quadrats der Ent- 
fernung wirkenden Krafte. Leipzig, 1876. 
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tung *) @ bleiben selbst und multiplicirt mit 9”, auch im Unend- 
lichen, continuirlich und endlich. 

5) In Punkten O, welche der Masse nicht angehéren (0, und 
0.), wird 


o7V o’V o’V 
Mee Ox’ t, Oy’ il O02” i 


in Punkten O,,, die der Masse angehéren, in welche die Dichtigkeit 
der Masse k ist, wird 

AV = —Ark, 
wenn in ihrer Umgebung die Dichtigkeit k, welche differentiirbar 
vorausgesetzt wird, sich continuirlich andert. An der Begrenzung 
des Kérpers selbst lasst sich JV ein bestimmter Werth nicht zu- 
schreiben. 

6) Die Eigenschaften des Potentials, welche unter 5) angegeben 
sind, kénnte man in sofern bestimmende nennen, als sich V aus 
der Dichtigkeit der Masse bestimmen lisst; sie sind jedoch in sofern 
nicht bestimmend, als es mehrere Functionen giebt, die in 4V fiir 
V gesetzt dasselbe — 47k liefern. Man beweist aber, dass eine Fune- 
tion V in einem Raume, dass daher auch das Potential V im ganzen 
Raume in dem sich die anziehenden Massen nicht befinden, be- 
stimmt ist durch die Eigenschaften 2), 4) durch JV = 0, und end- 
lich durch den Werth, welchen V an der Begrenzung an- 
nimmt. 

§ 18. Das dreifache Integral (1), welches das Potential eines 
jeden Kérpers ausdriickt, lasst sich fiir einige Kérper, wie Kugeln, 
Ellipsoide, Cylinder, Kegel, mit Hiilfe der Functionen, welche im 
I. Bd. behandelt wurden, in andere Formen bringen, in denen ver- 
schiedene Kigenschaften des Potentials hervortreten, unter denen 


*) Ist ein fester Punkt P und eine in P beginnende Gerade PR gegeben, ist ferner 
Q ein (beweglicher) Punkt auf derselben, / irgend eine Function des Ortes in jedem 
Punkte, so heisst Differentialquotient von f im Punkte P nach der Richtung PR die 
Grenze, welcher sich ein Quotient nahert, dessen Zahler der Werth von f im Punkte Q 
weniger dem Werthe von f im Punkte P, dessen Nenner die Zahl PQ ist, wenn Q 
sich P nihert. War z. B. f als Function der rechtwinkligen Coordinaten x, y, z 
gegeben, und bildet die Richtung PR mit den positiven Richtungen der Axen Winkel 
«, B, y, so ist der Differentialquotient von f nach der Richtung PR, die Continuitat 
von f nach jeder Richtung vorausgesetzt, gleich 


cose. f'(2) + cosp f(y) +eosy .f"), 


also endlich und continuirlich, wenn es f’(x), f(y) und f’(z) sind. 
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diejenigen hervorzuheben sind, welche unten zur Auffindung einer 
Function aus bestimmenden Eigenschaften dienen, oder in solche 
Formen, die sich fiir eine angeniherte Berechnung eigenen, oder 
welche auf einfache Ausdriicke fiir V fithren, wenn geeignete An- 
nahmen iiber die Beschaffenheit der Masse, d. i. tiber die Aenderung 
der Dichtigkeit von Punkt zu Punkt gemacht werden. In diesem 
Kapitel handeln wir iiber die Kugel. 
Festsetzungen und Bezeichnung: 
Der Radius der Kugel ist r; ihr Mittelpunkt zugleich der An- 
fangspunkt der Coordinaten. 
x, y, * sind die rechtwinkligen Coordinaten des Punktes 0; 
a, b, c zunichst solcher Punkte, welche den anziehenden Massen 
angehéren. Man setzt 
2“ = rcos0 a = scosn 
y=rsindcosp 6b = ssinycosw 
’=rsinOsnyw c= ssinnsinw; 
O <3 0 =— 70,0 — th — Sage O<n<n, O<wW< 2a; 
cosy = cosOcosn + sin Osiny cos(w — w). 
Die Dichtigkeit im Punkte a, 6, c ist k[a, b,c] oder k(s,7, w) oder 
schlechtweg k. Daher ist k eine solche einwerthige Function von 
s, n, w, die fiir s=0 von 7 und a, fiir 7 = 0 von w unabhingig 
wird. 
R’ = (a@—a)’+ (y—b)’ + G—c)’ = r?— 2rscosy +s’; 
Oacdboc = s*sinnondwds; TR=1. 
Einen bestimmten Werth von r oder s bezeichnen wir durch r; 
treten zwei solcher Werthe zugleich auf, so heissen sie r, und r, 
und zwar ist t,<1,. Unten fiihrt man statt r den Logarithmus 
ein durch die Gleichungen 
fus—0o,) eee te ee ones 
Der Ausdruck (1) fiir V verwandelt sich durch Einfiihrung der 
Polarcoordinaten in 


(da) Ok Sie =f" sinnanf “eof” 1S ae 
A ‘ , Yr? —2rscosy +s? 
Wir betrachten das Potential bei gegebener Dichtigkeit 
gesondert in jedem der drei Riume a, u, wu. 
1) Das Potential V. der Kugel im 4ussern Punkte O,, und 
zwar zunichst einer vollen Kugel, nachher der Kugelschale. In 
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diesem Falle ist r>s, so dass T sich (I. 11) nach absteigenden 
Potenzen von r in eine bis in die Grenze der Convergenz r = rt 
convergirende Reihe entwickeln lisst. Man hat daher 


o 
@)... Va= Sek, (>) 


QB)... x= f was “sinndnf E Grn) PO (aban ons 
0 0 0 


Die Funetionen X”, nach denen V durch (2) entwickelt wird, 
sind Kugelfunctionen n‘**” Grades in Bezug auf die Verinderlichen 
0 und yw, da die Functionen P”(cosy) solehe Functionen sind. Aus 
letzteren entsteht namlich X”, wie (3) zeigt, durch Multiplication mit 
Constanten, und durch eine Addition derartiger Produkte, néimlich 
durch Integration derselben nach Constanten in Bezug auf 0 und w. 

Verschiedene Umformungen von X™. Wir setzen an die 
Stelle der Dichtigkeit k ihre Entwickelung nach Kugelfunctionen, 
die hier durch K bezeichnet werden. Um hieraus einen Nutzen 
ziehen zu kénnen muss man annehmen, k sei so beschaffen, dass 
diese Reihe fiir alle s von O bis ry in gleichem Grade convergirt. 
Die Entwickelung geschieht nach I. 433, (a) u. (6); man erhilt 


k(s, 4, @) = SKM, 7, ©), 

AE ye a oa0f™ k(s, 0, w)P (cosy) dy, 
0 0 

und hieraus nach I. 327, (e) 


@... x9 = 5" 


K(s, n, w) = 


‘Ko (s, 0,w)s"t* ds. 


Diese Formel ist dann zur Verwendung bequem, wenn man 
aus k ohne grosse Miihe die K in einfacher Form aufstellen kann. 
Im allgemeinen formt man aber (a) mit Hiilfe des Additionstheorems 
I. 312 noch weiter um. Setzt man nimlich in den vorstehenden 
Ausdruck von K durch ein Doppelintegral statt P die Reihe aus 
(52) ein, so erhalt man 


(s,m, 0) = BFE Sra CM (q, «) +08 82(n, 0»), 
ao (—1y of" "sanon k(s, n, 0) O(n, w) do, 

0 
Go) = (A 1Y aif inna k(s, n, w) SY (n, w) do. 

0 
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Hier ist 5’ so zu verstehen wie in der Anm. zu I. 201, d. i. so dass 
das »y =O entsprechende Glied halb genommen wird; ferner sind 
a, C, S die Ausdriicke I. 312 und 320, also 

[1.3...(2n—1)]? 

W(n+yr)M (n+) ’ 

co” (n, @) = P (cosn)cosva, s” (7, @) = Pp” (cosn)sinvw. 
Dureh Einsetzen dieser Werthe in (a) entsteht schliesslich 


(3p.0)) oh XO = S'O, wf a” 92 ds +S (0, wf al” s+? ds, 


a” = 2. 


Bisher haben wir das Potential einer vollen Kugel betrachtet. 
Wird aus derselben eine concentrische mit dem Radius r, heraus- 
geschnitten, so ergiebt sich das Potential der iibrig bleibenden, von 
zwei concentrischen Kugeln begrenzten Schale, nach § 17, S. 42, 
No. 1, durch Subtraction der beiden Potentiale, in demselben 
Punkte O., die sich das erste auf die gréssere das zweite auf die 
kleinere Kugel beziehen. Fiir eine solehe, aus zwei concen- 
trischen Kugeln gebildete Schale gelten also noch immer 
die Formeln (3), (a), (8, a), wenn die simmtlichen Integrale 
nach s, statt von O an, von r, an bis r oder bis v,, wie wir 
wegen der Symmetrie sagen, genommen werden. 

2) Das Potential der Schale im Punkte O,. In diesem 
Falle ist r<v,< 1, zu nehmen, so dass sich V aus (1, a) nach 
aufsteigenden Potenzen von r entwickeln lisst. Man erhalt da- 
dureh die Gleichungen 

(4)... Vs Srrx™, 


n=0 


Bee = cf cise Ks, 0, w)s'-"ds 


HONG wf a stds + S(0, w) Ws af” st" ds. 


Auch diese Formel gilt bis in die Grenze, d.i. bis r =1,. 
Der Ausdruck fiir C und S aus I. 321, (54, a) zeigt sofort dass 
C0, w)-E ir" S28, W) 
eine ganze Function n‘ Grades von a, y und z ist. Hieraus und 
aus (4) folet der Satz: 
Ist die Dichtigkeitinjedem Punkte der Masse eine ganze 
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Function m Grades der rechtwinkligen Coordinaten des- 
selben, so ist das Potential V in O, gleichfalls eine ganze 
Function m' Grades der Coordinaten a, y, s von O, Ferner 
zieht man aus (2) und (3): In demselben Falle ist V in 0, 
eine ganze Function m™ Grades von a, y, 5 dividirt durch 
rem+i Ersetzt man 2, y, s durch r, 0, w so kommt im Nenner 
keine hdéhere als die n-+1% Potenz von r vor. 

3) Das Potential der Schale im Punkte O,. In diesem 
Falle befindet sich r zwischen r, und r,; legt man durch O, eine 
den gegebenen concentrische Kugel, so zerfillt man die gegebene 
zusammenhangende Masse in zwei, naimlich in eine Schale begrenzt 
von Kugeln mit den Radien r, und r, und eine zweite auf die sich 
rund t, beziehen. V, ist die Summe der Potentiale beider Schalen 
im Punkte O,, der fiir die erstere als ein dusserer (in der Grenz- 
lage) fiir die zweite als ein innerer gilt. Man erhalt, durch An- 
wendung der Gleichungen fiir V im 1. und 2. Falle, schliesslich 

See Jr f “Ksr2ds “Ks—nds| 
‘ 4 


oy TEE 


oder, in weiter ausgefiihrter Form, 


Vu =e ==" ee! 6, Ww) [ra fal s2t” ds -- mf ‘a gi-n as| 


eink 


rr 
i r 


r Lo 
+s” (0, w) rma a 52+" ds + of q sin as}. 

Anmerkung. Durch Zusammensetzung der unter 1) und 2) 
gewonnenen Resultate ergiebt sich auch das Potential in einem 
Punkte O des hohlen Raumes der entsteht, wenn man aus einer 
vollen Kugel durch zwei ihr concentrische Kugelflachen das zwi- 
schen diesen beiden liegende Massenstiick herausschneidet. Ein 
solches Potential wird im § 21, No. 3 betrachtet. 

§ 19. Wir suchen das Potential in einigen speciellen Fallen 
auf, in welchen der Dichtigkeit & besonders einfache Werthe er- 
theilt werden. 

1) Es sei k=1. Die Entwickelung von & nach Kugelfunc- 
tionen reducirt sich dann auf ein einziges Glied KO = 1 und man 
erhalt aus § 18, 1—3 die bekannten Sidtze 


4n ve —rt? ‘ Le p ts 
wel ‘, V.= 220, = ¢;), Vy = 2n(12—3r?_3-), 


y= 3 ; 


48 Potential. § 1 9F 5, 


nach denen also Y, so gross ist wie das Potential einer beliebig 
kleinen homogenen Kugel mit demselben Mittelpunkt und derselben 
Masse wie die gegebene, wiihrend V, in allen Punkten O, constant 
bleibt. 

2) Es sei k= f(s), d.i. die Dichtigkeit im Punkte (a, b, c) sei 
nur eine Function seines Abstandes vom Mittelpunkte. Man hat 
wiederum AK” =O wenn n> 0, und K® = f(s), also 


Jets 


Ve fG@isids, Vor tel faisde 


y 


v= ss yF f (s)s*ds + 4a "t(s)sds. 


3) Es sei k eine ganze Function der Coordinaten a, B, ec. 
In diesem Falle kennt man bereits das hauptsichliche Resultat im 
allgemeinen (S. § 18, No. 2 am Schluss). Man gelangt aber ein- 
facher zum fertigen Resultate als nach den allgemeinen Methoden, 
indem sich hier die Entwickelung von & nach Kugelfunctionen K 
verhaltnissmassig leicht ausfiihren lisst. Denn jede ganze Function 
der Coordinaten zerfallt in eine Summe von homogenen Functionen 
derselben; das Potential, welches der Summe entspricht, ist aber 
die Summe der Potentiale, welche den einzelnen Summanden ent- 
sprechen, und dadurch unsere Aufgabe auf die speciellere reducirt, 
das Potential V aufzusuchen, wenn die Dichtigkeit k[a, }, c] 
als homogene ganze Function m*" Grades von a, b, ¢ ge- 
geben ist. 

Aus I. 324—325 kennt man eine einfache Methode zur Ent- 
wickelung solcher Function # nach Kugelfunctionen. Setzt man in 
die ganze Function & statt a, 6, c die Coordinaten «, y, so findet 
man durch mehrfache Differentiationen nach 2, y, s, wie dort an- 
gegeben wurde, eine Reihe von Kugelfunctionen der Veranderlichen 
0 und yw, nimlich Y, Y-*), ete., schliesslich Y oder Y je 
nachdem m eine ungerade oder gerade Zahl bezeichnet, von der 
Beschaffenheit, dass identisch ist 

CB) dacs Ky ys 3) PY Ore aes 
wo jede Kugelfunction Y™ zugleich eine ganze homogene Function 
nn Grades der Coordinaten a, y, s wird. Die Dichtigkeit im Punkte 
[a, b, c] findet man selbstverstindlich aus («), wenn man in den Y 
statt «, y, 2 setzt a, b, c und s statt r. 
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Die in § 18, (a) 8. 45 und die in (4) vorkommende Function K 

ergiebt sich leicht aus Y. In der That wird identisch 

HOP Ora tee 
wenn m-—-n eine gerade positive Zahl vorstellt, sonst Null. Da 
ferner Y™ gleich r” mal einer von r unabhingigen ganzen Function 
ist, so wird 

HOS; 0. al) srt ©): 
auf der rechten Seite kommt s nur in s” vor, so dass die Integrale 
(a) und (4) im § 18, fiir X, und X,, sofort ausgefiihrt werden kénnen. 
Man findet dann als Entwickelung von V nach Kugelfunctionen die 
endlichen Reihen 


4m yun 3 prints 
—s . 2 : (x) 
ek hh seek Cn eG S48) pos 
An ; 
= m+2—n __ ym+2—n) Y(n 
Cw = Opa hye yay (ret pmt2—n) Yin), 


wenn die Summation nach x sich auf die Werthe m, m—2, m—4, ete. 
bis 1 oder 0 bezieht. Dies ist das fertige Resultat, welches im § 18 
No. 2 angedeutet wurde. 

Eine Entwickelung von V, nach Kugelfunctionen tibergehe ich; 
man stellt sie aus (@) und (y) ebenso her wie (5) aus (3) und (4) 
gebildet wurde. 

Als Beispiele lasse ich die Ausdriicke fiir das Potential, oder 
vielmehr fiir die Werthe der Y folgen, aus denen V nach (@) und 
(y) gebildet wird, wenn fiir k die allgemeinste homogene Function 
des Grades m = 1, 2 oder 3 genommen wird. Der Fall m= 0 ist 
bereits durch No.1 in diesem Paragraphen, d. i. durch Behandlung 
des Falles k = 1, erledigt. Zur Abkiirzung der Formeln werde ich 
fir a, b, c und x, y, 3 setzen a,, @,, a,; ©,, %, ©, und durch das 


vor einem Gliede stehende S die Summe der drei Glieder be- 


zeichnen, welche aus ihm durch cyklische Vertauschung der Indices, 
in der Ordnung 1, 2, 3,1, ete. entstehen. Die Buchstaben «a, ~, 7 
sind irgend welche Constante. 

eo) m=1. 

Die Dichtigkeit der Masse im Punkte [a,, a,, a,], nach der bis- 
herigen Bezeichnung im Punkte [a, 6, c], ist 


k= Srna 


Heine, Anwendungen der Kugelfunctionen, 2. Aufl. 4 
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vollstindig geschrieben 


k= ,a+7,b +4, ¢. 
Es giebt nur ein Y, néimlich 


Yo = Sve, = n,2+ny +n? 


Bei dieser Art von Vertheilung der Masse im Kérper ist (offenbar) 
die Dichtigkeit in jedem Punkte gleich, oder proportional, seiner 
Entfernung e von einer durch den Mittelpunkt der Kugel gelegten 
Ebene, wenn die Entfernung nach der einen Richtung mit dem 
positiven, nach der anderen mit dem negativen Zeichen versehen 
wird. Unsere Formel (@) zeigt, dass bei dieser Vertheilung der 
Masse die Kugel nach aussen hin dieselbe Wirkung ausiibt 
wie ein Magnet auf einen entfernten Magnetpol, néamlich 
eine solche, dass das Potential V, gleich einer Constanten mal er—* 
ist; fiir einen innern Punkt hat man nach (y) die Gleichung 


V, = e.const. 


b) m=2. 
k= S7.a?+ Ot, A, Ay. 
yo = 38, 
YO = §47,Q2?—a?—2)+4,2,2,. 
c) m=3. 


k = Sy,03+0,0,02-++8,4, a2, 
YO = iSGr,+ a+ 6, )x, 
YO = 4\(2y,— a, — 8,)e? + (4e, —B,—3y,)2, 23 
AAR a 37/3) ©, 2). 
Will man diese Ausdriicke in die gewéhnliche Form der Kugel- 


functionen bringen I. 323, 6, so fihrt man statt a, y, zs, d. i. statt 
£,, £,, ©, die Polarcoordinaten ein, und erhalt im Falle (a) 


r—1Y® — y, cos0 + sind(y, cosw + y, sinw), 
im Falle (6) 


r—?Y®) = (cos’0—4) S 7, — Sin 6 cos O(a, cos p + a@, sin w) 
+ $sin’ 6[(y,— y, cos2p + a, sin2y], 
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und im Falle (c) 


Sr TY) = (38y,-+ a; +8,)c0sd 
+sin 6[(8y, + a, + B,)eosp+ (By, +a, +8,)sinw], 
rYO = (y,—4a,— 48, ) BO 
— fsin OPO, Le, Dye ae) cosy f (8,+ 3y,—4a,)sinw| 
i zy sin’ OPO), ie Oa B,)cos2y Be Siew. a, )sin 2p] 
+ #sin’ OBO) [(y, — a, cos 3y — (y, — B,)sin3y], 
wenn man wie I. 202 setzt 

ees cos 0 — Oa tos 0+ ote. 

§ 20. Aus den Ausdriicken fiir V im §18 lasst sich auch das 
Potential einer Schale herleiten, welche durch beliebig gelegene, 
nicht mehr concentrische Kugeln gebildet wird. Im Zusammen- 
hang hiermit handeln wir allgemein iiber die Bestimmung des Po- 
tentials einer Schale, welche nach aussen durch eine gegebene zu- 
sammenhangende Flache ©, nach innen durch eine zweite gegebene 
© begrenzt wird, aus der Dichtigkeit. 

Einen analytischen Ausdruck fiir das Potential besitzt man auch 
fiir diesen Fall, indem man nimlich das dreifache Integral (1) iiber 
alle Punkte ausdehnt, welche der Schale angehéren. Es giebt aber 
noch einen zweiten Weg, indem man das Potential des einzigen 
vollen Kérpers © bestimmt, dem man eine Dichtigkeit giebt, welche 
zwischen den Flachen © und © mit der gegebenen der Schale iiber- 
einstimmt, die aber innerhalb des Raumes © verschwindet, oder 
eine solche die dort imaginiér wird, so dass man im letzten Falle 
nur den reellen Theil des Integrals beizubehalten hat um das Re- 
sultat zu gewinnen. Dieses Verfahren wiirde jedoch die analytische 
Schwierigkeit, welche die Forderung einer Vereinfachung des drei- 
fachen Integrals darbietet, nur auf eine andere Stelle iibertragen, 
nimlich auf die Herstellung eines einfachen Ausdrucks fiir die nun- 
mehr discontinuirliche Dichtigkeit. Zu einer einfachen analy- 
tischen Bestimmung des Potentials fiihrt ein solehes Verfahren in 
der Regel nicht wenn es nicht gelingt, passende Coordinaten ein- 
zufiihren, durch welche nimlich die Dichtigkeit in dem gegebenen 
Raume sich einfach ausdriicken lisst. Indem wir hier von Methoden 
handeln, welche mit Erfolg zur Vereinfachung der Ausdriicke an- 


gewandt werden, denken wir uns die Dichtigkeit in jedem Punkte 
4 * 
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der Schale als Function des Ortes so analytisch gegeben, dass 
diese Function zwar nur fiir Punkte der Schale die wirkliche 
Dichtigkeit vorstellt, aber fiir alle Punkte im Innern von © noch 
eine Bedeutung behalt, wie es z. B. der Fall ware, wenn die 
Dichtigkeit der Schale constant oder auch als ganze Function der 
Coordinaten a, b,c gegeben ist. Die Aufgabe der Aufsuchung des 
Potentials der von zwei beliebig gegebenen Flachen begrenzten 
Schale ist dann durch 8. 42, No. 1 auf zwei des vollen, von je einer 
beliebig gegebenen Flache begrenzten Korpers zuriickgefiihrt. 
Man hat namlich aufzusuchen: 

1) das Potential des vollen Korpers G, 

2) das Potential des vollen Kérpers © 
in dem gegebenen Punkte O, der fiir jeden von den beiden 
vollen Kérpern ein dusserer O,, oder ein inmitten der Masse ge- 
legener O, sein kann; ein anderer Fall kann nicht eintreten. Ist 
O fiir © ein dusserer, so ist er es auch fiir ©; liegt O in der Masse 
der Schale, so liegt er auch in der Masse des Korpers ©, ist aber 
fiir den Koérper © ein dusserer; liegt er in dem von © umschlossenen 
Raum, so liegt er inmitten der Masse der beiden Kérper © und G. 
Beziehen wir die Buchstaben v, w, V auf die Potentiale resp. des 
vollen Kérpers ©, oder des vollen Kérpers ©, oder der Schale, so 
hat man also 

Vie = Ve Wa, Vip Sep, SW.) VSO, wy 
Somit ist die Bestimmung des Potentials der Schale in den drei 
Fallen V,, V,, V, auf die Bestimmung des Potentiales eines vollen 
Kérpers in zwei Fallen v, und v, und eines zweiten vollen in zwei 
Fallen, w. und w, zuriickgefiihrt. 

Die Bestimmung eines Potentiales in einem Punkt O, kann 
zuweilen leichter ausgefiihrt, d. i. das Potential kann leichter in 
eine einfache Form gebracht werden als im Punkte O,; im allge- 
meinen gilt sie aber fiir die schwierigere, und daher zerlegt man 
sie weiter. Um zB. v, zu finden, legt man durch O, eine ge- 
schlossene Flache &, die man, was wohl zu beachten ist, nach 
Gutdiinken wahlt. Dann hat man das Potential der von © und 
® begrenzten Schale, und ausserdem des von % umschlossenen 
Korpers, in einem Punkte, der auf der Grenzfliche % liegt, zu suchen. 
Kiir die Schale ist ein soleher Punkt als Grenzfall (S. 42, No. 2) 
eines inneren O,, fiir den Kérper ¥ als Grenzfall eines diusseren O, 
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zu betrachten. Die Aufgabe, das Potential der eben erwihnten 
Schale zu bilden ist aber leichter als die urspriingliche, weil ihre 
eine Begrenzung gewahlt, also mdglichst bequem angenommen 
werden kann. Aehnlich verfihrt man mit dem Kérper, dessen 
Potential w ist. 

War © oder © eine Kugelflache, so nimmt man fiir & eine 
concentrische, war © oder © ein Ellipsoid, so wahlt man fiir ¥ 
ein confocales, auch wohl ein concentrisches ahnliches und Abnlich 
liegendes Ellipsoid. Die Bestimmung des Potentials einer 
Schale, die von zwei beliebigen Kugeln, oder Ellipsoiden, 
oder einer Kugel und einem Ellipsoid begrenzt wird, ist 
hiermit zuriickgeftihrt auf die Bestimmung des Potentials 
von Schalen, die begrenzt sind allein von zwei concen- 
trischen Kugeln oder von zwei concentrischen Ellipsoiden. 

Beispiel. Mit Hiilfe der Ausdriicke (6) und (7) S. 49 lasst 
sich das Potential einer homogenen Schale, welche von zwei beliebig 
liegenden Kugeln begrenzt wird fertig, ohne dass noch Integrationen 
auszufiihren bleiben, angeben, wenn die Dichtigkeit der Masse in 
jedem Punkte eine ganze Function seiner Coordinaten ist. Wir 
behandeln z. B. den Fall, in dem die Kugelschale die Dichtigkeit 
1 hat. Aus einer Kugel von der Dichtigkeit 1, mit dem Mittel- 
punkt C und dem Radius y, wird also eine Kugel mit dem Mittel- 
punkte D und dem Radius r, herausgeschnitten. Das Potential der 
Schale im Punkte O wird gesucht. 

Aus dem Vorhergehenden und § 19, No. 1 folgt: Ein 4usserer 
Punkt bewegt sich unter dem Einfluss der Anziehung dieser 
hohlen Kugel so, als ob er nach einem festen Centrum 
(nimlich nach C) nach dem Newton’schen Gesetze ange- 
zogen, von einem zweiten (ndmlich von D) nach demselben 
Gesetze abgestossen wiirde. Die in C und D concentrirten 
An 


3 


ae 
3 
Das Potential V, ist 


Age fv? ‘i 
yo Cre nF 
Setzt man die Centrale CD =c, ferner die Linge der Pro- 


jection des Punktes O auf die Centrale CD, von C an gerechnet, 
gleich 2, so wird das Potential der Schale in dem innern hohlen 


Massen sind gleich Cc prest t? zu setzen. 
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Raume 

V, = 2n[v>— 17+ 4c(c--2@)]. 
Daher wirkt auf einen in dieser Héhlung befindlichen Punkt 
eine Kraft die ihnlich der Schwerkraft ist, d.i. eine Kraft, 
die parallel der Centrale DO ist und gleich einer Constanten, naém- 
lich $e. 

Vorgreifend bemerke ich (m. vergl. § 46), dass man ein ahn- 
liches Resultat wie das fiir den Punkt O, der Kugelhéhlung geltende, 
auch fiir eine aus ahnlichen Ellipsoiden gebildete Schale erhalt. 
Das Potential eines vollen homogenen Ellipsoides mit der Dichtig- 
keit 1 und den halben Hauptaxen a, 8, y ist nimlich, wenn diese 
Axen zugleich die Coordinatenaxen sind, im Punkte O 


y= fl i ds 
og Un aits— Fs CLIP POO TS 

wenn o fiir den dusseren Punkt den positiven Werth bezeichnet 
welcher, statt s gesetzt, das Element des Integrals zu Null macht, 
aber Null vorstellt, wenn O in der Masse oder auf der Begrenzung 
des Ellipsoides liegt. Daher hat V, die Form 

ma’ — px’— qy’—rz’, 
wenn m, p, q, r Constante bezeichnen, deren Bedeutung die Ver- 
gleichung dieser Formel mit der unmittelbar vorhergehenden zeigt. 
Kin ahnliches Ellipsoid mit demselben Mittelpunkt, gleicher Lage 
der Axen, und Halbaxen von der Lange a,, 6,, y, giebt als Potential 
in demselben Punkte, wenn es ihn in sich enthalt, 

mat — px’?— qy’—r2’, 
so dass dieser Ausdruck sich nur durch das erste Glied von dem 
vorhergehenden fiir V,, unterscheidet. 

Das Potential eines Ellipsoides, wenn die Axen parallel mit 
sich selbst verlegt werden, so dass der Anfangspunkt (a, b, c) wird, 
ist also 

mets — p(a@—a)’+ qiy — b)?+ r(e—e)’. 
Folglich ist das Potential der Schale, welche nach aussen durch 
das Ellipsoid mit den Halbaxen a, 6, y und .dem Mittelpunkte 
(0, 0, 0), nach innen dureh das ahnliche und ahnlich liegende mit 
den Halbaxen @,, 6,, y, und dem Mittelpunkte (a, b, c) begrenzt 
wird, in dem Punkte des hohlen Raumes O, = (a, y, 2) 


V, = m(a*— at) + pa’ + qb’+ re*—2(apx + bay + ers), 
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so dass fiir die Wirkung der ellipsoidischen excentrischen Schale 
auf einen im hohlen Raume liegenden Punkt 0, dasselbe gilt wie 
fiir die excentrische Kugelschale; fiir beide ist das Potential eine 
lineare Function der Coordinaten des Punktes. 

§. 21. Bisher wurde das Potential im massenerfiillten und im 
leeren Raume aus der Dichtigkeit abgeleitet; hier wird sein Werth 
im leeren Raume (V, oder V,, aber nicht V,) gefunden, wenn V 
auf den Kugelflichen gegeben ist, welche die Masse be- 
grenzen. Hier wird also fiir Kugelflachen das wirklich aus- 
gefiihrt, dessen Méglichkeit fiir alle Flichen auf S. 43 unter 6) an- 
gegeben wurde. 

1) Nach aussen seien die Massen durch eine Kugelflaiche mit 
dem Radius r begrenzt; auf der Grenzflache, also fiir r =r, sei V 
im Punkte (vt, 0, w) eine gegebene Function f(6, w). Man ent- 
wickele f(@, w) in eine Reihe von Kugelfunctionen, und setze 


(a)... fO@,w) = YOLYO+ V-+ ete. 
Nach der Gleich. (2) muss diese Reihe mit 


oa XO ~ XO = X®-- ete. 


iibereinstimmen, so dass man erhalt X”) = r"+tY™, und hieraus 
das Potential in jedem dussern Punkte (7, 0, w) 


oO iE n+-1 
= n) . 
(ye = al) YO, (r>p. 


Setzt man fiir Y den Werth ein, welcher ihm nach I. 433, b zu- 
kommt und fiihrt die Summation nach m aus, so entsteht 


ct seek fas “and fh fq edo 
a pte! a oe tall Y (r?— 2rreosy + v7)? 
2) Die Masse sei nach innen durch eine Kugelflache mit dem 


Radius r, begrenzt. Heisst in dem Punkte @,, 4, w) das Potential 
dieser Schale 7,(0, w) und ist 


Ga!) Jco fi(Os Ww) iS YOu YO YO-f ete. 
seine Entwickelung nach Kugelfunctionen, so geben die Glei- 
chungen (4) 


(c) amo Ve = 5(=)¥¢, (r 4 +) 


n=O 
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woraus man, wie oben, durch Summation erhalt 
(‘)... Y= Y Ws ee th sinyon f f(y, @) 0 —* 
(r?>— rr, cosy +17)? 

3) Aus einer vollen uval sei eine Schale durch zwei con- 
centrische Kugeln ausgeschnitten, so dass jetzt gerade der Raum 
zwischen den Kugeln mit den Radien r, und r, leer bleibt, welcher 
in den beiden vorhergehenden Fallen die Masse enthielt. Das 
Potential der ganzen vorhandenen Masse sei f,(0, w) fiir » = rv, und 
f,(0, w) fiir r= r,; wir suchen das Potential V, der Masse in dem 
leeren Raume. Der Theil derselben welcher, vom Mittelpunkt aus 
gerechnet, jenseits der grésseren Kugel liegt, giebt zu demselben 
einen Beitrag, dessen n'*s Glied nach (4) die Form hat r7X™, der 
Theil, welcher diesseits der kleineren liegt, nach (2), ein ns Glied 
von der Form r~”-!X™, Man hat also, wenn man f, und f, nach 
(a) und (a') entwickelt und r einmal gleich v,, einmal gleich r, 
setzt, zur Bestimmung von X™ und X® die linearen Gleichungen 

eX rt XM = YY, 
XO 41 1X0) = YO, 
Die Werthe von X, und X,, welche man durch Auflésung derselben 
erhalt, hat man schliesslich in die Gleichung zu setzen 
V,= SrXO4+r731XM, (rt, <r <1,). 


n=0 


Dadurch entsteht folgender Ausdruck fiir V, durch die aus f, und 
f, bekannten Functionen Y, und Y,: 
ye rat orien 
= NG, ie ete t 


Man kann denselben noch transformiren, indem man fiir r eine 

neue Verdnderliche o einfiihrt und setzt (s. S. 44) 
r= ¢, Yon e%, ¥ = e%, 
Wenn o alle Werthe von o, bis o, durchliuft, so erhalt r alle 
Werthe die dieser Veranderlichen zukommen, namlich von 1, bis 
v,- Durch diese Substitution nimmt V in dem leeren Raume, wo 
6, <o0< 60, ist, wenn man noch »n+4=~>y setzt, die Form an 
— ij » sinvi(o— — 2 : x sinvi(o, 

@)... Vr = yd sien 1 le ea 6 3 aavieeay Y = yoo, 


Ist z. B. das Potential auf ra der beiden Flachen constant, 
gleich c, fir r=v,, gleich c, fir r=r,, so wird YO=ec, und 
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Y =c,, also in dem leeren Raume zwischen den beiden Kugel- 
flachen 
ak: 1 ae 


Tay ORL : 1 
Z Siemens 


Auch in diesem dritten Falle kann man die fiir das Potential 
gefundene Formel, hier (d), noch weiter umformen, indem man 
statt der Y, wie es friither in (6) und (c) geschah, die urspriinglich 
gegebenen Funetionen f einfiihrt. Dann findet man 


at 1 ve ! 27 te eh 
Vir = ei sinndn [yr, AGE wo) A, =f Vr, AGE w) A, |e, 
0 0 


wenn man setzt, wie oben, y= +4, und 


ae sinvi(O—4G,) py) 

= 3 Om) ema) Pons) 

bah pec sin vi(o, — 0) mayne 
A Sent eae P™ (cosy). 


Die ziemlich einfache Reihe A, und die aus ihr durch Ver- 
tauschung von o, und o, untereinander sofort entstehende A, lassen 
sich iibrigens durch das Integral aus einer elliptischen Function 
summiren. Ersetzt man naimlich P durch das zweite der Integrale 
I. (7, 6), welche H. Mehler aus den Dirichlet’schen abgeleitet hat, 
setzt also, wenn man fiir y den positiven Werth unter 7 nimmt, 


2 42 in vy d: 
P™ (cosy) = af peaekek ; 
m4 — ¥2(cosy — cosy) 


A Le B, dy 
oF ee V2(cosy — cosy) ’ 


wenn man die Bezeichnung einfiihrt 


eee 2 5 (Qn +1) sinvi(o— 0,) sinvy 


= sin vi(o, — 0,) 


so wird 


Man setze 


e%1—% — q 
YX 


so dass q kleiner als 1 ist; alsdann geht B, in den Differential- 
quotienten nach o von 


4 Sa P [sin v((o — 6, )i+4) —sinr((o—o,)i—y)] 
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iiber, d. h. nach Jacobi’scher Bezeichnung in den reellen Theil von 
ALK a5 K ee 
Td ee ee (te = 0,))): 
Die Ausfiihrung der Differentiation, und die Darstellung des ganzen 
Ausdrucks durch die elliptischen Functionen von 


K K 
ea) und pa Pn 81d 


hat keine Schwierigkeiten. Man erhalt also statt der Summe, welche 
sich auf der rechten Seite von (d) befindet, ein dreifaches Integral. 
Dieselben Resultate findet man, wenn man B nicht auf den Diffe- 
rentialquotienten von dem Sinus der Amplitude, sondern auf das 
Quadrat eines solehen Sinus zuriickfiihrt; dies geschieht durch die 
Gleichung 


kK\?T . K : K 
(=) [sin?am = (@ + ¥) — sin’ am a (x —x| 
ues 2g" 
rT [gir ae RS 9 7 
Wahrend man seit Jacobi weiss, dass Reihen wie die fiir B, 
deren allgemeines m‘ Glied wesentlich der Quotient von Sinus der 
gleichen Vielfachen der verschiedenen Verinderlichen x und y, also 


wesentlich sinma:sinmy ist, durch die elliptischen Functionen sum- 
mirt sind, z. B. wenn m alle ungeraden positiven Zahlen durchlauft 


3 


d 7c sin3ysin3x + ete. 


sin 2y sin 2a + = 


: K eS ee ‘ 
durch sinam =", wobei y in die Constante q oder K eingeht, 


habe ich seit vielen Jahren vergeblich versucht solche analoge 
Reihen einfach zu summiren, deren allgemeines Glied der Quotient 
P”™ (x): P’(y) ist. Die Analogie der trigonometrischen mit den Kugel- 
functionen, die ich oft hervorgehoben habe, z. B. in der Darstellung 
beider durch vielfache Differentialquotienten (I. § 6), fiihrte bis jetzt 
noch nicht auf einen Summenausdruck, den ich hitte bei den Unter- 
suchungen iiber das Potential des Rotationsellipsoides verwerthen 
kénnen. Vergl. § 41. 

Kin besonderes Interesse kommt, wie sich im § 29 zeigen wird, 
dem Falle zu, in welchem die gegebenen Functionen f,(6, w) und 
f,(0, w) die reciproken Entfernungen T, und T, eines beliebig ge- 
gebenen festen Punktes (unten heisst dieser Punkt der Pol) von 
den Punkten (6, y) sind, welche auf den Kugelflichen r =r, und 
r=r, liegen, zumal wenn dieser feste Punkt sich in dem Raume 
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befindet, welcher von den beiden Flichen eingeschlossen wird. In 
diesem Falle lassen sich zwei von den drei Integrationen ausfiihren, 
welche in dem Ausdruck (d) fiir V, vorkommen und man erhiilt fiir 
V, einen Ausdruck der wie A, beschaffen ist, der namlich nur eine 
einfache Integration einer elliptischen Function verlangt. 

Um dies zu zeigen bezeichnen wir die Coordinaten des festen 
Punktes, des Poles, mit s, 7, w, wo v,<s<vr,, und setzen logs = t. 
Alsdann ist 

fC, Ww) = [to— 2st,cosy + s*]%, 


also die Entwickelung von f, nach Kugelfunctionen 


fo(0, W) = 3 rex P'(e0s). 


Aehnlich wird die Entwickelung von f,. Setzt man die hieraus 
hervorgehenden Werthe der Y in (d) ein, so findet man fiir 


diesen Fall 
sin vt(o — 0, ) 


rs V. = > e—¥ ()—7) — : P® Ss 
Vrsv, = sin vi(o,— 9, ) Copy 
4 err) sin vi(o,— 0) P®(c087). 


sin 7i(6,— 90, ) 
Die rechte Seite transformirt man durch die Gleichungen 


e*siny = (costa + isin tw) siny 
= sin (y+ ix) + $sin(y — ia) + 5 cos(y — tx) — 7 cos(y ta). 


Diese Gleichung multiplicirt man mit P“(cosy) und setzt auf der 
rechten Seite hierfiir das Integral aus der ersten Gleichung in 
I. (7, 6) in den ersten beiden Gliedern, das Integral aus der zweiten 
Gleichung im dritten und vierten Gliede. Vorher veradndert man 
aber die Grenzen 0 und y, resp. y und zw der beiden Integrale in 
—y und y resp. y und 24—y. Dadurch entsteht 


27 e—*siny P™ (cos y) =, Poe Sr Dae ME eG eee dy 
y2 (cosy — Cosy) 
hin sin(y hi ix + vy) — sin(y + vy — ix) ig 
V2(cosy — cos x) 
Um das an Glied auf der rechten Seite des Ausdrucks von V, 
umzugestalten macht man 


5 iG 
z=9(0,—1), y=i(o—o,),  =4; 
0 
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fiir das zweite macht man 
v=v(t—Oo,), y= iv(o,—0). 
Setzt man noch 


x4+t(o-+ 6,—6,—1) ae 


™ 3 © 
uy xti(o—o,—0,+71) = RM 


3 “A 
4—i(6—0,+6,—t) = 2 X—1(0—0,—0,+ T) = Fe Us, 


so erhalt man endlich 


_y ee snu—snu, + snu,— sna, AP, 
V2(cosy — cosy) 


ae snw + snw, +snw, + sna, ay}, 
a V2(cosy — cosy) 
wenn man sinam abgekiirzt durch sn bezeichnet. 

Nach Herrn Mehler*), der durch ein ganz verschiedenes Ver- 
fahren V, gleichfalls in dieser Form findet ohne den Ausdruck (d) 
von V,, also die Reihe fiir V,, zu gebrauchen, bemerke ich dass 
man, um V, fiir den speciellen Fall y = 0 oder y= zu erhalten, 
nicht diese Werthe in die Formel zu substituiren hat, sondern die 
Grenzwerthe des obigen Ausdrucks fiir y= 0 oder m nehmen muss. 
Dies stammt aus dem Umstande, dass die Integrale, welche Herr 
Mehler fiir P”(cosy) gefunden hat (7, 6), in den gleichen Fallen 
durch ihre Grenzwerthe ersetzt werden miissen. 


§ 22. Die Erscheinungen der Anziehung und Abstossung bei 
elektrischen Kérpern leitet man durch Rechnung ab, indem man 
elektrische Massen (Fluida) von zwei Arten einfiihrt, ein Fluidum 
mit positiver, eines mit negativer Dichtigkeit («). Die Dichtigkeit 
andert sich bei elektrischen (nicht bei magnetischen s. u.) 
Kérpern nach der Stetigkeit; also kann x vom Positiven zum 
Negativen nur so gelangen, dass es durch Null geht. Die Fluida 
wirken auf einander nach dem Newton’schen Gesetze, so dass 
man ihnen ein Potential zuschreiben kann, gleichnamige abstossend, 
ungleichnamige anziehend, und diese Kraft tritt als pondero- 
motorische auf, d. i. ihre Wirkung zeigt sich an den Massen, die 
Trager der Fluida sind. Ausserdem ist die Kraft eine elektro- 


*) Zur Theorie der Vertheilung der Elektricitiit in leitenden Kérpern, Jahres- 
bericht des Elbinger Gymnasiums, Ostern 1879; § 4. 
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motorische oder vielmehr scheidende, indem sie im Innern eines 
Leiters Fluida, da wo sie gemischt sind, auf welche man sie wirken 
lasst, sofort trennt. Wenn in dem elektrischen Zustand eines Leiters, 
mag dieser Zustand durch Mittheilung von Elektricitit, (Beriihrung 
eines Kérpers durch einen anderen der mit freier Elektricitit ge- 
laden ist) oder durch Influenz, oder durch Beides hervorgebracht 
sein, keine Aenderung eintritt (Elektrostatik), so miissen wir daher 
annehmen, dass elektrische Krafte, welche nach dem Vorhergehen- 
den eine Zersetzung veranlassen wiirden, auf keinen Punkt des 
Innern wirken. Daher sind die Componenten 5, H, Z gleich Null 
und man hat (§ 17, No. 3) fiir jeden Punkt O,, wenn V das Potential 
aller wirkenden elektrischen, nicht der kérperlichen, Masse be- 
zeichnet, 

OV OV OV 

dc oy —— 65 
Daher erhalt man fiir den ganzen Raum in dem sich raumerfiillende 
Massen befinden, 4V, = 0. Weil aber JV = —4rzx (s. § 17, 5), so 
folet hieraus, dass auch im Innern « = 0 sei; die Wirkung elek- 
trischer Massen verhalt sich also so, als ob die anziehende oder 
abstossende Masse sich nur auf der Oberfliche des Leiters befindet. 
Um den elektrischen Zustand eines Leiters zu finden, hat man also 
die Dichtigkeit der Elektricitét auf der Oberfliche gegebener Leiter 
aufzusuchen, welche bewirkt, dass das Gesammt-Potential d. i. das 
Potential der Masse, die sich auf der Flaiche befindet, addirt zu der 
Summe der Potentiale, welche durch die Elektricitéat auf den Nicht- 
leitern hervorgebracht werden, in jedem Punkte der Oberflache 
(und im Innern, s. u.) eine constante Zahl giebt. Ausserdem ist 
zu beriicksichtigen, dass die ganze auf den Leitern vertheilte elek- 
trische Masse gleich ist der den Leitern direkt mitgetheilten Elek- 
tricitit; die durch Influenz geschiedenen Massen geben namlich 
gleiche Mengen entgegengesetzter Fluida, so dass sie keinen Beitrag 
zur gesammten Elektricititsmenge liefern. 

Diese Anwendungen fiihren uns auf die Betrachtung der Po- 
tentiale von Flachen. 

Anmerkung. Um die Menge der Elektricitét, welche 
ein gegebener Nichtleiter enthalt zu messen, kann man sich 
einer leitenden Kugel bedienen, die isolirt und deren Inneres aus- 
gehohit ist. In den hohlen Raum schliesst man den Nichtleiter ein, 


0. 
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so dass er die Kugel nicht beriihrt. Der Nichtleiter wirkt dann, 
wie sich aus der Theorie zeigen lasst, nach aussen auf jeden Punkt 
gerade so, als ob die ganze elektrische Masse des Nichtleiters in 
dem Mittelpunkt der Kugel vereinigt wire und dort direkt, d. i. 
von der Kugel befreit, auf den dussern Punkt, nach dem Newton- 
schen Gesetze, wirkte. 

Man nennt Potential einer Flaiche im Punkte O das 


Doppelintegral 
iv Bi «do 
es eet 


wenn die Integration iiber eine Flache ausgedehnt wird, deren 
Element do sei; x heisst die Dichtigkeit der Flichenbelegung in 
einem beliebigen Punkte [a, 6, c] der Fliche, welcher auf do liegt. 
Diese Dichtigkeit*) kann gleichformig (in allen Punkten dieselbe) 
oder ungleichférmig sein, und in letzterem Falle sich nach der 
Stetigkeit andern, oder es kann die ganze Fliche in zwei oder 
mehrere Stiicke zerfallen, in deren jedem eine stetige Aenderung 
stattfindet, wihrend beim Uebergange aus einem in das andere die 
Aenderung sprungweise geschieht. Uebrigens kann auch eine solche 
Vertheilung gedacht werden, wo unbeschadet der Endlichkeit der 
ganzen Masse, die Dichtigkeit in einzelnen Punkten oder Linien 
unendlich gross wird. (Z. B. bei der Vertheilung der Elektricitit 
auf der Kegelflaiche im Scheitel.) Der Fliche selbst wird eine im 
allgemeinen stetige Kriimmung beigelegt ohne darum eine Unter- 
brechung in einzelnen Punkten oder Linien auszuschliessen. Ist x 
iiberall positiv, so heisst **) die Vertheilung der Masse gleichartig, 
und ungleichartig, wenn x an einigen Stellen positiv, an anderen 
negativ ist. 

Fiir eine Kugelfliche r =r sei die Dichtigkeit x im Punkte 
[a, b, c] als Function von 7 und w gegeben. Alsdann wird fiir v 
ein Ausdruck wie (1, a) auf S. 44 erhalten, nimlich 


v= vf" sinndn f" " #(, @) 0 
0 


‘ r’— 2rreosy +r? 


~Man kann x nach Kugelfunctionen K entwickeln, und zwar in dem 
speciellen Falle, dass x eine ganze Function von a, b, ¢ ist, wie 


*) Gauss, Allgemeine Lehrsitze etc. art. 12. 


| § 22; 5, Kugel. 63 


§ 19, No.3, wahrend man sich im allgemeinen der Methoden des 
§ 18 bedient. Setzt man 


x(n, w) = > K (9, @), 
n=0 


so erhalt man fiir das Potential v im Punkte 0 =(r, 6, w), je 
nachdem r<r oder r>r ist, die erste oder zweite der Glei- 
chungen 
» K(0,w) /r\ » K(6, r Vet 
eee. oe (=), wes doe SS aoag (=) : 
Man zieht hieraus ihnliche Schliisse fiir specielle Fille wie im § 19. 
Z. B. erhalt man fiir « = 1 die bekannten Ausdriicke 


2 
Ves AV esa hE Raed see ELK Ge) 


Ist die Dichtigkeit x eine homogene lineare Function der recht- 
winkligen Coordinaten des Ortes auf der Oberfliche, also 

x= 4,4+47,6+7,¢, 
so wird je nachdem r <r oder r>r der erste oder zweite Aus- 
druck erhalten 
x4 
r 


(e+ yy +75) 


Allgemein, wenn die Dichtigkeit x eine ganze Function m* Grades 
der rechtwinkligen Coordinaten des Orts auf der Oberfliche ist, so 
wird das Potential v im Punkte O, dessen Entfernung vom Mittel- 
punkte gleich r ist, wenn r<r, eine ganze Function m*” Grades 
der rechtwinkligen Coordinaten «, y, 3 von O, und wenn r > r eine 
solehe dividirt durch die 2m+1% Potenz der Entfernung r des 
Punktes O vom Mittelpunkte der Kugel. 

Eine Entwickelung von x nach Kugelfunetionen giebt als an- 
geniherten Werth von x die Summe der ersten m Glieder, d. i. 
eine ganze Function der Coordinaten a, b, c der Punkte, welche auf 
der Oberfliche liegen, so dass fiir den angeniherten Werth des 
Potentials v bei einer beliebigen Dichtigkeit dasselbe gilt, was so- 
eben von dem Potential bei einer Dichtigkeit gesagt wurde, die eine 
ganze Function von a, b, c ist. Das Potential v, in einem Punkte O 
wird angendhert eine ganze Function der rechtwinkligen Coordi- 
naten von O, und v, eine solche, die nur noch durch eine Potenz 
der Entfernung dividirt ist. 


Ar 7 
Vea NOVY Te) Va =F 


64 Potential. § 22, 5. 


Von den Eigenschaften des Flichenpotentials hebe ich folgende 
hervor: (M. vergl. § 17, 5. 42—43, No. 1—6) 

1) Das Potential v selbst und ev bleiben im ganzen Raume 
einwerthig, stetig und endlich. (In der Unendlichkeit ist ev gleich 


der gesammten Masse Wk (/«do.) 
2) ails sowie dieser Differentialquotient mit 9°? multiplicirt, 
Q 


bleiben iiberall endlich und ansserhalb der mit Masse belegten 
Flichen stetig. 

3) Wenn der Punkt O in den Kérper hineinriickte, so blieben 
die ersten Differentialquotienten von V nach jeder Richtung con- 
tinuirlich, wihrend die ersten Differentialquotienten von v sich beim 
Durechgang durch die Flache sprungweise andern. LErrichtet man 
in dem Punkte der Fliche durch den O hindurchgehen soll eine 
Normale, oder vielmehr die beiden Normalen, die wir mit » und n, 
bezeichnen und zwar jede nach der Richtung als wachsend be- 
trachtet, in welcher man sich von der Flaiche entfernt, so wird 

Ov Ov 
Bie On, ere ike 


wenn x die Dichtigkeit in dem Punkte der Fliche bezeichnet. Die 
beiden Differentialquotienten kann man als solche betrachten, die 
nicht im Punkte der Flache O selbst genommen werden, sondern 
in Punkten P und P,, die demselben unendlich nahe, der eine auf 
n, der andere auf m, liegen. Die Punkte P und P, lisst man dann 
in O zusammenfallen. 

Anmerkung. Ist f(#,y,z)=0 die Gleichung einer Fliche, 
und nennt man den Raum den innern, in welchem f kleiner als 0 
ist, so haben die Cosinus der Winkel, welche die von innen nach 
aussen gerichtete Normale mit den positiven Richtungen der Axen 
X, Y, Z bildet, die Vorzeichen resp. von f'(a), f'(y), f'(). 

Die unter 3) aufgefiihrte Kigenschaft benutzt man zu einem kurzen, aller- 
dings in Bezug auf Strenge nicht ausreichenden Beweise des im 5, Kapitel des 
ll. Theils im I. Bande bewiesenen Satzes, dass eine continuirliche Function des 


Orts auf der Kugel mit dem Radius 1, /(@, w), sich nach Kugelfunctionen X™ 
so entwickeln lasse, dass man hat 


2 1 vA 270 
xm — ae a sinn anf fa: w) P* (cosy) dw. 


0 0 
(M. vergl. 1. 433 (a) u. (6).) Vorausgesetzt wird hierbei naimlich, dass die 
X eine convergirende Reihe hilden. 
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Man denkt sich eine Kugel mit dem Radius 1 so mit Masse belegt, dass 
thre Dichtigkeit im Punkte (7, w) der Oberfliche gleich f(m, w) sei. Thr 
Potential im Punkte (7, 0, w) des Raumes ist daher 


r =-{"f{" f(, @)sinnOn0w 
V1—2reosy-+r 
0 0 


Je nachdem r > 14 oder r < 1 entwickelt man v nach ab- oder aufsteigenden 
Potenzen von r und erhilt demnach v resp. gleich 


Amt Ar 
aU GO) m X(m) | 
= on rpg MO aie fig fe 


Sind die beiden Reihen mit dem m‘*” Gliede 


Amin Xen), A(m +1) Kem) 
2m-++-1 2m--1 

convergent, so sind sie, nach einem bekannten Satze iiber die Convergenz der 

Potenzreihen (von Abel; man findet ihn unten im Zusatz zu I. 67) die nega- 

tiven innern oder dussern Differentialquotienten des Potentials an der Kugelflache 


nach den Normalen m und m,. Ihre Summe ist daher 47¢ multiplicirt mit der 
Dichtigkeit im Punkte (4, 0, wy), d. i. mit (C6, w). 


4) Im ganzen Raume mit Ausnahme der belegten Flichen wird 


Orv O’v oN, 
By ins Ox? 7m ys Ox” ie 


Eindeutig bestimmt ist eine Function v im ganzen Raume durch 
folgende Bedingungen: 

a) Sie geniigt der Bed. 1) und a sowie or bleibt tiberall 
endlich und mit Ausschluss einer oder mehrerer gegebener Flachen 
stetig und einwerthig. 

b) Av ist im ganzen Raume im allgemeinen Null, d. h. wenn 
héchstens irgend welche Punkte, Linien und Flachen ausgenommen 
werden. 

c) Auf den unter a) erwaihnten Flachen ist 

Ov Ov 

Paget On 
gegeben. Diese Bedingung kann aber mit der folgenden vertauscht 
werden: 

c’) Auf den unter a) erwihnten Flaichen ist der Werth 
der Funetion v gegeben. 

Da wenn v selbst bestimmt ist auch Ov:0n und Ov: dn, be- 
stimmt sind, so folgt, dass die durch a), b), c’) bestimmte 
Function zugleich das Potential einer Belegung jener 


Heine, Anwendungen der Kugelfunctionen. 2. Auf, 5 


1 


> 
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Flichen ist. Das Doppelintegral = 
i Ov Ov \ do 
-L IG + On,7 R ? 
die Integration tiber die Flaichen ausgedehnt, ist ndmlich offenbar 
ein Flichenpotential, und stimmt zugleich mit der durch a), b), ¢) 
bestimmten Function tiberein. 

Da eine Function durch jene Bedingungen eindeutig bestimmt 
ist, so folgt, dass eine Function v, welche den Bedingungen a), 6) 
geniigt und auf einer geschlossenen Flache constant ist, auch im 
Innern derselben constant bleibt. Das Potential nimmt ferner ab, 
wenn O von der Begrenzung in den dusseren Raum riickt. 

Es entsteht die Frage, ob jede auf einer Flache gegeben 
continuirliche und einwerthige Function auch als Werth des Po- 
tentials einer geeigneten Belegung dieser Fliche mit Masse, in 
Punkten O der Flaiche angesehen werden kann, oder ob, was das- 
selbe ist, immer eine Function v der Coordinaten von O existirt, 
welche den Bedingungen a) und 6) geniigt und ausserdem sich in 
eine willkiirlich gegebene continuirliche Function des Orts auf der 
Flache verwandelt, wenn O auf dieselbe riickt. Eine geraume Zeit 
glaubte man die Frage bejahen zu miissen (m. vergl. in , Gauss, 
Allgemeine Lehrsiitze ete.“ § 33 und Dirichlet’s Vorlesungen von 
Grube § 32) bis man bemerkte, dass den Beweisen unbewiesene 
Voraussetzungen zu Grunde liegen. So fordert Dirichlet’s Beweis, 
dass man die auf der Oberfliche gegebene Function in’s Innere 
nach der Bedingung a) fortsetzen kann, was allerdings in vielen 
Fallen geschehen kann, z. B. wenn die Function das Potential einer 
Kérpermasse ist oder die reciproke Entfernung eines Punktes von 
den Punkten der Fliche (s. unten die Green’sche Function). Im 
allgemeinen ist aber die Méglichkeit unbewiesen. Es ldsst sich 
beweisen, dass unendlich viele Fortsetzungen existiren, wenn eine 
moglich ist. Ferner ist die Voraussetzung unbewiesen, dass unter 
allen méglichen unendlich vielen Fortsetzungen eine existire, welche 


SLI) + ap) + GD le 
das Integral iiber das ganze Innere genommen, zu einem Minimum 


macht. M. vergl. meine Arbeit in den Géttinger Nachrichten vom 
16, August 1861 oder im IV. Bde der Mathematischen Annalen. 
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Unsere hauptsichliche Aufgabe wird es sein, fiir eine Reihe 
von Flaichen solehe Functionen v wirklich aufzusuchen, die den Be- 
dingungen a) und b) geniigen und auf der Fliche gegebene Werthe 
annehmen. Wenn wir im Folgenden allgemeine Sitze aufstellen, 
so haben wir nur solche begrenzende Flachen im Auge, bei welchen 
eine dort gegebene Function wirklich ein Potential v ist, sollte man 
dasselbe auch nicht fiir den leeren Raum ermitteln kénnen. 

Da nach §17, No.6 das Potential V eines Kérpers in Punkten 
des leeren Raumes (V, und V,) denselben bestimmenden Bedin- 
gungen unterworfen ist wie (nach a, b, ec’) ein Flichenpotential v 
bis an die begrenzende Fliche, so liasst sich (wie Gauss zuerst 
zeigte) das Potential V, oder V, eines Kiérpers mit Masse von ge- 
gebener Dichtigkeit durch Belegung seiner Grenzflichen mit. Masse 
als Flachenpotential darstellen. Die Dichtigkeit « der dazu 
erforderlichen Belegung ist durch die vorhergehenden Sitze be- 
stimmt. Man kennt, wenn zuniichst nur eine Begrenzung vor- 
handen ist, da k gegeben ist, das Kérperpotential im dusseren 
Raume V, und auf der Fliche. Es existiren ferner zwei Funce- 
tionen, welche den letzteren Werth auf der Fliche annehmen und 
von denen die eine im dusseren Raume den Bedingungen a) und b) 
geniigt, die andere in dem von der Fliche umschlossenen (urspriing- 
lich Masse von der Dichtigkeit k enthaltenden) Raume. Die erste 
ist offenbar V, selbst. Diese beiden Functionen, welche sich durch 
die Fliche hindurch continuirlich fortsetzen, bilden zusammen eine 
continuirliche Function, die wir v nennen, welche im ganzen Raume 
den beiden Bedingungen a) und b) geniigt, also ein Flichenpotential 
ist. Die gesuchte Belegung der Flaiche hat die Dichtigkeit 

17-10%; OV 

ee edd aw 
wo man statt des Differentialquotienten von v nach der dusseren 
Normalen den gleichen von V, nehmen kann. 

Ganz ihbnlich verhilt es sich, wenn mehrere Begrenzungen, 
z. B. zwei, © und ©, vorhanden sind, zwischen denen die Masse 
k liegt. © mag © einschliessen. Man kénnte dann durch eine Be- 
legung von © allein die Wirkung der Massen in den 4Ausseren 
Raum a, durch eine Belegung von © allein in den inneren Raum ze 
ersetzen. Dazu wiirde man zwei Functionen v und w aufsuchen, 


von denen die erste auf © und im Raume e mit V, iibereinstimmt, 
5 * 
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ferner im ganzen Raume, welcher © umschliesst, den Bedingungen 
a) und b) geniigt. Durch Differentiation nach den Normalen ergiebt 
sich aus v die Dichtigkeit der Belegung von G. Eine zweite Function 
w wird aufgesucht, die im Raume, den © umschliesst, gleich der 
Function V, ist, und diese wird in den unendlichen Raum, welcher 
© umschliesst, nach den Bedingungen a) und 5b) fortgesetzt. Sie 
liefert diejenige Belegung von ©, die ein Flaichenpotential gleich 
V, im Raume, den € umschliesst, hervorbringt. Will man aber beide 
Flaichen zugleich mit Masse bekleiden, und dadurch fiir Punkte 0, 
und O, zugleich die Wirkung der Masse & ersetzen, so sucht man 
eine Function v, die an den beiden Flachen mit den Werthen von 
V daselbst tibereinstimmt, ausserhalb der Flaichen, d. h. in jedem 
einzelnen von den drei Raiumen, ausserhalb G, zwischen © und G, 
im Innern von ©, aber den Bedingungen a) und 6) geniigt. Durch 
Differentiation dieser Functionen nach den Normalen in einem 
Punkte je einer von den Flachen © und © findet man die Dichtig- 
keit « daselbst. M. vergl. die Beispiele § 23. 

Den wichtigen Satz, dass sich die Wirkung von Kérpermassen 
auf jedeu Punkt O des leeren Raumes durch die Wirkung von an- 
ziehenden Flachen auf die gleichen Punkte ersetzen lasst, hat 
Gauss schon in der Intensitas *) vis magneticae art. 2, S. 10 an- 
gekiindigt. Die Ableitung findet sich in der oft erwaihnten Arbeit 
von Gauss, Resultate ete. i. J. 1839 art. 36. Die Masse, welche 
auf der Flaiche vertheilt werden muss, ist, wenn es sich um éiussere 
Punkte handelt, genau gleich der Masse des Kérpers fiat Denn 


im 4usseren Raume ist V,=v,, also oV. = oVa; nach S. 42, 2 und 
S. 64, 1 sind diese Ausdriicke fiir @ = co die anziehenden Massen. 
Ersetzt man aber das Potential im Innern durch ein Flachen- 
potential, so kénnen die Massen verschieden sein. Will man jedoch 
nur die Anziehung des Kéorpers durch die Anziehung einer 
Flache ersetzen, so lisst sich dazu die ganze Kérpermasse yver- 
wenden, indem dann nicht erforderlich ist, dass V und v selbst, son- 


OV : 
dern nur dass ra und oe ete. in den Punkten 0, iibereinstimmen, 


dass also V, und v sich im Innern, also (S. 66) dass sie auf der 
inneren Begrenzung sich nur um eine beliebige Constante unter- 
scheiden. Man kann aber in der That eine gegebene, von O ver- 


*) Werke, V. S. 87. 
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schiedene Masse, auf einer Fliche immer so vertheilen, dass das 
Potential in der Flache constant wird. Um dies zu beweisen, denke 
man sich eine Function v so bestimmt, dass sie a) und b) geniigt 
und auf der Flache sich in vy = 1 verwandelt. Eine solche Function 
existirt (S. 67), und ist im Innern der Begrenzung constant 1, giebt 
also nach der inneren Normalen differentiirt Null. Hiernach wird 
die Dichtigkeit der erforderlichen Flichenbelegung 

1 ov 
~ 4a On? 
wenn n die dussere Normale bezeichnet. Der Differentialquotient 
hat aber in jedem Punkte der Flache das gleiche Zeichen, indem v 
absolut abnimmt oder constant bleibt, wenn man sich von der 
Flache nach aussen zu entfernt. Ueberall kann es aber nicht con- 
stant sein, weil sonst x =0 also v=O und nicht gleich 1 wire. 
Daher hat « auf der ganzen Fliche dasselbe Zeichen, und die ge- 
sammte Masse die zu dem constanten Potentiale v = 1 gehdrt, ist 
positiv und nicht Null, woraus unmittelbar folgt, dass man eine 
beliebige Masse so auf der Grenzfliche vertheilen kann, dass v dort 
und im Innern constant bleibt. 

In diesem und den folgenden Kapiteln dieses II. Theiles 
werden wir, mit Hilfe der Kugelfunctionen und der ver- 
wandten Functionen fiir verschiedene gegebene Kérper, 
Kugeln, Ellipsoide, ete. die Aufgabe lésen, die Begrenzung 
so mit Masse zu belegen, dass die Belegung dieselbe Wir- 
kung oder dasselbe Potential in Punkten O, oder O, be- 
sitzt wie der Kérper selbst, dessen Dichtigkeit k gegeben 
ist. Fassen wir das oben Entwickelte zusammen so ist dazu 

1) das Kérperpotential V in dem ganzen Raume aufzusuchen 
ausser dem durch einen Index wu angedeuteten, (der die anziehende 
Masse enthalt); 

2) in dem letzteren Gebiete ~ eine Function v zu finden, 
welche dort den Bedingungen a) und 6) dieses Paragraphen ge- 
niigt, und auf der Begrenzung denselben Werth wie V besitzt. 


WSS 


0 oV : 
3) in jedem Punkt der Begrenzung = + on bestimmen, 
1 


wenn n die in den Raum w gerichtete, m, die entgegengesetzte Nor- 
male bezeichnet. Dieser Ausdruck, durch —4z differentiirt, ist die 
dem Punkte beizulegende Dichtigkeit x. 
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In den folgenden Kapiteln werden wir den Gegenstand weniger 
ausfiihrlich behandeln als in diesem; um Wiederholungen zu ver- 
meiden auch nicht iiberall die fertige Lésung der einzelnen Auf- 
gaben bringen sondern mehrfach nur die Hiilfsmittel zu ihrer Lésung 
zusammenstellen. 

Die Aufgabe 1) ist durch Aufstellung des Integrales (1) im 
$17 geldst, und es kommt nur darauf an, dasselbe fiir jeden ge- 
gebenen Kérper méglichst zu vereinfachen; 3) erfordert nur eine 
Differentiation. Die eigentliche Schwierigkeit bei dem Aufsuchen 
der Vertheilung von Masse fiir gegebene Kérper besteht in der 
Lésung von Aufg. 2). Statt dieser werden wir die allgemeinere 
stellen, die auch in der (Fourier’schen) Warmetheorie von grosser 
Bedeutung ist: 

2') Eine Function v aufzusuchen, die fiir jede Lage von O den 
Bedingungen a) und b) geniigt und sich auf den gegebenen 
Flachen in eine willkiirlich gegebene continuirliche Func- 
tion des Orts verwandelt. Ist sie gelést, so wird durch 

Ov 
On, 
die Dichtigkeit x einer Masse bestimmt; bekleidet man die Grenz- 
fliche mit derselben, so wird ihr Flachenpotential genau v. 

Kine besondere Bedeutung kommt dem Falle zu, dass der auf 
der Grenze gegebene Werth eine Constante ist. 

Die Aufgaben 2 oder 2’ lésen wir zunachst nach zwei verschie- 
denen Methoden. Nach der einen betrachten wir die in 2’ auf der 
Begrenzung © gegebene Function noch als Potential V auf ©, erstens 
einer nur diesseits, zweitens einer nur jenseits © vertheilten Kérper- 
masse und bilden die Fortsetzungen in den Raum jenseits resp. dies- 
seits ©. (Fiir Kugelflachen © sind die beiden Fortsetzungen einzeln 
im § 21 gefunden.) Die beiden Fortsetzungen fassen wir zusammen 
als eine Function auf; diese ist das gesuchte v. Die zweite Me- 
thode (§ 26) besteht darin, dass man die partielle Differentialglei- 
chung Jv = 0 integrirt, und zwar so dass die Lésung v auf © den 
gegebenen Werth annimmt. 

§ 23. Fiir Kugeln lésen wir hier die Aufgabe 2’ des vorigen 
Paragraphen nach der ersten Methode, mit Hiilfe des § 21 in den 
dort hervorgehobenen drei Fallen, indem wir die dortige Bezeich- 
nung beibehalten: 


OV 
— Ar = Se ae 


§ 23, 8 Kugel. VW 


a) Kine Kugelflache mit dem Radius r, oder r, begrenzt eine 
Schale nach aussen oder innen. Das Kérperpotential ist in dieser 
Flache gegeben = f(0, yw). Man soll erstens im ganzen Raum ein 
solches Flichenpotential v finden, welches in der Begrenzung mit 
V iibereinstimmt, d. i. gleich f(0, w) wird, zweitens die Dichtigkeit x 
der zur Belegung der Grenzflache erforderlichen Masse ermitteln. 
Die Werthe von V und v stimmen in dem durch die Flache be- 
grenzten leeren Raum iiberein. 

In dem Raume, in welchem r> r ist, erhalt man nach § 21, b, 
wenn das Potential, woher es auch stammt, an der Oberfliche 
f(@, w) ist, und Y” hier, wie dort, die n‘* in der Reihe der Kugel- 
functionen bedeutet, in welche sich a w) entwickeln lasst, 

v= 2G a Yy™, 
oder gleich dem Doppelintegral § 21, b'. In dem Raume, in welchem 
r<v ist, hat man 
v= 2(+ a Yo, 
oder gleich dem Doppelintegral § 21, c’, wenn man darin r, mit r 
und f, mit f vertauscht. Hieraus findet man nach S. 70 die Dichtig- 
keit der Belegung auf der Oberfliche durch Differentiation nach den 
Normalen r, wenn man r=r setzt. Im allgemeinen hat man also 
wes is), 
x= lad Te ros 
darf aber nicht vergessen, dass die nach r zu nehmende Grenze 
der Summe einer Reihe nur dann gleich der Summe der Grenzen 
gesetzt werden darf, wenn letztere Reihe convergirt. Da die 
Dichtigkeit der Belegung in Punkten und Linien unendlich sein 
kann (S. 62), so wird es sich in Fallen der Divergenz fragen, ob 
die Dichtigkeit wirklich unendlich ist oder ob nur die Convergenz 
der Reihe aufhérte und es also nicht gestattet war, die beiden 
Grenzen von dv:dr fir r=r mit der Summe der Grenzen der 
einzelnen Glieder zu vertauschen. M. vergl. hieriiber § 28. 

Beispiel. Der Werth des Potentials an der Oberfliche sei eine 
homogene Function der Coordinaten a, y, s vom m” Grade, die wir, 
wie k(a, y,3) im $19, in eine Reihe von Kugelfunctionen nach der 
dort benutzten besonderen Methode entwickeln. Wir erhalten dann 

fC, w) = YO 4 YO) 4 pt V9.4 oe, 
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und es wird, wenn man in die Y die Coordinaten r, 6, y des Punktes 
O einsetzt, 
v= ym 4+ r? yim—2) ahs r* Yor) tee, (r <a r), 


y \2m-+1 s r* r® 
v= (—) Ci (m) + 7 Yim—2) of =e Yur-4+) +.. ), (r sS t), 
Arure = (2m+1)Y™ + (Qm—3) V9) 4 Qm—T) ¥™9 4, (n= 1); 
Specielle Faille. Um an der Oberflache der Kugel das Po- 


tential v= 1 zu erhalten, hat man Y® gleich 1 zu nehmen und 
findet die Dichtigkeit der dazu erforderlichen Flachenbelegung 


1 .tres 
In den drei speciellen Fallen, in denen f(6, y) eine homogene 
Function von a, y, 3 und m= 1, 2, 3 ist, findet man die Werthe 
der Y am Schluss des § 19. Man hat daher in den beiden ersten 
Fallen, wenn man den Buchstaben S wie S. 49 verwendet: 
a) im Falle m=1, wenn v= y,2+y7,y+ 7,2 fiir r=r, ist: 
Aran = 3(y,2-+ 7,9 + Y,5) = BU[y,c080-+ sin O(y, cosy +7, sin y)), 


68) im Falle m= 2, wenn v = Sl.27+4,2,0,] tir yt Bist. 


12rm« = S[y, 457,20? 23-2?) +15e,2, 2, ]. 

b) Auf der Fliche r=yr, sei V=f,(0, w), auf der kleineren 
Flache r =r, sei V=f,(0, w) gegeben. Man soll v so bestimmen, 
dass diese Function den bekannten Bedingungen geniigt und fiir 
r=Y, resp. r=r, in f, und f, tibergeht. 

Man hat dann offenbar 

. \* 
iN gt i <i Se acs eee Yo; 


Te n+1 
pee ly ats Glan) ny 


fiir den Raum, in welchem r,<r <r, ist, findet man, nach § 21, 
indem man wieder setzt 


logr =o, logrt,=o0,, logr,=o6,, n+4=», 


die Gleichung 


— 2 sinvi(o—o,) 


r = eT (n 
vyr vi sin vi(o,—9,) 1s (1, 0), 


wenn (1,0) den Ausdruck bedeutet, welcher aus dem ersten Gliede 
durch Vertauschung der unteren Indices 0 und 1 entsteht. 


| § 24, 5. Kugel. 13 


Hieraus erhalt man fiir die Dichtigkeit der Massenbelegung x, 
und x, in Punkten (6, y) der Kugelflachen rr, und r=r,, welche 
im Innern der Schale dieselbe Wirkung hervorruft wie die wirk- 
liche Massenvertheilung, die Ausdriicke 


ATE Mee > an ake (Y@) — Yo) q+), 
n=0 1 qd 4 

Arr, % = > . = (Yo vs Yo) q’—), 
n=0 47 


wenn wiederum tr, = qt, ist. Zieht man auf beiden Seiten der 

ersten resp. der zweiten Gleichung die Summen resp. 
ZQn+1)Y™, 3Qn+1)Y 

ab, deren Bedeutung die Formel fiir x unter a) auf S. 71 zeigt, so 

bleiben convergente Reihen auf den rechten Seiten der vorigen 

Gleichungen iibrig. Die rechte Seite der ersten Differenz ist dann 


V 


2v = 
S(2n+1)5 ae Yo) — ¥q3(2n-+1) 


Fiihrt man fiir Y wiederum nach I. 433 die P ein, so lasst sich die 
Summation des Ausdrucks welcher P™ statt Y%), resp. P™ statt 


q (n) 
fe 


Y™ enthalt, durch die Formeln zs 
2K ses o 4¢°”sin2va 
— ‘ ny ? 
(pti te sma ;n-0 1—q 


kK 2 2q” sin2va 

th pee a 
ausfiihren. Auf dieselben Formeln kommt man, wenn man von 
dem Ausdruck fiir V,/r auf S.57 ausgeht, indem man unter dem 
Integrale, nimlich A, und A, differentiirt. Es ist selbstverstandlich 
wie man dann den Ausdruck B, welcher bereits durch den Diffe- 
rentialquotienten nach o von einer elliptischen Function summirt 
war, zur Auffindung von x verwerthen kann. 

Ist z. B. das Potential f, auf der grésseren Kugel eine Con- 
stante —a,, und f, auf der kleineren eine zweite Constante = a,, 
also YO =a,, YO =a,, so wird 

a AVy— O°, a ty (a, — 4) " 
e Ay, 2(t,—%,) ’ ; Ay (t,—?,) 

§ 24. Wenn nicht, wie im vorigen Paragraphen, der Werth 

von v auf den belegten Kugelflachen sondern die Dichtigkeit k der 
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Masse im Kérper gegeben ist, so lisst sich eine ideale Vertheilung 
der Masse auf der Oberfliche, d. i. die Dichtigkeit « der Masse, mit 
welcher die Kugelflichen belegt werden kénnen um dieselbe Wir- 
kung wie der Kérper hervorzubringen, direkt durch k ausdriicken. 

1) Eine volle Kugel mit dem Radius r, oder was auf dasselbe 
hinauskommt, die durch zwei concentrische Kugeln mit den Radien 
r, und tr, (wo r, >1,) gebildete Schale giebt in Punkten 1r,, 0, w 
auf der grésseren Begrenzung, nach §. 45, das Potential 


Co) Xp 4 ‘ 270 
DS — Sone asf sinn On if k(s, n, w) P™ (cosy) dw. 
Lge 0 0 


Wie man aus § 23, unter a) ersicht wirkt also die Kugel nach 
aussen so, als ob man die Fliche r=r mit Masse belegt 
von der Dichtigkeit 


od Qn+1 ye 7. Qn g \etd fs 
le! ( An ) asf sin y On J k(s,n, wz) P)(cosn) dw. 
Fiihrt man die Summation aus so entsteht 


ut  . La ae k(s, y, @)Ow 
ei s’(r?—s*)Os/ sinnd A 
4v,7 vhs aiaee) f u nf (r?— 2r,s?cosy +s”)? 


y 


2) Aus 8.46 unter 2) findet man als Dichtigkeit der Masse, 
mit der man die innere Kugelfliche r =r, zu bekleiden hat, um 
die Wirkung des Kérpers nach innen (d. i. in den durch z 
charakterisirten Theil des leeren Raumes) zu ersetzen 


kal 2) Q2n+1 to WA . 27 t nm—1 
oe == we asf singonf k(s, n, w)(-) P'(cosy)ew 


y 


Silat | Bey shares # a k(s, n, 0) da 
ss fall s°(s asf sino f (ab eu emiy ean : 


yy 


3) Durch Belegung beider Flachen, der Flache r =r, und 
r =r, kann man die Wirkung der Schale zugleich auf den dusseren 
Raum «, wie auf den inneren Raum ¢ ersetzen. Aus (5) im § 18 
kennt man die Werthe des Kérperpotentials fiir r= yr, und r=1,; 
setzt man dieselben in die Ausdriicke von § 23, 6 fiir x, und x, ein 
so erhalt man, wenn man &(s, 7, w) in k abkiirzt, 


n 1 Qn : 4 on ; ‘ 
y= EP fsinndn f"P"(c057) 80 fr AO 9 (2 gy, 
0 Y 0 


no 270 of sin(o,—6,) vt 


wo v=n+4 und o = logs gesetzt ist. Hieraus entsteht x, durch 
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Vertauschung der Indices 0 und 1 unter dem Integral. Ueber die 
Summirung dieser Reihen durch elliptische Functionen gilt Aehn- 
liches wie bei den friiheren Ausdriicken dieser Form. 


§ 25. Die ,allgemeine Theorie *) des Erdmagnetismus* von 
Gauss ist eine der bedeutendsten Anwendungen des Vorhergehen- 
den. Die Grundlage der Untersuchungen von Gauss (s. daselbst 
art. 2) ist die Voraussetzung, dass die erdmagnetische Kraft die Ge- 
sammtwirkung der magnetischen Theile des Erdkérpers sei; spiter 
(art. 36) fragt Gauss, welche Erscheinungen sich zeigen wiirden, 
wenn der Sitz der magnetischen Krafte ausserhalb der Erde, jen- 
seits einer die Erde umgebenden ihr concentrischen Kugelflache 
ware, (eine Annahme die unstatthaft ist art. 39) und drittens, wenn 
ihr Sitz sowohl im Innern der Erde, als auch theilweise sich jen- 
seits einer die Erde umgebenden concentrischen Kugelflache (art. 40) 
befande. 

Man nimmt an, dass magnetische Massen nach dem Newton’- 
schen Gesetze wirken, gleichartige einander abstossend, ungleich- 
artige anziehend. 

Man denkt sich, dass in jedem messbaren Theile sich positive 
und negative Masse zugleich befinden (art. 35), und zwar bestimmen 
uns die Versuche, jedem messbaren Kérper gleiche Theile von 
beiden d. i. die magnetische Masse Null zuzuschreiben, eine An- 
nahme, deren Zulassigkeit, fiir die Erde wenigstens, die Theorie des 
Erdmagnetismus, wenn erst eine gréssere Anzahl von Beobachtungen 
vorhanden ist, bestitigen oder widerlegen wird. Diese beiden An- 
nahmen, welche sich von den am Anfang des § 22 fiir die elek- 
trischen Zustinde aufgestellten wesentlich unterscheiden, geben 
der mathematischen Theorie des Magnetismus einen anderen Cha- 
rakter als der Elektrostatik, obgleich beide Theorien Erscheinungen 
behandeln, welche unter der Herrschaft des Newton’schen Gesetzes 
stehen. 


Das Potential der magnetischen Massen ist streng genommen nicht ein Integral 
wie (4) sondern eine Summe von Gliedern, wie auf S. 34, die aber in sehr 


*) Resultate aus den Beobachtungen des magnetischen Vereins i. J. 1838, 
Leipzig 1839 S. 1—57 (Werke V, 119—193). M. vergl. auch, als Hiilfsmittel zum 
Studium der Theorie yon Gauss, die Karten und vorzugsweise die Erklarung der 
Karten und Zahlentafeln im Atlas des Erdmagnetismus von Gauss und Weber, 
Leipzig, 1840 bei Weidmann, 
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crosser Anzahl auftreten, und in zwei verschiedene Gruppen zerfallen, deren 
eine nur positive die andere nur negative, jede einzelne durch unendlich 
kleine Stufen wachsende Glieder enthalt. Die Erscheinungen weisen darauf 
hin, dass jede Summe fiir sich tiber alle Grenzen wichst, und erst die alge- 
braische Summe, d. i. die arithmetische Differenz der zwei Summen, endlich 
bleibt. Sie lasst sich daher nicht als Korperpotential darstellen, und gestattet 
deshalb nicht eine direkte Verwendung der Resultate des § 24. Es wird sich 
aber zeigen, dass sie sich in die Summe eines Kérper- und eines Flachenintegrales 
umsetzen lisst, weshalb die Masse wie eine Flachenbelegung allein in den leeren 
Raum wirkt und die Verwendung der Ausdriicke des § 23 angezeigt ist. 

Um fiir die Kraftefunction einen Ausdruck der endliche Glieder enthilt, 
ein Integral, zu erhalten, fasst man die magnetische Wirkung je zweier unendlich 
nahen entgegengesetzten Theilchen (Pole) zusammen, die zu dem messharen 
Elemente gehéren, welches um je einen Punkt [a@, b, c] liegt. Sind die Coordi- 
naten des positiven und des negativen Poles im Elemente a+h, b-+l, c-+-n, 
und ist die Dichtigkeit der magnetischen Massen k und — k (s. d. Bezeichnung 
auf S. 44), so wird die magnetische Kraftefunction je eines von ihnen, in der 
von Gauss gewahlten Kinheit*), 


—1| rn on pat! sat “En om |aaabae, 


ob 


also heider Pole gemeinsam 


= (2mm ea 2k a Onk aad Be: 


Man denkt sich die Produkte 2hk, 2lk, oh endlich, und bezeichne sie mit a, 8, y 
Dann ist die Kraftefunction, d. i. eine Function, die nach den Coordinaten a, y, % 
differentiirt, die Anziehung auf a a ne 1, die sich in O hefindet, giebt 


Wa fff (age +b-G, +7, )oadbde 


wo adadboc, BOadboc, yOadbdc die Elementar-Momente in Bezug 
auf die Axen sind und die Integration sich tiber den ganzen Magnet erstreckt. 

Der Ausdruck W hat nicht die Form eines Potentiales, indem 7 nicht 
selbst, sondern differentiirt in sa auftritt. Man integrirt durch Theile und findet 


WII oat a6 tae) mr tah a 


Der Buchstabe N in dem Fie: nach do, welches sich tiber die Be- 
grenzung des Magnets erstreckt, bedeutet die Summe der Projectionen von a, 8 
und y auf die nach innen gerichtete Normale. 

Daher ist die Kraftefunction W die Summe des Potentials, welches zu einer 
Korpermasse mit der Dichtigkeit 


toe L og a: Oy 
fe) Ob Oc 
*) Intensitas vis magneticae etc. No, 1: ... unitas quantitatis fluidi borealis 
ea erit, cujus vis repulsiva in aliam ipsi aequalem in distantia — 1 positam aequi- 


valet vi motrici = 1, etc. M. vergl. auch Gauss, Allgemeine Theorie des Erd- 
magnetismus No. 3. 
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gehort, und eines Flachenpotentials mit einer Belegung von der Dichtigkeit N. 
Ware die magnetische Masse nicht in jedem endlichen Theile Null, sondern der 
Ueberschuss der positiven iiber die negative Masse eine positive oder negative 
Grésse fz gewesen, so wiirde noch ein Kérperpotential —fu Toacdboc hinz- 


kommen. In jedem Falle lasst sich die Wirkung des Magnets in den leeren, 
nicht mit magnetischer Masse angefiillten Raum durch eine ideale Vertheilung 
der ganzen Masse auf die Oberfliche ersetzen. 
Kommen Fille vor in denen 
op oy 


0a 
Oa 7 ob Bs Oc 


Null ist, so wiirde auch die Wirkung in den mit magnetischer Masse ange- 
fiillten Raum selbst, zugleich mit der in den leeren Raum, sich durch eine Be- 
legung der Flache mit Masse von der Dichtigkeit N ersetzen lassen. Nach der 
Theorie von Poisson, die aber zu Bedenken Anlass giebt, wiirde dies der Fall 
sein wenn der Magnet durch Induction entstanden ist. 


Nach § 23 lasst sich auf den magnetischen Zustand ausserhalb 
des Raumes, in dem die magnetische Masse sich befindet, schliessen, 
wenn man auf der Begrenzung das Potential kennt, welches die auf 
derselben vertheilte magnetische Masse (ideale Vertheilung, nach 
Gauss) hervorbringt. Unsere Beobachtungen auf der Erdoberfliche 
geben aber nicht direkt das Potential daselbst, sondern zunichst 
die Declination, Inclination und horizontale Intensitait, aus denen 
wir vorerst die Kraftefunction*) auf der Erdoberfliche ermitteln 
werden. 

Die Erde betrachten wir als Kugel, ihr Radius sei r. Die 
Kraftefunction, deren Differentialquotienten nach den rechtwinkligen 
Coordinaten x, y, s die Componenten der Kraft in Punkten des 
diusseren Raumes sind, mége mit V bezeichnet werden, wo 


de 
R 
ist. Drei rechtwinklige Componenten, die ersten beiden horizontal 
gerichtet, die erste nach den abnehmenden 0, die zweite nach 


v= — 


r de 
Q 


ein. In den Allgemeinen Lehrsitzen setzt er im art.2. V= ze, und die Compo- 


*) In der Allgemeinen Theorie des Erdmagnetismus fihrt Gauss V = — 


nenten gleich den Differentialquotienten von «V, wo ¢=-+1 oder —1 sein soll, je 
nachdem die Kraft anziehend oder abstossend wirkt. Im Artikel 3 bezeichnet er mit 
V ,,das Aggregat aller wirkenden Massentheilchen“, jedes mit seiner Entfernung 
dividirt, wobei ,nach den jedesmaligen Bedingungen der Untersuchung negative 
Massentheilchen entweder ausgeschlossen oder als zulassig betrachtet werden“. 
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abnehmenden y, die dritte nach innen, nach dem Mittelpunkte der 
Erde gerichtet heissen &, 7, ¢. Diese drei Componenten kennt man 
auf der Oberfliche der Erde (7 = 1) an jedem Punkte, da man & 
und » aus der beobachteten Declination und horizontalen Intensitat 
leicht berechnen kann, und ¢ wenn noch ausserdem die Inclination 
gegeben ist. Nach unserer Bezeichnung I. 302, § 71 ist in jedem 
Punkte (r, 0, w) 
1 OV 1 OV oV 

a ee ree ae 
Setzt man r=r, so erhdilt man schon allein aus der nérdlichen 
Intensitit § die Kriftefunetion V auf der Oberfliche bis auf einen 
constanten Werth, namlich 


“0 
V+tf £00 = V*, 
0 


wenn V* den Werth dieser Function im Nordpol bezeichnet, also 
eine (ausser von @ auch) von w unabhingige Grésse, da der Nordpol 
jedem Meridian angehért. Setzt man diesen Ausdruck des Potentials 
durch die nérdliche Componente & in die Gleichung fiir 7, so wird 
diese westliche Componente durch & allein gegeben, indem die Con- 
stante V* bei der Differentiation nach yw fortfallt. 

Wir behandeln 

1) Den Fall, dass die magnetische Masse, welche die Kriifte- 
function V hervorbringt, sich im Innern der Erde befindet. 

An der Oberfliche der Erde denke man sich, ihnlich wie § 21 
und 23, die Function V in eine Reihe von Kugelfunctionen entwickelt 


V 
GQ)... —=K+V4+¥%t-, =; 


deren Glieder bis auf die Constante Y, aus der nérdlichen Com- 
ponente § gefunden werden kénuen. Dann wird, nach § 23, in 
Punkten (r, 0, w) das Potential 


Durch Differentiation nach r ergiebt sich hieraus die Componente ¢, 
durch Differentiation nach ¢w die Componente 7. Macht man noch 
r= r, so findet man auf der Erdoberfliche ausser (a) noch 


0 
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(6)... —sind.n = gp et ris la 

(ec)... C= ¥,42Y,43Y,+4Y,4+---- 
Eine Vergleichung der aus den Beobachtungen direkt berechneten 
(s. u.) Werthe von 7 mit denen welche Gauss aus den in (a) auf- 
tretenden Y nach (6) berechnet, zeigt eine hinreichende Ueberein- 
stimmung. Y, ist der Werth von rV fiir r= ov, also die vertheilte 
Masse, muss daher gleich Null gesetzt werden, wenn in jedem Kérper 
die magnetische Masse Null ist. Dariiber, ob dies wirklich der Fall 
sei, wird also einst, wenn eine hinreichende Anzahl von Beobach- 
tungen vorliegt, § entscheiden kénnen (s. 8.75). Man bemerke 
ferner, in Bezug auf das Aufsuchen von 7 durch (6), dass Y, die 
Form hat (1. 323) 


Y, = = vy CP(8, w) “phy sr, w), 
v=0 


dass der Differentialquotient dieser Kugelfunction nach w also 
gleich ist 


> r[k, 0 (0, w)— oc, 80, w)]. 
yv=0 


Aus den vorliegenden Beobachtungen lassen sich die Glieder Y 
nur in einer beschrénkten Anzahl angeben. Gauss bedient sich 
bei seinen Berechnungen (art. 22 u. f.) der vier Glieder Y,, Y,, Y,, Y,, 
welche der Reihe nach 3, 5, 7,9, zusammen 24 Constante k und c 
enthalten. 

2) Befindet sich der Sitz des Magnetismus ausserhalb der Erde, 
so wird das Potential im Innern nach § 23 


ee r3(+)Y,, 


wenn die Y dieselbe Bedeutung wie unter 1) haben. Man findet 
hieraus fiir die Componente & auf der Erde 


—€&=1.Y,42.Y,4+3.Y,+-., 
eine Gleichung, die Y, nicht enthalt, also unentschieden lasst, ob 
wirklich die magnetische Masse die Summe Null giebt. 

3) Es sei endlich der Magnetismus sowohl in der Erde als 
auch in dem Raume jenseits einer der Erde concentrischen, grésseren 
Kugelflache vertheilt. Die Kriiftefunction des ersten Theils sei wie 
oben V, die des zweiten Theils von magnetischen Massen sei ¥. Man 
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entwickele den Werth von % an der Erdoberfliche nach Kugel- 
functionen Y% und setze 

xB 

uty fai Vat iste ana as (r = 1), 
so wird die gesammte Kraftefunction in einem Punkte r, 6, y des 
leeren Raumes, der zwischen den concentrischen Kugeln liegt, 

n TE n+1 r\r 

Die Beobachtung giebt uns daher sowohl die ganze Kraftefunction 
an der Erdoberfliche bis auf eine Constante, also 


= DY 


als auch die Componente C€ daselbst, mithin 
YoY 9) Ol a2 
Da hier Reihen von Kugelfunctionen vorliegen, so kennt man auch 
die einzelnen Glieder. Sind a und b gegebene Gréssen, so hat 
man also 
Ys = b,, 
ZY y, =6,, Vat 2) = ay 
3Y,—2Y, = b,, y+, =4,, 
4Y,—3Y, = b,, Y,+Y, = 4,, 


ete. ete. 
Hieraus folgt 
ye = b,, 
3Y, = a,+6,, yj, =4,—YF, 
oY, = 2a,+6,, ue Se Es mae 1 
{his = 3a,+6,, y, =a,—Y,, 
ete. ete. 


so dass auch hier alle Stiicke bis auf eine Constante Y, bekannt 
sind, und sich einst wird entscheiden lassen, in wie weit die magne- 
tischen Einwirkungen 4usseren und inneren Kraften zuzuschreiben 
sind, und ob sich im Innern der Erde eben so viel positiver wie 
negativer Magnetismus befinde, ob also Y, Null sei. 

§ 26. Die Aufgabe 2’ im § 23 lésen wir noch durch eine zweite 
Methode (s. d. Schluss des § 22): Wir integriren ganz direkt die 
partielle Differentialgleichung Jv = 0, indem wir unter den médg- 
lichen Lésungen diejenigen ausscheiden, welche den Nebenbedin- 
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gungen der Endlichkeit und Stetigkeit nicht geniigen. Unter den 
tibrig bleibenden Formen wihlen wir den Ausdruck, welcher sich 
an den gegebenen Kugelfliichen in gegebene Functionen verwandelt. 
Es ist dies die Methode durch welche die Potentialaufgabe oder 
die entsprechende Aufgabe der Wirmetheorie zuerst gelést wurde; 
sie ist besonders hervorzuheben als heuristische Methode, insofern 
sie auch auf die Lésung der Aufgaben fiihrte, welche sich auf El- 
lipsoide statt auf Kugeln beziehen, und sich z. B. auch bei Kegel- 
flichen (m. vergl. d. 5. Kapitel) anwenden lasst. Dagegen stisst 
man auf Schwierigkeiten, wenn es auf véllige Strenge gleich bei 
der Ableitung ankommt, indem bei dieser Methode die Existenz 
eines Integrales, welches allen Forderungen geniigt, vorausgesetzt 
wird. Es muss daher als Erginzung der Nachweis hinzukommen, 
dass die gefundenen Ausdriicke allen Bedingungen geniigen. 

Wir gehen zur Integration der Differentialgleichung Jy = 0 
iiber. Diese lasst sich nach I. 303 in die Form 

Cate St poy) e. sf sin0 ay + aL ce = 

or sind 060 eli sin’O Ow 

bringen, und soll so integrirt werden, dass v sich fiir r =r in eine 
gegebene Function f(@, w) verwandelt. 

Man entwickele die Function v in eine Reihe, die nach Kugel- 
functionen in Bezug auf 6 und w fortschreitet. Diese Reihe sei 

v= 2047204 Z@ + ete.; 
setzt man diesen Werth in (a) ein, und beachtet, dass Z”) der 
Gleichung der n*" Kugelfunction I. 309 
2 
ae sin 0 “ 1 ae a +n(in+1)f=0 
geniigt, so findet man 
o £o*(rZ” 
= - 2 

Kine Kugelfunction Z von 6 und w nach r, einer Constanten in 
Bezug auf diese Verinderlichen, differentiirt bleibt offenbar eine 
Kugelfunction; daher ist der Ausdruck unter dem = selbst eine 
Kugelfunction, muss also, wenn die ganze Summe Null werden soll, 
fiir sich Null sein. Z™ geniigt der dadurch entstehenden Differential- 
gleichung 


n(n +1)Z™ = 0. 


ro’(rZ) 
Or? 


2 
Heine, Anwendungen der Kugelfunctionen. 2. Aufl. 6 


—n(n+1)Z=0 
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nur und immer wenn es die Form hat 

(bybu lh ZO SoreXO sear eke, 
wo die Kugelfunctionen X und ¥ nur @ und w enthalten. Dies 
lehrt die I. 322 unter (6) angegebene Form fiir die Function Z, 
namlich 


S 6,0, w) +h, S(8, w), 
v=0 


welche der Differentialgleichung nach r geniigt, sobald jedes c und 
k ihr geniigt. Soll nun } 

1) Allein auf der einen Kugelfliche r =r das Potential einen 
vorgeschriebenen Werth f(@, w) annehmen, wo f eine einwerthige 
continuirliche Function des Orts ist, so entwickele man diese Function 
nach Kugelfunction, indem man, wie auf S. 55, setat 

£0, w) = YOLY®+ YO -+ ete. 
Fiir r =r muss daher Z™ in Y® iibergehen. Da ferner Z iiberall, 
daher auch fiir r =O einen endlichen Werth haben soll, so muss 
man fir r<r in (6) X Null setzen. Endlich soll, so lange 
r<r, nicht nur jedes Z sondern auch sein Differentialquotient 
nach r 
nr? X™) — (n+ 1)r—* 2X) 
continuirlich sein; daher muss ¥ von r=O bis r=r auch Null 
bleiben, und man findet aus (0) 
eX Soyo), 2 S06 “Welln hr ¥ 
Da aber Z fiir r= oo nicht unendlich werden darf, so findet man 
PPE) = YO Xe SO miwenne 7220: 

Durch Einsetzen dieser Werthe in Z und dann in vy erhalt man 
endlich Gleichungen wie im § 21, 6, b', c, c’, nimlich das Resultat: 
Die Function vy, welche der Gleichung 4v = 0 sowie den Bedin- 
gungen der Continuitat und Endlichkeit geniigt, und sich fiir r =r 
in f(0, w) verwandelt, ist 

Te 3(=) Yo wenn r<yx, 


n=0 


Lt n+1 
v= 5(—) YX)” wenn sey, 


wo, nach I. 328, f gesetzt wird 
7 27 
yo = BEE [san anf tq, 0) P(C087) 80. 
0 0 
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Summirt man die vorstehenden Reihen, so erhalt man schliess- 
lich, je nachdem r>r 


p22 Bio. Qn Cw 
(c son PS pes vv) sinned fa, w) ees 
) An dr “ uf (r?— 2rreosy +1) 


2) Soll ferner v an zwei concentrischen Kugelflichen, 
fiir r=r, und r=r,, sich in gegebene Funetionen f,(0, w) und 
f,(9, w) verwandeln, so sind drei Riume zu unterscheiden, in denen 
v verschiedene Formen annimmt. In dem einen, wo r>t,, wird 
v wie in 1) durch (c) dargestellt; da wo r <r, durch dieselbe Form, 
wenn man nur r und f resp. durch r, und f, oder dureh 1, und f, 
ersetzt. Endlich da wo 1,<r<v, muss man X und ¥ in (0) 
soleche Werthe ertheilen, welche denselben Gleichungen wie im § 21 
unter 3) geniigen, und findet daher denselben Ausdruck wie dort 
unter (d) fiir V,. Die in demselben explicite vorkommenden Y und 
Y kénnen wir, wie dort, entfernen und durch die erzeugenden Func- 
tionen f, und f, ersetzen. 

Die Dichtigkeit der Masse, x resp. x, und x,, mit der man im 
1. Fall die Flaiche, im 2. Falle die Flachen zu belegen hat um v 
zum Flaichenpotential zu machen, ist im § 23 unter a) resp. b) an- 
gegeben, die erstere durch die Formel 


© Qn+ 1 
SS pe ee VG) 
‘ = Ar Fe 


§ 27. Die fiir v gefundene Formel bedarf noch einer Verifi- 
kation (vergl. § 23). Hat man sie nach der ersten Methode abge- 
leitet, so gentigt es, den Beweis nachzutragen, dass v bis in die 
Begrenzung continuirlich bleibt, und zwar nicht nur beim Ueber- 
gange durch Punkte, welche auf demselben Radius liegen, sondern 
auch in jeder Richtung. Fiir die Formel (c) gelingt der Nachweis, 
wenigstens wenn f eine stetige Function des Ortes auf der Kugel 
ist, durch die Grenzuntersuchung, welche Poisson *) anstellt, die 
man freilich durch ein Verfahren vervollstindigen muss, wie das, 
welches Herr Schwarz bei einer 4hnlichen Aufgabe **) angewandt 
hat; wie dort, ist auch hier die zu untersuchende Function durch 


*) Théorie mathématique de la chaleur n, 106—107. 
**) Borchardt, J. f. M. Bd. 74: Zur Integration der partiellen Differential- 


O2u Oru 
: Bas =0, S, 218—253, 
gleichung a2 f ay 0, 


6 * 
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ein Integral von einfacher Gestalt ausgedriickt. Den Nachweis fiir 
die Aufgabe des § 26 unter 2), bei der die Liésung eine Function 
hoherer Gattung und eine dreifache Integration enthalt, wenn man 
die urspriinglich gefundene Reihe durch die in § 21 angegebenen 
Mittel summirt, habe ich noch nicht durchgefiihrt. 

Der Kiirze wegen behandeln wir von den beiden Fallen des 
ah as eh yon einem Punkte p=(r, 0, w) zu emem Punkte 
Py =(t, 9,, wW,), nur den einen, wor<t und setzen ausserdem r = 1. 
Um die Continni von 


= 270 
v= 1 ising dy f jiRaee =. 
An (1— 2reosy +r’)? 


0 
wo, wie oben, cosy gleich cos@cos7 + sinOsinycos(y—ww) ist, bis 
in die Fliche r=1 zu beweisen, und zugleich nachzuweisen, dass 
sich v dort im Punkte p, = (6,, w,) in f(O,, w,) verwandelt, be- 
schreibe man um p, mit einem (kleinen) sphirischen Radius e, und 
auch mit Qe, je einen Kreis auf der Kugelfliche r= 1, ziehe vom 
Mittelpunkt der Kugel Radien nach der Peripherie des ersten 
Kreises, die von einer der gegebenen concentrischen Kugelflaiche 
mit einem kleineren Radius @, wo @ eine spaiter zu bestimmende 
Grisse bezeichnet, gleichfalls einen Kreis ausschneiden. Dureh die 
zwei Kugelflichen und die Geraden (die Kugelradien) wird ein 
Raum begrenzt. Ich werde zeigen, und dies ist ausreichend zur 
Continuitat, dass das Integral y, wenn man 1—e und ¢ hinlinglich 
klein nimmt, fiir die Coordinaten r, 0, y aller Punkte p in diesem 
Raume beliebig nahe f(@,, y,) wird, oder vielmehr, was auf das 
Gleiche hinauskommt, dass in Tai Raume 

arn f sing dy fOr WIM 0) 9, 
4 ‘ (1— 2reosy +r)? 


beliebig klein wird. Es ist némlich, nach I. 310, (c) der Factor von 
f(9,, W) gleich 47. 

Man zerlege dies Integral nach 7» und w in eines tiber den 
kleinen Theil der Kugelfliiche (fiir r = 1), weleher durch den Kreis 
mit dem Radius 2e begrenzt wird und eines tiber den tibrigen Theil 
der Kugelflaiche. 

Das erste ist kleiner als das Produkt des griéssten Unter- 
schiedes, welchen zwei Werthe von f(7, w) in diesem kleinen 
Flichentheile haben kénnen und des Integrales 
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(i ee =r) fsinnn fe 


tiber den Flachentheil. Der erste Factor wird mit ¢ beliebig klein, 
der zweite bleibt endlich, ist namlich kleiner als dasselbe Integral 
liber die ganze Kugel genommen, d. i. < 42. Das ganze Produkt 
wird also mit ¢ zugleich unendlich klein. 

Das zweite ist kleiner als das Produkt des griéssten Unter- 
schiedes zwischen zwei Werthen von f(n, w) auf der ganzen Kugel, 
d. i. einer endlichen Grésse, mal dem Integrale (a) tiber den ausser- 
halb des Kreises mit dem Radius 2¢ liegenden Theil der Flache. 
Nach unseren Festsetzungen iiber die Lage der Punkte p trifft ein 
vom Mittelpunkt der Kugel nach p gezogener Strahl die Kugelfliche 
r=1 in einem Punkte p,, der offenbar innerhalb des kleinen Flachen- 
theils fallt, welcher durch den kleinen Kreis mit dem spharischen 
Radius ¢ um p, begrenzt wird. Ein Kreis um p, mit demselben 
Radius schneidet daher ein Stiick der Kugelfliche r= 1 heraus, 
welches ganz in dem kleinen Stiicke liegt, das durch den Kreis um 
p, mit dem Radius 2¢ begrenzt wird. Der zu untersuchende Werth 
des zweiten Factors, des Integrales, ist daher kleiner als (a) ge- 
nommen iiber den Theil der Kugelfliche r = 1, welcher ausserhalb 
des Kreises um p, mit dem sphiarischen Radius ¢ liegt, also 


eat nf te 
(1— 2recosy + ry 


a 


Dieser Ausdruck ist gleich 


21 1-r’ 

ee oF cose+r? r) 
Setzt man die Grésse g, bis zu welcher r, von r=1 an, herab- 
sinken kann, gleich cose*, wo a eine positive Zahl bezeichnet, die 
grosser als 1 ist, so sinkt der vorstehende Ausdruck, wenn « klein 
genug genommen wird, unter jeden Grad der Kleinheit hinab. In 
der That findet man fiir r = cose* und fiir unendlich kleine « 


1—r? GN 


1—2reose+r’?  —_ cose 


§ 28. Als Ausdruck fiir die Dichtigkeit der Masse, mit der 
man (1. Fall des § 26) die Kugelflache r =r, zu belegen hat, damit 
das Potential v auf ihr gleich f(@, w) sei, wurde 
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eo) 
0 — . - 
( ) . = Arr 


gefunden, wenn diese Reihe convergirt. Dirichlet untersucht die 
Convergenz dieser Reihe nach der Methode*), deren er sich bei 
den Untersuchungen iiber die Entwickelung von Functionen nach 
Kugelfunctionen (I. 433) bediente. Er findet dabei das Resultat, 
dass, obwohl die Reihe im allgemeinen convergirt, die Convergenz 
an einigen Stellen aufhéren kann, auch an solchen, an denen 
die Dichtigkeit x endlich bleibt; dort wird also die (endliche) 
Dichtigkeit nicht durch die Reihe dargestellt. M. vergl. S. 71, 
unter a. 

Kine unendliche Dichtigkeit in einzelnen Punkten oder Linien 
ist tibrigens sehr wohl vertraiglich mit einer voéllig bestimmten 
Massenvertheilung. Setzt man z. B. f(@, w) gleich einer positiven 
Potenz von cos0, gleich cos”@, so lange 6 zwischen O und $7 liegt, 
aber gleich O wenn 0 zwischen 4 und zw, so divergirt die Reihe 
fir 6=0 und 0d=7 so lange v<}4 ist, wahrend doch die Dichtig- 
keit x an diesen Stellen endlich bleibt. Ferner divergirt noch ausser- 
dem die Reihe, so lange » <1 genommen wird, fiir 0=47. Aber 
an dieser Stelle ist die Dichtigkeit wirklich unendlich. In Bezug 
auf die Durchfiihrung dieser Untersuchung verweise ich auf Di- 
richlet’s Abhandlung mit dem Bemerken, dass der dort im Art. 4 
und 5 vorkommende Ausdruck 


A, =f P™ (cos 0) cos’ Osin 0 dé 
0 


schon I. 73 durch sehr einfache Hiilfsmittel in die erforderliche Form 
gebracht ist. 

Statt durch die Reihe (a4) kann man die Dichtigkeit x auch 
durch ein Doppelintegral ausdriicken, welches sich auf folgende Art 
herleiten lasst: Man macht wie I. 434 


1 7 
sg J 1, wey = FCO); 


0 


betrachtet man jedesmal den Punkt (0, w) der Kugelfléchen, fiir 


*) Abhandl. d. Akad. d. Wissensch. in Berlin, gel. 28. Noy. 1850: Ueber 
einen neuen Ausdruck zur Bestimmung der Dichtigkeit einer unendlich diinnen Kugel- 
schale, wenn der Werth des Potentials derselben in jedem Punkte ihrer Oberflaiche 
gegeben ist. 
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welchen man die Dichtigkeit aufsucht, als eee Cd. 302), so wird 
nach § 26,c¢ das Potential in ihm, wenn r= rv ist, 


—— 2 ¢ )si Va We 
Vv aia pets 
she yf (F —2rreosy +1?) 


Unter der Voraussetzung, dass F differentiirt werden kann, erhiilt 
man nach einer Integration durch Theile bei Fortlassung der Grenzen 


bilina are - 
saga ma |. Le) ede Fy)oy a) 
ar Vr?— 2rreosy +r? Vr?—2rreosy +r? 


also in den Grenzen 


feet eR HO of To, aalilodey 
2 ag ae ba a 
2r ryt r—ts yr? Qrreosy +1? 


Um die Dichtigkeit x zu finden hat man den Ausdruck mit dem 
obern Zeichen nach der dussern Normalen n, d.i. nach r, den mit 
dem untern nach n,, d. i. nach —r zu differentiiren, (§ 22, S. 64) 
r gleich r zu setzen, und die Summe durch —4z zu dividiren. Da- 
durch entsteht fiir die gesuchte Dichtigkeit die Gleichung 

Aran = F(n) = OO 


sing ae 


Das Element des Integrals bleibt nicht etwa, wie es den Anschein 
hat, fiir 6 =O nur ausnahmsweise endlich; man darf nicht tiber- 
sehen, dass f(0, w) eine Function des Ortes auf der Kugel, daher 
fiir 0 =0 von w unabhangig ist. Entwickelt man sie nach Kugel- 
functionen, so hat man 

f(O, w) = t,4 sin b(t, cosy +t, sin w)-+ sin’ O(t,cos2y +t, sin2w)+---, 
wo ,, ¢,, t,, etc. Functionen von cos@ sind. Es wird also F(@) =, 
fir 0 =0, und F(0) das Produkt von sin@ und einer Function 
von cos@, kann also sehr wohl, durch sin$@ getheilt, fir 96 = 0 
endlich bleiben. 

Als Beispiel behandelt Dirichlet den Fall, dass f(@, w) gleich 
cosO@ ist wenn 0< 4m, aber Null wenn 06> 42. In diesem Falle 
lisst sich x durch ein elliptisches Integral der beiden ersten Gat- 
tungen darstellen; man findet 


1 yf | 2—s8in6 , | dz 
ses: <3 608’0 — zsin 0 ] ; : 
w?2y2 4, L1—s’sin’d yi—z? V1—asin’6 
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$29. Kinem speciellen Falle der -Aufgabe des § 22 kommt 
eine hervorragende Bedeutung zu, dem namlich in welchem das 
Potential eines einzelnen Massenpunktes, wie man sich auszudriicken 
pflegt, der sich im Innern oder Aeussern eines begrenzten Raumes 
befindet, in dem dusseren (co) oder resp. inneren Raume (c) durch das 
Potential einer Belegung der die beiden Raiume a und « scheiden- 
den Fliche ersetzt werden soll. Indem wir es vermieden (§ 17, S. 32) 
von der Anziehung der Punkte zu reden, die ein Potential geben 
wiirden, welches der Natur eines Potentials entgegen unendlich 
werden kann (S. 42, 2)), ersetzen wir, beim Aufstellen der physi- 
kalischen Aufgabe, wie friiher, den Massenpunkt durch den Mittel- 
punkt einer homogenen mit der Masse 1 erfiillten Kugel. Diesen 
Punkt nennen wir den Pol, vollstindiger den Pol der Green’- 
schen Function, um ihn unter den vielen verschiedenen Punkten, 
die in diesem Bande nebeneinander auftreten, kurz bezeichnen zu 
kénnen. 

Wir bezeichnen hier einen Punkt mit den rechtwinkligen Coordi- 
naten a, b,c oder x, y, % abgekiirzt als Punkt @ oder a; die reci- 
proke Entfernung der Punkte a und @ heisst T oder T(a, x). Dem 
Buchstaben w und allen von ihm abhangenden Functionen wird der 
Index o angehingt, wenn derselbe auf die Grenzflaiche riickt. 

Um die Dichtigkeit x der gesuchten Massenvertheilung auf der 
Grenzflaiche zu finden muss man zunichst, wenn a der Pol ist, das 
Potential der Kugelmasse 1 in Punkten a,, die auf der Flache 
liegen, aufsuchen. Dies, als Potential der Kugelmasse 1 in einem 
dussern Punkte wird aber T(a, x). Liegt der Pol a im Innern 
oder Aeussern der durch die Begrenzung geschiedenen Raume, so 
wird die Fortsetzung des Potentials, wenn der Punkt # von @, in 
den dusseren oder inneren Raum riickt, V = T(a, x) sein, da 
AT(a, x) = 0, und 7 in dem betreffenden Raume den Bedingungen 
der Endlichkeit und Stetigkeit geniigt. Nicht so einfach gestaltet 
sich das Aufsuchen einer Fortsetzung von T(a, x.) in den inneren 
resp. dusseren Raum mit den Forderungen 2) des § 22; man hat 
dazu im allgemeinen nach einer der beiden Methoden die allgemeine 
Aufgabe des § 22 zu lésen, mit dem Unterschiede, dass man die 
auf der Begrenzung gegebene Function, im § 23 die Function f(0, w), 
mit der besonderen T(a, x) vertauscht, wodurech das Resultat oft 
eine sehr einfache Gestalt annimmt. Diese aufzusuchende Fort- 
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setzung nennt Herr Carl Neumann*) die Green’sche Function; 
wir bezeichnen sie, wesentlich nach ihm, durch G(a, «). 

Um bei den folgenden allgemeinen Untersuchungen nicht unter- 
scheiden zu miissen, ob der Punkt a (der Pol) im inneren oder 
dusseren Raume liegt, nennen wir in diesem Paragraphen den zu- 
sammenhangenden Raum, welchem der Pol a angehért, den inneren, 
indem wir ihn als begrenzt durch gegebene Flachen ansehen, diese 
mégen saimmtlich endlich oder auch wnendlich sein. So ist z. B. 
der Raum ausserhalb einer Kugel als der begrenzte Raum zu be- 
trachten, der zwischen der Begrenzung der Kugel und einer con- 
centrischen unendlichen Kugel liegt. 

Die Green’sche Function G(a, «) ist also diejenige Function, 
welche fiir alle Punkte O mit den Coordinaten a, y, z, die demselben 
zusammenhangenden Raume angehéren, in welchem sich der Pol a 
befindet, den Bedingungen a) und b) des § 22, S. 65 geniigt (d. i. der 
Endlichkeit, der Stetigkeit, JG = 0), und die sich, wenn O = [2, y, 5] 
auf die Begrenzungen nach O, = [2p, yo, 40] riickt, in 


T(a, 23) = ia l sit 


V@— 4)’ + (yo— 6) + Go— 0)? 
verwandelt, wo der Pol (a, b, c) ein Punkt im Innern des begrenzten 
Raumes ist. 

Die Dichtigkeit der Masse, mit der man die Begrenzung zu 
belegen hat um die Wirkung des Poles a (der kugelférmigen, im 
Innern liegenden Kugel mit der Masse 1 und dem Mittelpunkt 
[a, b, c]) in den &usseren Raum zu ersetzen, ist 


ri 1 / 0G(a, x, OLKGiD >) \ eel Ne ar 
Es ( On, ea, )= An On, Cr &); 


*) Allgemeine Lisung des Problems iiber den stationaren Temperaturzustand 
eines homogenen Kérpers, welcher von irgend zwei nicht concentrischen Kugelflachen 
begrenzt wird. Halle, 1862, S. 82. Die Function U, welche Green im 44. Bd. des 
Crelle’schen Journals 8. 366 einfiihrt, ist G(a, x)—T(a, x), verwandelt sich also an 
der Begrenzung in Null, und bleibt im Innern nicht endlich sondern wird im Punkte 
x==a unendlich, In Riemann’s Schwere, HElektricitét und Magnetismus herausg. 
von Hattendorff, Hannover, 1876, § 23 wird der Function U der von Herrn Neu- 
mann fir G eingefiihrte Name gegeben. Man betrachtet haufig G als den elektri- 
schen Zustand, welchen der Pol auf der geschlossenen Grenzfliche erregt, wenn er 
ausserhalb des umschlossenen Raumes liegt und mit elektrischer Masse 1 geladen ist, 
die Fliche aber mit der Erde in leitende Verbindung gesetzt wird. Dies ist aber 
nicht genau und nur an einzelnen Stellen als Annaherung anzusehen. M vergl. § 71. 
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wo wiederholend bemerkt wird, dass ”, die Richtung der Normalen 
im Punkte [a», y,%.] in den umgrenzten inneren Raum ist, welcher 
den Pol [a, b,c] enthalt. 

Nach den Satzen von Green s. u. findet man aus x, dieser 
Function von a, b, ¢ und a, Yo, 4 ganz allgemein das Potential v 
in dem Punkte [a, 6, c] des inneren Raumes, wenn es in den be- 
erenzenden Flichen nicht mehr die besondere Function T(a, x») 
sondern eine beliebig gegebene Function v, der Coordinaten 2%, Yo, %, 
der Flichen ist, und dies ist die grosse Bedeutung der Green’- 
schen Function. Man erhalt nimlich (s. S. 93) 


CO) eet Vit [fsvodo, 


d. i. den gesuchten Werth von v im Pole, wenn x, die oben ge- 
fundene Dichtigkeit im Flichenelemente do, und v, die gegebene 
Function ebendaselbst bezeichnet, die Integration endlich sich auf 
alle Punkte x, der Begrenzung bezieht. 

Wir stellen die Resultate zusammen: Um die Aufgabe 2! 
des § 22 zu lésen, d. i. das Potential v in jedem gegebenen Punkte 
[a, b, c] im ganzen Raume zu finden, wenn es in allen Punkten 
[Xo Yo) So] der Begrenzung eines zusammenhingenden endlichen oder 
unendlichen Raumes gegeben ist, nimlich auf einer etwa im Un- 
endlichen liegenden Begrenzung gleich Null, auf dem im Endlichen 
liegenden Theile aber (im allgemeinen) beliebig gegeben — diese 
gegebene Function sei v» im Flachenelemente do — suche man 
erstens die Green’sche Function G(a, x) fiir den Pol a in dem 
inneren Raume, d. h. in demjenigen von den beiden Réiumen, 
welche durch die gegebene Flache geschieden werden, der zugleich 
den Pol enthalt; bilde zweitens 


i O 
‘An On, (T(a, %)—G(a, x»); 


V = f fr do, 


wo vy nur von den Coordinaten a, y, % des Punktes, der dem 
Flaichenelement do angehért, abhangt, « von diesen und den Coordi- 
naten a, b,c des Poles. Dann ist v das gesuchte Potential im Pole. 

Um endlich die Dichtigkeit derjenigen Flachenbelegung, welche 
dies Potential erzeugen wiirde, in einem beliebig gegebenen Punkte 


drittens bilde man 
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der Flache zu ermitteln, sucht man v fiir die beiden Raiume auf, 
welche die Flache scheidet, laisst den Pol in beiden in den ge 
gebenen Punkt riicken, differentiirt jedes der beiden v, die v und 
v, heissen mégen, nach der inneren Normalen x resp. n,, und findet 
schliesslich die Dichtigkeit der Belegung gleich 
HEAD MINGY Ov, i: 
4a \ On On, 

Ks ist somit nicht mehr erforderlich, um fiir eine Begrenzung 
die Aufgabe 2’ zu lésen, dieselbe fiir jeden willkiirlich auf der Be- 
grenzung vorgeschriebenen Werth v, von v selbstindig zu behan- 
deln, sondern nur fiir den einen bestimmten Werth v, = T(a, 2,). 

Die wirkliche Auflosung der speciellen Aufgabe, die Green’- 
sche Function zu finden, ist im allgemeinen, zumal man dieselbe 
fiir jede Lage des Poles kennen muss, nicht wesentlich leichter 
als die der allgemeinen, v aus dem Werthe an der Oberfliche yv, 
zu ermitteln. Letztere verlangt nur die Zusammenstellung eines 
etwas grésseren Apparates, nimlich die Hinzuziehung der continuir- 
lichen Function v, des Ortes, welche mit der Green’schen Function 
durch eine doppelte Integration iiber die Flaiche verbunden wird. 
Aus (6) ist ersichtlich, wie man umgekehrt, wenn v in dem allge- 
meinen Falle bekannt ist, « ermitteln kann. In der That, wenn 
das Potential v, das sich auf der Begrenzung in v, verwandelt, 
gleichgiiltig welche continuirliche Function des Orts auch vy, sei, 
sich immer durch einen Ausdruck wie (6), namlich 


St Av, do, 


mit gleichbleibendem A darstellen lasst, so muss 4 gleich x sein. 
Wir werden daher, sobald einmal die allgemeine Aufgabe in 
der vorliegenden Form gelést ist, — und in solcher wird die 
Lésung bei uns auftreten —, durch Absonderung von yv,do so- 
fort die Function x, welche die Dichtigkeit der Belegung 
fiir die Green’sche Function ist, erhalten. 

Die Green’sche Function fiir die Kugel ermitteln wir unten 
(§ 30) durch ein sehr einfaches Verfahren. 

Das Aufsuchen der Green’schen Function fiir eine Flache 
lisst sich tibrigens, wie sich sofort durch Anwendung einer Methode 
zeigt, welche man Methode der reciproken Radii Vectores (M. vergl. 
§ 66.) nennt, mit der anderen vertauschen, ein Potential v so zu 
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bestimmen, dass es auf einer, im allgemeinen von der ersten ver- 
schiedenen, Fliche constant bleibt. 

Eine Reihe von Aufgaben aus der Elektrodynamik erfordert 
die Bestimmung einer Function wu, welche die EKigenschaften eines 
Potentials besitzt (Endlichkeit, Stetigkeit, Jw = 0), die aber nicht 
selbst, sondern deren Differentialquotient nach der Normalen an der 
Begrenzung gegeben ist. Diese Aufgabe wird in ahnlicher Art auf 
eine Fundamentalaufgabe reducirt*), néimlich auf das Aufsuchen 
einer Function [(a, 2) die im iibrigen dieselben Eigenschaften wie 
G besitzt, die aber an der Begrenzung nicht der friiheren Bedingung 
sondern der Gleichung 

OT OL, 2p) 


On, On, 


gentigt. (S. u.) 

Um die Gleich. (6) abzuleiten, bezeichne man in einem zu- 
sammenhingenden endlichen oder unendlichen Raume zwei endlich 
bleibende Functionen von rechtwinkligen Coordinaten a, y, s durch 
U und V. Vermittelst einer Integration durch Theile beweist man 
die Gleichung 


(eyade Sf fvar—varyarsf f(y a Bey i i do = 0, 


in der dn, das Element der nach innen gerichteten Normale in 
einem Punkte der Begrenzung, dé das Kérperelement des Raumes 
iiber den integrirt wird, do das Flichenelement der Begrenzungen 
vorstellt. Um einen Punkt [a, b,c] im Innern lege man eine Kugel 
mit einem kleinen Radius a, wodureh ein Theil des Raumes aus- 
geschieden und die Kugelfliche als neue Begrenzung der friiheren 
hinzugefiigt wird. Setzt man dann U = T(a,«x), so wird die linke 
Seite yon (c), da 4T = 0, 


Af frowessracrf fy Bt 2 a 


wenn das Integral nach di, tiber den verkleinerten Kérperraum, 
nach do iiber dieselbe Begrenzung wie friiher genommen wird, nicht 
mehr gleich 0, sondern gleich dem iiber die Kugelfliche genom- 


*) Borchardt, J. f. M. Bd. 58: Lipschitz, Beitrage zur Vertheilung der 
statischen und der dynamischen Elektricitét in leitenden Korpern 8, 1—53. 
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Jt Jado. 


Ist OX der Winkel am Mittelpunkt der Kugel, welcher zu do, ge- 
hért, also do, = «OS, so wird dies Integral 


=f fla V EV )as, 


und wenn man @ unendlich klein nimmt und V(a, b,c) den Werth 
von V im Punkte [a, 6, c] bezeichnet, gleich 4aV(a, b,c). Das 
Integral nach dé, erstreckt sich nun, wo a@ unendlich klein ist, 
wieder tiber den ganzen Raum, auf den es sich urspriinglich bezog. 
Setzt man noch V gleich einer endlichen continuirlichen Funetion vy, 
die der Gleichung 4v = 0 geniigt, so hat man 


Anv(a, b, ¢) = i — T(a, Xo) er 


Macht man in (c) wiederum V = v oder U = G(a, x), so wird 


ey ee oo — Ga, 2) ge do. 


Zieht man diese Gleichung von der friiheren ab, so entsteht 


Anv (a, b, ¢) = tf : (1G, 2%) — G(a, x,)) do, 


d. i. die Gleich. (6). 

Man wird die Formel (6) iibrigens nicht als mit vélliger Strenge 
bewiesen, sondern nur als eine heuristische ansehen kénnen, indem 
manche Punkte in der Ableitung einen genauen Beweis vermissen 
lassen. Es ist z. B. noch nicht bewiesen, dass @ sich continuirlich 
indert, wenn der Pol bis in die Begrenzung fortriickt. 

Hitte man statt der Green’schen Function @ die oben er- 
wihnte F aufgesucht, die im Uebrigen dieselben Eigenschaften be- 
sitzt wie G, an der Begrenzung aber giebt ; 


OF (a, %) _ OT(a, 2) 
On, moiiben  ° 


so wiirde eine Subtraction von 


OF(G, xp ov 
0 =ff{v arent — I(a, £) Se 


menen Integral 
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statt von (d) geben 
Anv(a, b, c) =ffire. ,)— T(a, 2) ee do, 


eine Formel, die v in’s Innere fortsetzt, wenn diese Function nicht 
selbst sondern ihr Differentialquotient nach der Normalen an der 
Begrenzung gegeben ist. 

§ 30. Wir suchen die Green’sche Function fiir die Kugel auf, 
d. i. fiir den Fall, dass die Begrenzung eine Kugelfliche mit dem 
Radius r ist. Um uns der Ausdrucksweise, deren wir uns bei der 
Stellung der Aufgabe (S. 89) bedienten, ganz anzuschliessen, miissen 
wir, je nachdem der Pol [a, b, c] sich im Innern der Kugel oder 
ausserhalb befindet, als Begrenzung des zusammenhdingenden Raumes 
in dem der Pol liegt das erste Mal die Kugelflache r, das zweite 
Mal zugleich diese Flache und eine unendliche Kugel betrachten. 
Der bequemeren Ausdrucksweise wegen spreche ich das Resultat 
zunichst nur im zweiten Falle aus, wenn also [a, 6, c] in dem 
Raume liegt, wo r > r ist: 

Der Pol [a, b, c] liege in a; man zieht von a durch den Mittel- 
punkt m der Kugel eine Gerade abcd, welche die Kugel in 6 und 0 
schneidet. Der vierte zu abd harmo- 
nische a zugeordnete Punkt sei c. Als- 
dann ist die Green’sche Function in 
dem Punkte O oder [2, y, 3] 


Qa 


Om=r 
(By ee Die te (Ont): 
am Oc’ 

Beweis. Selbstverstindlich kann 
man sich der allgemeinen Methode des 
§ 26 bedienen; eine geometrische Be- 
trachtung fiihrt aber leichter zum Ziel. 

Riickt O in die Kugelfliche nach O,, 
so ist bekanntlich 

cO,: a0, = be: ba = r—cm: am—+t. 
5 Da ferner mc.ma =r’, so ist dasselbe 
Verhiltniss wie oben 


zs) 
= (+— — ):(am—r) =r: am. 
(: am ( ) 


Hieraus folgt, dass wenn O in O, fallt, die rechte Seite von (a) 
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in die Reciproke der Entfernung a0, iibergeht. Denselben Werth 
muss aber @ in O, erhalten. 

Ferner bleibt Oa, wenn O in dem Raume ausserhalb der Kugel 
liegt, endlich. 

Schliesslich geniigt die rechte Seite von (a), fiir G gesetzt, der 
Gleich. 4G=0, da sie das Produkt einer Constanten in Bezug 
auf die Lage von O und von der Reciproken der Entfernung 


Oc = V@—a,)'+y—b,)?+@—¢,) 

ist, wo x, y, 2 die rechtwinkligen Coordinaten von O, und a,, b,, ¢, 
von c sind. 

Wenn der Punkt [a, b,c] im Innern der Kugel, in ¢ liegen 
wiirde, so ware die Green’sche Function 

r iL 
COs 9G = ae ae 

Um einen bequemen analytischen Ausdruck fiir die Green’ sche 
Function und daraus x, in (6), d. h. die Dichtigkeit der Belegung, 
welche dem Pol entspricht, zu erhalten, bestimme man O durch 
Polarcoordinaten r, 0, w, und den Pol, also im ersten Falle a, im 
zweiten c, durch s, 7, w. Es ist also 


Om=r, On0o=y Ma=s resp. me=—s; 


man hat dann im ersten Falle, wenn namlich s > r ist, 


4 


x? v 
Oa = yr?—2rscosyt+s’, Oc= yr 2r —— Cosy + ee 


und hieraus, nach (a), 


1 
ae 


ie re 
2s — ——— 
yr 2r - cosy + 3 
Hiernach wird die in (6) vorkommende Dichtigkeit x, 
RNG 1 r 1 
Ko — -_—— . = 
An Or /p?— 2 $ 2 Z 
Vr’—2rscosy+s yr?—2r weve r 
fir r =r, und wenn man zusammenzieht 
eine s—y? 
Ate (4? 2rscosy +s) | 
Setzt man diesen Werth in (6) ein und beachtet, dass das 
Flachenelement do gleich r’sinO0d0w ist, setzt auch, wie friiher, 


Xp 
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den gegebenen Werth von v auf der Oberfliche, dort v,, gleich 
f(@, w), so erhiilt man als Ausdruck des Potentials v im Pole (s, 7, «) 


Li 4 270 
y= el yp £0, W)x.sin 000 ow, 
0 0 


d. i. den im § 26 gefundenen Ausdruck (c) fiir vy, wenn man dort 
nur r, 0, w mit s,, @ vertauscht. Den zweiten Werth fiir v, wel- 
cher dem Falle s <r entspricht, findet man auf ganz dhnliche Art. 

Die Bestimmung der im § 29 erwihnten Function J” gestaltet sich so: 
Behandelt man den Fall, den unsere Figur andeutet, so muss (a, xv) als 
Potentialfunction im Raume r > y, die Form haben 

DG; 2) D6 P (cosy) r—"—, 
i=) 

wo c eine Constante nach r und y hezeichnet. Andererseits giebt T fiir Punkte O, 
die nicht zu entfernt von der Begrenzung oder in derselben liegen (Y <r < $) 
die Entwickelung 


(Grayr= 
n=0 
Differentiirt man Z* und T nach r, macht dann r = x und setzt diese Diffe- 
rentialquotienten einander gleich, so ergiebt sich 


P® (cos /)- 


Hi 


STATO FA 
und damit 
, ib re Pn) 
IC), ap) SS (_) Pp (cos). 
( 4 ) Sp nat rs ( 7) 


vee 


Diese Reihe lisst sich leicht summiren; wenn man 0 durch die Gleichung rse= 
einfiihrt, findet man 


ita) ee Q = goes ieee 
; V1 — 2ocosy +” i 2sin* dy 
Setzt man 7 = Y, so erhalt man schliesslich 
r'(a Cf) == ‘ Y x log t—scosy+ yr? — 2rscosy + $* 
- y= 2rscosy + s* 2ssin*ty 


§ 31. Im Art. 35 seiner mehrerwihnten *) allgemeinen Lehr- 
sitze etc. behandelt Gauss die Frage, wie die Masse auf einer 
Flache vertheilt sein miisse, um dort ein vorgeschriebenes Potential 
zu geben, welche im Vorhergehenden (§ 23 u. § 28) fiir eine Kugel 
gelést wurde, fiir eine Fliche, die von einer Kugelfliche sehr wenig 
abweicht, wenn Gréssen von héherer Ordnung als die Abweichung 
selbst vernachlissigt werden diirfen. Er bedient sich dazu der Ent- 


*) Werke, V, 237—240. 
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wickelung des Potentials in Reihen, wihrend Dirichlet am Schluss 
seiner vorerwahnten Abhandlung*) das Resultat von Gauss etwa 
in folgender Art ableitet: 

Die Kugelfliiche, von welcher eine andere Flaiche wenig ab- 
weicht, habe den Radius r, die geradlinige Entfernung der Punkte 
(0, w) auf der Kugelfliche von einem anderen (6', w') auf derselben, 
welcher waihrend des Beweises festgehalten wird, sei g. Man ziehe 
vom Mittelpunkte der Kugel nach den Punkten (6, w) Gerade, welche 
die Fliche in der Entfernung r(i+ yz), vom Mittelpunkte aus ge- 
rechnet, schneiden, wo y eine kleine Constante, s eine Function 
von 0 und yw vorstellt, die durch 2’ bezeichnet wird, wenn @, w in 
6’, w' tibergehen. Jeder Schnittpunkt heisst der entsprechende des- 
jenigen auf der Kugel, der mit ihm auf demselben vom Mittelpunkte 
aus gezogenen Strahl liegt. Die Entfernung der Punkte, welche 
(0, w) und (6', w') entsprechen, sei p. Alsdann ist 

q’ = 4r’sin’4(0— 0’), 

p? = v°[(1-+ ys)?-+ 1+ ys!) 20 +78) +-y!)008(0 — 6")], 
also, wenn man die Glieder der zweiten und hdheren Ordnung nach 
y vernachlassigt, 


p= Pi+yets)), p=aqiitty@t+s’)). 


Dem Element do der Kugelflache entspreche do auf der gegebenen, 
so dass man hat 


do = (1+-72)'do; 
die gesuchte Dichtigkeit der Masse auf dieser Flache sei x. 

Das Potential im Punkte (v(1+-y2'), 6’, w’) der gegebenen Flache 
bei dieser Belegung ist nach der Erklarung des Potentials 


wenn. das Integral iiber die ganze gegebene Flache genommen wird. 
Setzt man fiir do und p die Stiicke do und q ein, so findet man 


7a “(1+ yz)’do iv eke » do 
as q+ 476+] =f fut in—ir) a 


und hieraus 
Gl 
Voy {fe 5 {facts 


*) Abh, der Akademie y. 1850. 


Heine, Anwendungen der Kugelfunctionen. 2. Aufl. 7 
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Das Integral auf der Linken der letzten Gleichung unterscheidet 
sich, wie die vorhergehende zeigt, von v’ nur um Grissen erster 
Ordnung, so dass man, mit Fortlassung von Gréssen zweiter Ord- 


d 
tiny = ffaat inn. 


Die Function v’ hat auf der gegebenen Fliche einen vorge- 
schriebenen Werth. Multiplicirt man diesen mit 1+ 4yz', so hat 
man dies Produkt als einen vorgeschriebenen Werth fiir das Po- 
tential unserer Kugel in ihrer Oberfliche anzusehen und die Dichtig- 
keit aufzusuchen, welche eine auf der Kugel vertheilte Masse haben 
muss um auf der Kugelfliche das erwihnte Potential zu liefern. 
Diese Dichtigkeit, durch 1+ yz dividirt, ist die gesuchte Dichtig- 
keit x fiir die Belegung der gegebenen Fliche mit Masse. 


nung erhiilt 


Zweites Kapitel. 
Das Rotationsellipsoid. Der Kreis. 


§ 32. In diesem Kapitel werden Aufgaben fiir das Rotations- 
ellipsoid gelést, welche den im vorigen Kapitel fiir die Kugel be- 
handelten entsprechen. Es ist dazu vortheilhaft, statt der recht- 
winkligen Coordinaten elliptische einzufiihren (I. 350). 

Die rechtwinkligen Coordinaten zweier Punkte seien a, y, s und ~ 
a,b, c. Bedeutet h eine Constante, nimlich die Excentricitit, reell 
oder imagindr genommen, eines yorgegebenen Rotationsellipsoides, 
so setzt man in diesem Kapitel 

x = hreosd6, a = hscosn, 
y = hyr?—1sindcosw, 6 = hys?—Isinneosa, 
z = hyr’—1sinOsiny, c = hys*—isinnsina, 
On O<n, Om pads, Oey Sp FOr ora 2n, 
und w—w=gq. Behandeln wir abgeplattete Ellipsoide (wie die 
Erde), so werden h und r imaginire Werthe ertheilt. Wo es darauf 
ankommt, dieses hervorzuheben, setzen wir 


r= 10,* S40, (ple== gaan, 
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Einen besondern Werth von r oder s werden wir mit r, und wenn 
deren zwei auftreten mit r, und rt, bezeichnen, wo r, > 1, ange- 
nommen wird, endlich r, wenn es imagindr ist, mit ir vertauschen. 
Man findet 
= (e—a)?+(y—b)’ + (s— 0) 
eee 2rscosOcosn 
—2yr?—1)'s?—1sin Osinncos(y—«), 

so dass R sich nicht andert, wenn r mit s, 0 mit 7, w mit w ver- 
tauscht wird. Die Entfernung R der Punkte des Punktenpaares 
(r, 0, w) und (s, 7, w) ist also dieselbe wie z. B. die von (s, 0, w) und 
(r, 7, @). 

Wir beginnen mit der Entwickelung von T nach Kugel- 
funectionen. Diese aufzufinden ist die einzige Aufgabe dieses 
Kapitels, zu deren Lésung die Methoden des vorigen nicht ganz 
ausreichen; bei der Kugel war die Entwickelung von T schon durch 
die Definition der Kugelfunctionen und durch das Additionstheorem 
derselben gegeben. 

Von den verschiedenen Punktepaaren, mich dieselbe Ent- 
fernung R haben, nennt man ein solches [a, y, z] und [a,b,c], fiir 
welches Mr > Ms ist; die hier folgende erste Methode setzt ferner 
voraus, dass auch @ und 7 nicht willkiirlich, sondern so gewahlt 
werden, dass 2—a positiv sei. 

Erste Methode. 

Aus der Gleich. (4, 6) in I. 27 hat man unmittelbar 


Qrch Esl. hdo 
he oe x—a+ti(y—b)cosv+i(z—c)sinv ’ 


0 

weil «—a positiv ist. Setzt man 

x -+-iycosn + izsinn = ah, 

a-+ibeosyn-+ ibsinn = 6h, 
so lisst die unter dem Integralzeichen auf der rechten Seite stehende 
Function, vorausgesetat dass 

(a)... M(a—yo?—1) < M(6—yB?—1), 

nach (I, 11) sich in eine Reihe von Produkten aus Kugelfunctionen 
erster und zweiter Art entwickeln, und man erhalt 


ann = Sen+yf PO(B)Q™(a)du = 2nhT, 


0) 


We 
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wo o@ und @ in r, 0, W, s,n, w und v durch die Gleichungen 
a = rcos0 + iyr?—1sin Ocos(w— v), 
8 = scosn +ip's?—1sin 7 c08(w — v) 
ausgedriickt werden. Um zur schliesslichen Form zu gelangen, setzt 
man fiir P™(@) und Q™(a) ihre Entwickelungen nach Cosinus der 
Vielfachen von w—v resp. w—v. Man kennt diese aus den Ad- 
ditionstheoremen I. (52) und I. (55), 2. und 4. Fall auf S. 336 und 
337; man setzt demgemass 
P(B) = Sa PO (s) PP (cosy) cosr(w—v), 
(2n +1)0"(a) = 2."(—1)” 0 (r) P® (cos 0) cosr(y —v). 
Durch Multiplikation der beiden Reihen und eine Integration 
nach v in den Grenzen 0 und 27, bei der diejenigen Vielfachen 


von w—v fortfallen, welche hoher als das n‘* sind, erhaélt man 
unmittelbar die gesuchte Entwickelung 


(1)... AT= SI, (Mr> Ms), 
n=0 


SO = S'—1) a” P(cos0) P™ (cosy) P(s)0™ (r)cosy (Qp—), 
wenn aS” die durch I. (46, a) gegebene Constante 
a” = [1.3.5...2n—1)]? 
; II (n+ v). IT(n—) 
bezeichnet. Setzt man s =O in (7), so entstehen offenbar die I. 82 
am Schlusse des § 17 angegebenen Entwickelungen. Aus der letzten 
von ihnen, 
oe 1 nee eo) 1 FRE 1.3...22n —1) 4n +1 (2n) (2n) i 
yi—x*sin?0 =) Se eyoramaprerwicgere) A 1S: Ge: 
findet man also fiir das elliptische Integral erster Gattung uw eine 


Entwickelung nach Kugelfunctionen von cosamu, nimlich mit Hiilfe 
von I. 93 


i a sin? == pote See [o*(4) 


1 EEE one) pera 


mit der man die von Jacobi gegebene *) desselben Integrals ver- 


*) Fundamenta nova theor. funet. ellipt. art. 45, S. 127. 
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gleichen kann, welche nach ganzen Potenzen von xsin@ und zu- 
gleich nach Kugelfunctionen P™(cosx) geordnet ist, wenn man 
x = tlogx setzt. 

Die Gleichungen (7) gelten, so lange nur Mr > Ms ist, fiir alle 
Werthe von r, s, 0, 7, w und w, wihrend ihre Ableitung diesen 
Gréssen gewisse Grenzen vorschrieb, nimlich das Bestehen der 
Ungleichheit (a) verlangte. Geniigt wird dieser Bedingung bei ver- 
langerten Ellipsoiden, wenn 6 nicht zu gross ist. Um dies zu zeigen 
bringe man a@ in die Form peosq-+iyp?—I1sing, wozu nach I. 16 
fiir p die gréssere Wurzel p der Gleichung 

r°eos’O .. (r?—1)sin’Ocos*( — v) 
Dp aA er ener =1 
geometrisch aufgefasst, die grosse Axe einer gewissen Ellipse mit 
der Excentricitaét 1, zu setzen ist. Nach I. 40 wird dann 


M(a+ Yo?—1) = p+ yp?—1. 

Bestimmt man noch eine Zahl p,, welche sich auf 8 abnlich bezieht 
wie p auf a, so wird die Bedingung (a) mit der Bedingung p > p, 
iibereinstimmen. Den gréssten und kleinsten Werth fiir alle v er- 
reicht aber p, wie man sofort durch Auflésen der quadratischen 
Gleichung oder durch eine geometrische Betrachtung ersieht, fiir 
cos(w—v) gleich 1 resp. 0; diese beiden Werthe von p sind, wenn 
6 so klein genommen wird, dass rcos@ iiber 1 liegt, r und reos@. 
Aehnliches gilt fiir p,. Hieraus ersieht man, dass (a) erfiillt ist, 
wenn man @ so klein nimmt, dass rcos@ > s wird. 

Dass die Gleichungen (7) noch, unabhaingig von diesen Be- 
schrinkungen, fiir alle reellen und imaginaéren r und s, und alle 
6, 7, w, w, welche in Frage kommen, giiltig bleiben, lasst sich nach 
den allgemeinen Prinecipien darthun, deren man sich haufig bedient, 
um die Gleichheit von Functionen auch iiber die Grenzen der Ver- 
anderlichen hinaus, fiir die sie urspriinglich bewiesen ist, nachzu- 
weisen. 

Driickt man sinO und cos, siny und cosy, r und r?—1, s und /s?—1, 
resp. durch 

u=tangt0, u, =tanghy, w=r+yr*—1, w,=—s+ys?—-1 
aus, so wird JT die Quadratwurzel einer rationalen Function von w, w,, w und 
w,, und bleibt nach diesen Veranderlichen monodrom und monogen, wenn 6 


und 7 von 0 bis 7¢ wachsen, oder auch, wenn w und w, nicht aus einem unend~ 
lichen schmalen Streifen heraustreten der die unendliche positive Axe des Reellen 


) 
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umgiebt. Sie bleibt auch monodrom und monogen, wenn r und s auf geeig- 
neten Wegen von reellen Werthen zu rein imaginaren tibergehen, oder, in der 
Sprache der Geometrie, wenn man die verlangerten Ellipsoide in abgeplattete 
iibergehen lasst, vorausgesetzt, dass der Uebergang durch solche Werthe von w 
und w, erfolgt, welche in dem Quadranten liegen, dessen Punkte einen positiven 
reellen und imaginiren Theil besitzen, aus dem man aber ein Stick durch 
einen Kreis mit dem Radius 1 ausgeschnitten hat, dessen Mittelpunkt im 
Punkte 0 liegt. 

Die rechte Seite von (7) ist eine unendliche Reihe, deren m‘°s Glied eine 
ganze Function m'” Grades nach sin@ und cos@, und nach siny und cosy ist, 


die ferner, wegen der Produkte P” (s)0 (r), selbst ebenso wie ihre Diffe- 
rentialquotienten nach ew und w,, absolut convergent ist, so lange nur Ms < Mr. 
Hieraus schliesst man, dass dies auch der Giiltigkeitsbereich fiir (7) sei. 

Uebrigens kann man auch die rechte Seite der Gleichung fiir $ durch Inte- 
erale ausdriicken, dann summiren und die Integration ausfiihren. Auf diese Art 
lasst sich die Formel (7) verificiren. Dies ware der umgekehrte Weg 
von dem, auf welchem wir im § 33 zur Entwickelung von T ge- 
langen werden. 


Ich lasse nun eine Methode zur Ableitung von (7) folgen, die 
etwas weitliufiger als die erste ist, welche aber die Falle des ver- 
langerten und abgeplatteten Ellipsoides so behandelt, dass es nicht 
mehr einer nachtréglichen Verifikation bedarf. 

§ 33. Zweite Methode. 

1) Das verlangerte Ellipsoid (7 >s>1). Die Grundlage 
fiir die zweite Methode bildet eine von der friiheren verschiedene 
Zerlegung von R*. Man hat offenbar (y—w = g) 

R’ = h?[(rs—cos0cosy)’ 
—(yr?—1/s’—1-+ sin Osiny cosy)’ — sin’ O sin? nsin’@], 
woraus sich, mit Anwendung von I. 27, ergiebt 


270 ‘ 
ae mie 
0 yee 


wenn man zur Abkiirzung setzt 
y = rs—Yyr?—1ys*—1cosv, 
0 = cos 0 cosy — sind sinncos(u— @). 
Die Function y ist am kleinsten fiir v = 0; es wird also, die Grenz- 
fille ausgeschlossen, y > 1, d<1 und man hat wie oben 
hT = SIM, 


n=0 


wenn man setzt 


270 
nT = Qn4+1 of QO (y) P(0d) dv. 


0 
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Zur weiteren Vereinfachung bedient man sich der Additionstheoreme 
fiir die Kugelfunctionen, I. 312 u. 333 (m. vergl. auch I. 338, 5. Fall), 
d. i. der Formeln 


P™ (6) = xs 1)” ay” PS” (cos @) P” (cos) cosy(v— ), 
(M+ 40) = S'PP(8) 04? (r)eosw. 
Die Multiplikation dieser beiden Gleichungen und eine Integration 
nach v verschafft sofort die friihere Formel (7). 

Diesen ersten Fall, der sich auf das verlingerte Ellipsoid be- 
zieht, habe ich bereits in der ersten Auflage erledigt; ich fiige nun- 
mehr den zweiten Fall hinzu: 

2) Das abgeplattete Ellipsoid 

(r=ite, s=io,h=—ih; 9 >o>0). 

Um T in diesem Falle durch ein bestimmtes Integral auszu- 
driicken, bedient man sich nicht der Gleichung I. 27 wie bisher, 
sondern der entsprechenden I. 171, erster Fall. Macht man 

A = h(@o + cos O cosy), 
B = §(Ve?+1yo?+1—sinOsiny cos), 
C = )sin Osinnsing, 


so sind A, B, C reell und die erwahnte Gleichung giebt 


ant = f- du in du 
an 3°, A+ Beosiu + Csiniu A—Beosiu-+ Csiniu ’ 


setzt man fiir A, B, C ihre Werthe ein, so giebt sie 
* du ye dy 
ays =a a—p J of,’ 


wenn a, 6, a, und @, an dieser Stelle folgende Bedeutung haben: 


a =e0+ yo?+1yo’+1 cosiu 

—fB = cosOcosy— sin Osinncos( -+ tw), 
a, = oo —Vo’+1Yo'+1 cosiu 

— Bf, = cos0 cosy + sind sing cos(y — iu). 

Wie im vorigen Falle so dient auch hier (I, 11) dazu, die Aus- 
driicke die unter dem Integralzeichen stehen, nach Kugelfunctionen 
zu entwickeln. An einer spdteren Stelle, bei einer Untersuchung 
iiber das Potential eines Kreises (§ 41), entwickeln wir das erste 
Integral allein, oder vielmehr summiren wir eine Reihe, welche 
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(wesentlich) das erste Integral zur Summe hat, wihrend wir hier 
im weiteren Verlaufe beide Integrale zusammenfassen. 

Erstens ist sowohl @ (offenbar) als auch a, absolut grésser 
als cosiw; es bleibt namlich 
Vo?+ 1yo?-+ 1 cosiu — go — cosiu = (Ve? + 1/0? + 1—Lcosiu— eo 
selbst dann noch positiv, wenn cosiw semen kleinsten Werth 1 an- 
nimmt, da 

[Ve?+ 10° +1—(1+e9)][Ve? + 10° +1+(1+ e9)] = (@—«)! 

positiv ist. Daher sind M(a+ Vo?—1) und M(a,+ Va?—1), wenn 
das Zeichen der Quadratwurzeln, wie festgesetzt wurde (I. 40), gleich 


dem von @ resp. a, genommen wird, grésser als e”, wo unter w der 
positive Werth fiir jedes gegebene cosiw verstanden wird. Zweitens 


Zum Beweise setze man, ahnlich wie 8. 101, 
cosO cosy — sin Osiny cos qeoosiu = pcosgq, 
sin Osin nsinpsiniw = iyp’—1sinq, 
so wird M(8+ )6?—1) = p+yp?—1. Man findet aber dass p 


kleiner als cost sei. Ware nimlich p> cosiu, so wiirden die 
beiden Gleichungen, durch welche p und q eingefiihrt wird, geben 


cos Ocosn sates - : 
( cosiu SD dsinncos@ ) > cos’ q, 
sin’ Asin’ sin’ m > sin’q. 
Aus der ersten von den beiden vorhergehenden Gleichungen 
folgt namlich die erste von den Ungleichheiten durch Division mit 


cosiu; aus der zweiten Gleichung gewinnt man zunichst 

—sin’@sin’7 sin’ psin?iw = (p?—1)sin’q, 
und da p> cosiw angenommen war 

— sin’Osin’7 sin’ psin?iw > — sin?iusin?g. 
Dies ist die zweite Ungleichheit. 

Setzt man 
cosOcosn = acosiu, sinOdsinn =b, 
so ist sowohl a als auch b kleiner als 1; die Addition der beiden 
Ungleichheiten wiirde also ergeben, dass 
a* — 2abcos g + b? 
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grosser als 1 bleibt. Wenn aber selbst y= gesetzt wird kann 
dieser Ausdruck, der dann das Quadrat von a+ 6 ist, doch nicht 
grosser als 1 sein. Selbst im giinstigsten Falle, fiir «= 0, wiirde 
a-+6, ein Ausdruck von der Form 

cos O cosy + sin@sinn, 


héchstens 1 erreichen. Daher war unsere Voraussetzung tiber p 
unrichtig und es muss p < cosiw sein. 
Man findet also 


M(B + V8?—1) = p+ Yp?—1 < cosiu—isinin < M(a+ Vo?—1), 
Man darf daher setzen 
2n)T = Dy (2n +-1) |/ P(B)Q@(a)du oy “PO(8,00(a, au. 
n=0 
Wir setzen fiir P”(@) und P”(8,) ihre Werthe aus IL. 312 
(—1)" Sa"? P® (cos 0) P (cosn) cosy (p + iw), 
(—1)"_S"(—1)’ a P™ (cosd) PS” (cosy) cosy (gp — in), 
und erhalten dann 
QnehT = SF (2Qn+ 1) Sa PO (cos 0) PS” (cosy) cosrp.t, 
n=0 


wenn man setzt 
r= (If [0(a)— (1 0 (@ J cosiondu, 


In I. 339 wurde gezeigt, dass cosu7v.Q™(c) das arithmetische 

Mittel aus den beiden Werthen sei 

per e [e—cosy. Vo?—1)"dx 

my [o-+cos(y+in)y¥o? FI] 
und durch dasselbe Verfahren wiirde man cosnw.Q™(a,) als arith- 
metisches Mittel gefunden haben, hitte man /o?-+-1 mit — Yo?--1 ver- 
tauscht. Man setze in zt diese Ausdriicke ein; da dort nach w von 
—oo bis oo integrirt wird, so ist es nur erforderlich eines von den 
beiden Zeichen in y-+iw beizubehalten und dafiir das Integral dop- 
pelt zu nehmen. Dadurch entsteht 


: -{* cotg “(0 — COSX. Vo?+1y ouf \[o + COSs(x = wu) % yo?+1] —n—1 
; —2 


— (—1)y [o—cos(x + iu) fo? +1] -*-} cosinu du. 
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Reducirt man mit Hiilfe der Gleich. (39, a) in I. 231, so wird das 
nach w zu nehmende Integral, da die Functionen Q bei der Sub- 
traction sich fortheben, gleich 
1.3...(2n—1) 

1.250 
und setzt man diesen Werth ein, so findet man nach I. 224 Glei- 
chung (38, 6) 


276 COS VTE COS VY i” P (io), 


1 = 2micosrm PS” (ia) OF” (ig), 
und somit fiir das abgeplattete Ellipsoid wiederum den Ausdruck (7), 
aber in der Form 
(8)... §T= =”, 

B = (1) al” PO (cos 0) P? (cosy) PO” (io) QS” (ig)eosv(y —w), 
in welcher statt der imaginiren Gréssen h, r, s ihre Module ), @, o 
vorkommen. 

§ 34. Wir gehen nun zu der Bestimmung des Potentials V 
im Punkte O iiber, wenn die Dichtigkeit k(s, 7, w) in jedem 
Punkte eines Rotationsellipsoides gegeben ist. M. vergl. 
im § 18 die Lésung der entsprechenden Aufgabe fiir die Kugel. 

Das Quadrat des Linearelementes, welches von einem Punkte 
[a, b, c] nach [a+ 0a, b+ 0b, c+ Cc] gezogen ist, wurde I. 308 all- 
gemein durch orthogonale und speciell durch Polarcoordinaten, 
I. 354 durch verwandte Coordinaten ausgedriickt. In unseren Co- 
ordinaten ist es 


0a*+0b’+0c’ =h? Ei BIEN toe On? +(s?—1)sin’n dw’? 
7 7 m)on'+(s°—1)sin"n dw"), 


so dass man fiir das Kérperelement den Ausdruck erhalt 
Oadbdc = h*(s*— cos’n)sinn On dw Os. 


Jeder Punkt des Raumes stellt sich in diesen Coordinaten s, 7, w als Durch- 
schnitt dreier Flachen (m. vergl. I. 351) dar, eines Rotationsellipsoides, welches 
entsteht, wenn man gs festhalt und 7 und @ alle méglichen Werthe giebt; eines 
Rotationshyperboloides, welches bei festgehaltenem 7 und veranderlichen s, w 
gebildet wird; einer Meridianebene fiir ein festgehaltenes co und bewegliche s, 7. 
Diese drei Flachen schneiden sich in drei Linien, deren Lingen, gerechnet vom 
Punkte (s, 7, @) aus bis zu den drei Punkten (s + 0s, 7, «), (s, 1 + On, w), 
(s,y, @-+ 0m), in diesem Zusammenhange, resp. On, Co, Op genannt werden 
mogen. Daher ist 


On = pasy <2, Oo = hon Vsi= cos’ 7, Op = hdasinn ys*—1. 
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Beweis. Die Winkel, welche die Linie von der Lange Qn mit den recht- 
winkligen Coordinatenaxen bilden, seien a, 2, y; Oo und Op bilden mit denselben 
Axen Winkel, die durch a’, B', y'; o'', 6", y'' bezeichnet werden. Dann ist 


Md. Ca@. 44 Yate gece ; Oc 
Oncosa = Os 0% OncosB = ae Os, Oncosy = Os OS 
Ca . Ob Oc 
eer ay A ak 
Cocosa’ = ar On, Oocosf’ = a On, Oocosy’ = a On, 
; Oa , ; Ob x Oc 
Opcosc!! — 5% Ow, Opcoss” = 76s Ow, Opcosy"’ = a Ow, 


Diese drei Linien On, Oo, Op stehen senkrecht auf einander; 
setzt man ndmlich in die drei ahnlich gebildeten Ausdriicke fir die Cosinus 
ihrer Neigungswinkel, von denen der eine ist 

cos(On, Oo) = cosacos a! -+- cosB cos B'-+-cosycosy’, 


statt der cosa, cos, etc. ihre vorstehenden Werthe, so erhalt man fiir diese 
drei Ausdriicke identisch Null. 

Da die Cosinus der Winkel, welche eine Normale der Flache f(a, b, c) = 0 
mit den Axen bildet, sich wie f'(a):f'(b):f'(e) verhalten, so hat man 

cos a : COSP : CO _ B s 
: : Cosy = : : 
Spent Pe AI rete * 

woraus ersichtlich ist, dass 07 mit den Axen dieselben Winkel bildet, wie die 
Linie, welche im Punkte [a, b,c] auf dem durch diesen Punkt gelegten Rotations- 
ellipsoide senkrecht steht, dass On also ein Stiick dieser Normalen ist. Aehn- 


liches hat man fiir Oo und Op in Bezug auf die zwei anderen Gattungen von 
Flachen. 


Das gesuchte Potential wird daher, wenn die Masse durch zwei 
Ellipsoide begrenzt wird, die r=r, und r =r, entsprechen: 


Yy 1 27 
Ves mf as / (s’— cos’) sinn dn / k(s, , @)Tdo. 
t 0 0 


Man entwickelt V in eine Reihe von Kugelfunctionen; dies geschieht, 
indem man erstens die Dichtigkeit k, oder noch besser diese 
mit (s’— cos’) multiplicirt, durch eine solche Reihe darstellt. Man 
setze also 

(a)... (s?—cos’n)k(s, n, ) = S K(s, n, ©), 


n=0 


wo die K Kugelfunctionen in Bezug auf 7 und w bedeuten, in deren 
constanten Coefficienten s als Parameter vorkommt. 

In besonderen Fallen wird man mehrfach bequeme Methoden 
entdecken kénnen um die K zu finden, im allgemeinen aber diese 
Functionen, welche ganze in Bezug auf die drei Aggregate cosy, 
sinncosw, sinysinw sind, durch Integrale darstellen.. Diese und 
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ihre verschiedenen Umformungen findet man auf S. 45 u. f., wenn 
man dort k durch das Produkt (s*— cos’)k ersetzt. So erhalt man 


n 2 1 n n n n 
K"(s, ny yee n ae sa! ( ov (n, wo) + al g¢ (n, «), 


wenn von den Neorhital a und a, die keine andere Veranderliche 
als s ee die erstere durch die Gleichung 
=(— 1), ay” "(s*—cos*n)siny anf k(s, n, w) CL (n, @) 00 
0 0 

gegeben wird, die zweite aber aus der rechten Seite derselben durch 
Vertauschung von C mit S hervorgeht. © und S% sind die ab- 
kiirzenden Bezeichnungen aus I. 320 fiir das Produkt aus P;(cosn) 
und dem Cosinus resp. Sinus von vw, und a” die numerische Con- 
stante aus I. 312. 

Man entwickelt zweitens T nach Kugelfunctionen. 
Hierbei hat man die verschiedenen Riume zu betrachten, in denen 
O liegen kann. 

1) Das Potential im 4usseren Punkte O,. Setzt man fiir 
hT seinen Werth aus (7), so wird V, zunichst gleich 

che asf fh Sr. EKG, n, @)siny Ondw. 
Da aber die & wie die K Kugelfunctionen sind, so fallen (I. 327 (e)) 
aus den Produkten der Summen diejenigen Glieder fort, in welchen 
die Indices m und nm verschieden sind, und der vorstehende Aus- 
druck wird gleich dem, welcher entsteht, wenn man das Produkt 
der beiden Summen 
2n+1 
An 

h?S"(—1)’ a P (cosn) P2(cos 8) P” (sO (r)eosr(p — 0), 
mit sinyOyow multiplicirt, in den Grenzen 0 und 27 resp. 7 inte- 
grirt, endlich von » = 0 bis co summirt. Nach I. 326—327 entsteht 
dadurch als Entwickelung von V, nach Kugelfunctionen: 


(oreon = > (ps? cosy + pee sin ry) p® (cos 0) (a (r), 


wenn man die Austen p und »p fir folgende Constanten einfiihrt 


% n Vee n 
some wf a P(s)ds, yp = wf a” P& (s) ds. 
Y 


y 


: Sa” cosva + a!” sin »w) P’” cosy), 
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2) Das Potential im innern Punkte O,. Die Rechnung 
bleibt dieselbe wie oben, bis dahin, wo der Ausdruck fiir & ein- 
gefiihrt wurde. Bei der Entwickelung (7) dachte man sich Mr > Ms, 
wiihrend nunmehr der Werth s, welcher sich auf die Punkte der 
Masse bezieht, einen grésseren Modulus hat als der Werth von r, 
welcher zu O, gehért. So erhilt man, statt (9), die Entwickelung: 


OGD eer =s Sq cosrp + qh sinrw) Po (cos) PO (r), 
let ic a QM(s)ds,  g® = nf “aO0(s)ds. 
yy 


3) Das Potential im Punkte O,. Liegt die Coordinate r 


des Punktes O zwischen r, und r,, so ore 


(9,6) 66 Vu = Va +o) 
wo (V,) der Werth von V, unter 1) ist, nachdem man dort r fiir 
r, gesetzt hat, und (V,) der Werth von V, unter 2) wenn dort r fiir 
rt, gesetzt wird. 

Anmerkung 1. Wie hier das Potential V gefunden wurde, 
wenn die Dichtigkeit k des Kérpers bekannt ist, so laisst sich 
auch das Flichenpotential vo angeben, wenn die Dichtig- 
keit « der Flachenbelegung bekannt ist. (M. vergl. § 22, 
8.65). In einem Punkt der Flache (1,7, w) wird das Flachen- 
element (do.0p auf 8. 106) 


h? /v?—1 yr?— cos’ sinn Ondo. 


Entwickelt man also nicht wie oben den Ausdruck auf der linken 
Seite von (a) nach Kugelfunctionen, sondern setzt statt dessen 


x. Vt? —cos'n = S K(, o), 
n=0 


und lést die Kugelfunction K™, die hier 7 und w, aber die Con- 
stante r statt der Verinderlichen s enthalt, in die Reihe auf 


jake eS MOM, w) + aS (n, w), 
so wird, wenn Mr > Mr ist, erhalten 
o=hyr?—-1 = S' P (cos 0) P® (x) 0 (r) (a cosy + af sin vy). 


Ist Mr < Mr, so hat man P(r1)Q(r) mit P@) Q(x) zu vertauschen. 
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Anmerkung 2. Das n* Glied in der Entwickelung von 
V, oder v, ist, welches auch die Dichtigkeit sei, eine ganze 
Function mn” Grades der Coordinaten a, y, des Punktes 0, 
Denn dies Glied lisst sich offenbar als Integral 


[iP [reos0 + iyr?—1sin 0 cos(p — w)] f(o)dw 
0 
darstellen, wo f eine ganze Function n‘” Grades von cos und 
sinw, mit (2n+1) gehérig gewihlten Constanten b und b bezeichnet, 
man also hat . 
f = 6,+ 6, cosw + b, cos2m +--- +6, cosnw 
+b, sinw + 6, sin 20 +--+ b,sinnw. 
Da P® eine ganze Function n*" Grades vom Argumente 
reos6 + ivr? —1 sind cos(w— o), 
dieses aber gleich 
x +-iy cos + izsinw 
ist, so wird das obige Integral selbst, ganz allgemein eine ganze 
Function der rechtwinkligen Coordinaten x, y und z. 

$35. Specielle Faille. Die Dichtigkeit k sei eine ganze 
Function m Grades der drei Aggregate cosy, sinn cosa, sinysine. 
Alsdann wird die Reihe (a) des § 34 eine Summe von m+2 Kugel- 
functionen K. Hieraus folgt fiir das Potential im inneren Raume, 
dass V, eine ganze Function m-+2*" Grades der rechtwinkligen 
Coordinaten x, y, 2 ist. 

Im dausseren Raume ist das Potential noch immer eine ganze 
Function von cos@, sinécosy, sin@sinw, erhalt aber in Bezug auf 
die Veranderliche r die Form g(r)+h(r)Q°(r), wo g und h rationale - 
Funetionen von r und yr?—1 vorstellen, die keinen anderen Nenner 
als die m+ 2 Potenz von yr?—1 enthalten. Die Kugelfunction Q° 
hat, je nachdem r reell oder imaginair, gleich ig ist, resp. den 
Ausdruck 


Q(r) = Flog canes 0 Ge) = — care. cotg g. 


Da eine Function von 7 und w, die fiir 7 =0 von w unab- 
haingig ist, sich ganz allgemein mit Anndiherung durch eine endliche 
Summe von Kugelfunctionen darstellen lisst, so gilt das iiber die 
Form von V Gesagte von dem Niherungswerthe des Potentials bei 
irgend welcher Dichtigkeit. 
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Das Vorstehende wird durch die Gleichungen (9, a) und (9) bewiesen. Die 
Summation nach m in beiden Fillen erstreckt sich nicht in’s Unendliche sondern 
nur auf eine endliche Anzahl, auf m- 2 Glieder. Ferner ist oben in Anmer- 
kung 2. gezeigt worden, dass das allgemeine Glied von (9, a) eine ganze Function 
n°” Grades der rechtwinkligen Coordinaten x, y, % sei. Hiermit ist bewiesen, 
was tiber V, gesagt wurde. 

Ferner haben die in (9) vorkommenden Functionen Q die oben ange- 
gebenen Formen. Dies zeigt sich aus J. 258. Zunichst geht nimlich, durch 
die Gleichung fiir die Q(a), welche (a) daselbst entspricht, Q%” in die Form 

AQ’? i BOY 
Cite ea eae eae 
Va?—1 (fx? —1y-? 
iiber, wo A und B ganze Functionen von a bedeuten, dieser Ausdruck dann 
durch. die Gleichung 


Ye—10%, = 29 
welche (b) daselbst entspricht, in die Form 
(a* —1)—3”[AQ™ + BQC+], 

Setzt man fir Q@ und Q@+) ihren Ausdruck (20, ¢) aus I. 141, so erhilt 
man fiir 0” schliesslich den Ausdruck 


@—1y| 4 + Blog Sak 
x—i 


Es wire leicht, noch Bemerkungen itiber den Grad, den die ganzen Functionen 
A und B besitzen, hinzuzufiigen. 

Man hatte dasselbe, von I, 210 ausgehend, zeigen kénnen. Nach dieser 
Gleichung ist 


y—n 


(n-+1) 
on +4 Q; a 


® — @—1)P'D” (2); 
die letzte Function aber, nach I. 153, bis auf eine Constante der y* Differential- 
quotient nach x von Q™(a), das sich nach I. 141 von 
r+ 
xe—l 
nur um eine ganze Function 2 —1*™ Grades unterscheidet. Der y** Differential- 
quotient des letzten Ausdrucks wird aber gleich dem Quotienten, dessen Zahler 
von der Form 


£P™ (@)log 


role ara ea 


a—i 


dessen Nenner (x*-—1)” ist. Man hat durch diese Betrachtung das friihere 
Resultat wiedergefunden. 

Schliesslich muss man, um dasselbe unseren Untersuchungen tiber das 
Potential anzupassen, 2 durch r ersetzen. 


Dieses Resultat ist unabhingig von der Art wie s in die Dichtig- 
keit eingeht. Im allgemeinen werden die Constanten p, , g, q, weil 
a und a die Grésse s in der mannigfaltigsten Art enthalten kénnen, 
transcendente Functionen der Axen r, und 1, sein; sie vereinfachen 
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sich aber, z. B. in dem speciellen Falle, dass k eine ganze 
Function der rechtwinkligen Coordinaten a, b, c ist. Fir 
diesen Fall kann man nimlich die Integrale p, p, q, q ausfiihren, 
und es kommen in dem Potentiale V, nur ganze Potenzen von 1, 
und r, vor, und zwar ist in Bezug auf diese Constanten V, von der 
Form f(v,)—f(,), wenn f eine ganze Function bezeichnet. Da- 
vegen hat V, in Bezug auf r, und r, die Form f(r,)—/f(t,), wenn 
fQ@,) die Form hat 
g(t.) + h(t, ) log (rt, +1)+1G, log (x, —1), 

und g, h, l rationale Functionen von r, bezeichnen. Es hangen also 
V., und V, wesentlich in derselben Art von r ab, wie resp. V, und 
V, von r, und von f,. 

Um dies nachzuweisen, geht man davon aus, dass k, als ganze 
Function yon a, b, c ein Aggregat aus Constanten und Gliedern 
a’ b“c* ist; ein solches Glied in s, 7, w umgesetzt giebt 

s4cos!n(y's’—1)“** sin“+* 7 cos” wsint w. 

Verwandelt man das Produkt der Potenz von cosw und von sinw 
in eine Reihe, die nach Cosinus oder Sinus der Vielfachen von w 
geordnet ist, je nachdem zt eine gerade oder ungerade Zahl be- 
zeichnet, so enthalt diese Reihe nur solche Vielfache von w, welche 
mit w+ zugleich gerade oder zugleich ungerade sind. Dies gilt 
auch fiir das Produkt von & und (s*—ecos’y); daher enthalten die 
Glieder a” und a’, welche (S. 108) in den Kugelfunctionen K mit 
cosyw und sinvw multiplicirt sind, ausser ganzen Potenzen von s 
nur noch mit » zugleich gerade oder mit » zugleich ungerade ganze 
Potenzen von ys?—1 deren Exponent wenigstens y ist. Setzt man 
fiir P® und Q%” ihre Ausdriicke als Produkte von Vs*—1 mal dem 
vo Differentialquotienten nach s, von P™ oder Q™ (abgesehen von 
einer Constanten) in die Integrale der Formeln (9) ein, so werden 
p und » Integrale einer ganzen Function von s nach s, und q nebst 
q von einem Ausdruck der Form 

g + hlog(s-+1)-+ Hog (s —1), 
wo g,h, 1 ganze Functionen von s bezeichnen. Die Integrale nach s 
von v, bis ry, haben also die angegebene Form. 

Nimmt man die Dichtigkeit constant und setzt k= 1, so 
findet man fiir das Potential eines vollen Ellipsoides 


Ve = Sr’ —D th? [0 (r) — P(e08 0)Q?(r)]. 
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Setzt man fiir die P und Q ihre Werthe ein, so erhilt man 
demnach, je nachdem es verlangert oder abgeplattet ist, die erste 
oder die zweite von den folgenden Formen 


y= 101 ah{3 cos*O—1)r+4[1+c0s’?6—(Beos’6-1)r’]log zt 


Vi=x(0' +1) mh? {1-3 cos’ 6) 0 +[1+c0s’0+(3co0s’0—-1)e”]arccotgo}, 
Durch Subtraction findet man hieraus sofort (§ 20) das Potential 
fiir eine durch zwei beliebige Rotationsellipsoide begrenzte 
homogene Schale im Punkte O,. Der Kiirze halber setze ich nicht 
den Werth von V, fiir eine Schale hierher, sondern den von Vi 
fiir das volle Ellipsoid; man findet ihn nach § 18, No.3 dureh 
Addition des Potentials V, fiir ein volles durch 0, hindurchgehendes, 
dem gegebenen confocales Ellipsoid und des Potentials der iibrig 
bleibenden Schale in demselben anziehenden Punkte. Man findet 
im Falle des verlingerten resp. abgeplatteten Ellipsoides im Punkte 
Ou. =(r, 8, y) resp. (@, 8, w) 

VY, = wh’ a[sin’? 6 + r’?Becos’d—1)] 

+ $r(v*—1)ah’ [1+ cos’6 —r’cos’ 0 —1)] log ci — 2r*h* cos’ 6, 
V, = 1°h’a[sin’ 0 — e*Bcos’ 6 —1)] 
+r(7’?+1)h’a[1-+4- cos’6-+ 0’Bcos’é —1)]arecotgr — 20°h’ cos’ 0. 
Hieraus ergeben sich sofort die bekannten Satze tiber die An- 
ziehung, z. B. von Schalen die durch ahnliche Ellipsoide begrenzt 


werden. Setzt man > fiir r und dann h = 0, so entsteht wieder 


die bekannte Formel fiir das Potential der Kugel. 

§ 36. Wenn nicht mehr die Dichtigkeit der Masse in der Schale, 
sondern das Potential selbst auf den begrenzenden Ellipsoiden ge- 
geben ist, so kann man es in dem leeren Raume finden. (Cf. § 21.) 

1) Die Masse mége nach aussen (dem unendlichen Raume) zu 
durch ein Rotationsellipsoid r =r begrenzt sein; der auf demselben 
segebene Werth des Potentials sei f(0, wy). Man entwickelt diese 
Function in eine Reihe von Kugelfunctionen, indem man setzt 


(a)... (Oy) = 2 yo. 


aus (9) erhalt man als Werth von V eine Reihe von Kugelfunctionen, 
deren n‘® Glied fiir r = 1, 


> (p cosyw + pi? sin yw) Pp” (cos 0) Qo” es 


Heine, Anwendungen der Kugelfunctionen. 2. Aufl. 
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mit Y tibereinstimmen muss. Bringt man das Letztere nach I. 327 
u. 328, (c) u. (f) in die Form 


CS) Seah Sg cosryp + 9%” sin x) PS” (cos 6), 
wo die Constanten g und g bekannt, namlich durch die Gleichungen 


€ TU 21 : 
(ojren! gf? =(—1y7a EE af ifs £0, wc” (6, w)sind60dy, 
0 0 


go? = ryra 222 P50, 8M, wsin960 dy 
0 0 
pesca sind} so wird daher Me 
17 (0) (n) (n) yr) 
PAC: cosry + gy’ sinvy) P,”(cos 0) 0) 

2) Ist aber f(0, w) der Werth des Potentials der Schale fiir 
die Punkte der inneren Begrenzung — sie sei durch die Gleichung 
r=r bestimmt — so giebt (9; a) vermittelst desselben Verfahrens 
Pr) 

a) 

Man zieht ae ahnlich wie im § 35, den Schluss, dass das Po- 
tential V, eine ganze Function der rechtwinkligen Coordinaten von 
O bleibt, wenn es eine solche an der Oberfliche ist. 

3) Man kann auch das Potential in einem leeren Raume be- 
trachten, der durch zwei Ellipsoide r =r, und rr, aus einer 
Masse herausgeschnitten wird. Die Lésung setzt sich aus den 
beiden vorhergehenden, No.1 u. 2, durch dasselbe Verfahren zu- 
sammen, welches § 21 No. 3, bei der Untersuchung iiber das Po- 
tential der Kugel, angewandt wurde. 

Ist der fiir rr, und r=r, gegebene Werth des Potentials 
resp. f,(8, wy) und f,(0, w), so entwickele man f, und f, nach Kugel- 
functionen in die Reihen 


KO w= FY9, LOw= SY, 


und stelle Y“ durch die Wel (6), Y™ durch dieselbe mit den 
Constanten 6 und § statt g und g dar. Wie g und g nach (c) aus 
f, so werden sie jetzt aus f,, und 6 und b aus f, gefunden. Im leeren 
Raume w zwischen den Flachen r =r, und r=r, hat man dann 


el = 'P (eos 0) (po cos yw + pf? sin vp) P(r) 
+ (gf cosy + go sin ry) Q® (r)}. 


SS S'(g! cosrp + gs” sino) PS (cos 6) 
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Dieser Ausdruck soll fiir r =r, resp. =r, in f, resp. f, tiber- 


gehen. Dadureh sind die vier Gruppen von Constanten ends a 
bestimmt: man findet sie aus den Gleichungen 


(m) pp” ir) a gs 0% (n) (r, )= — 9°”, 
per Pr, y+ gO Oe )= ital b”), 
YP G4. 0, (0,405 
yp?) (t, yas ae OF Gs, j= 6”, 


Die ziemlich weitlaufige nach der Elimination entstehende Formel 
tibergehe ich hier, da man sofort ihren Charakter erkennt und sie 
nur geringes Interesse darbietet. 

§ 37. Die Hauptaufgabe in der Theorie des Potentials 2! 
des § 22, welche im § 23 fiir die Kugel gelést wurde, findet hier, 
mit Hiilfe der Ausdriicke des § 36 ihre Lésung fiir das Rotations- 
ellipsoid. 

Wir haben also die Function v aufzusuchen, welche 
fiir Punkte O auf der Grenzflache sich in f(0, w) verwan- 
delt und im ganzen iibrigen Raum den Bedingungen eines 
Flachenpotentials geniigt. Eine solche, also die gesuchte 
Function vy, ist offenbar die obenstehende V, so lange wie r> r bleibt, 
und ist V, fir r<r. 

Wir iibergehen hier die Aufgabe, welche auf den 3. Fall des 
§ 36 fihrt, v so zu bestimmen, dass diese Function sich fiir r = r, 
und r=v, in gegebene Functionen verwandelt. 

Die Dichtigkeit « der Masse, mit welcher man die Flache 
r =v zu belegen hat, damit v als ihr Flachenpotential angesehen 
werden kann, findet man (§ 22, S. 70) mit Hiilfe der Differentiation 
des Werthes von v= V, in einem Punkte der Oberflichen nach 
der dusseren (On) und von v=V, nach der inneren Normalen 
(On, = — On), und zwar ist (S. 106) 


Dn hora eek 0 Sie 
ar a | 
Ferner folgt aus I, (36) nach der Methode I. 137 
= 00s (7 7 ue. r Qn +1 
p(n) 2 ) 2 ies Or). a aes 


so dass man zur Bt lai der ny at x die Gleichung erhalt 
gk 
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Arh Vr? —1 yr?— cos’ 0.x 
cosy + go” sin rw) PX” (cos) ; 
Py) 09") 

Dieses Resultat giebt dieselbe Beziehung, welche man in der Anm. 1 
u § 34 findet. S. u. 

Beispiel. Man findet fir f(6,y)=1, Y°=1 und daraus 
ee 2nhyv? yeu —cos’d. log > a . 
resp. wenn r und h imaginér sind 


= Inh yr? +1 Vx? + cos?6. arccotgr. 


In der ersten Anmerkung zu § 34 wurde gezeigt, wie man den Aus- 
druck des Potentials v findet, wenn x bekannt ist. Hat man die 
Dichtigkeit x in Punkten (@, w) in eine Reihe von Kugelfunctionen 
entwickelt 


in = S50” cosrp + al” sin vy) PS” (cos6), 


n=0 
so erhilt man fiir den inneren Raum 
= Anh yr? —1 Vr? —cos’0 


> A cosrp + al” sin rp) PY? (r) 0°” (r) P® (cos 0), 


— Sent sO 
n—=0 


va} 


2 +1 ea 


wenn Mr < Mr; man hat aber fiir den ausseren Raum, wenn Mr > Mr 
ist, unter dem Summenzeichen r mit r zu vertauschen. 

Die Lésung dieser Aufgabe verbinden wir mit der des § 34, 
und suchen, &hnlich wie es im § 24 geschah, die Dichtigkeit x 
der idealen Belegung der Grenzflache mit Masse auf, 
welche fiir den leeren Raum dasselbe Potential giebt, wie 
die wirkliche Massenvertheilung im Innern k[a, b,c]. Dazu 
machen wir in (9) und (9, a) die Verinderliche r gleich r resp. gleich 
r, und r,; der entstehende Ausdruck ist gleich f(0,w) zu setzen, 
und die Formel dieses Paragraphen fiir x giebt die gesuchte Dichtig- 
keit der idealen Belegung. Diese wird demnach durch die Glei- 
chung ausgedriickt 


"YX 7 27 
xVr?—1 yr?— cos? 6 = af asf (s*—cos'n)siny On Ak(s,7, 0), 
1% 0 


wenn man fiir den Fall, dass das Potential in dem Raume r > 1, 
durch die Flachenbelegung auf r =r, erzeugt werden soll, setzt 
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2 1 n ne n PR $ 
An st oe vats ya DA © p (eon) P (cosd) rane cosr(w—w), 
n=O y i 
aber wenn man das Potential in dem Raume r<r, durch die 
Flachenbelegung von r =v, erzeugen soll 


A= sits S170” P“ (cos) PS” (cos 0) $52 cosy (w—w). 

Den dritten Fall, in welchem die beiden Flachen r =r, und 
r=r, so mit Masse belegt werden sollen, dass sie im ‘usseren 
und inneren Raume (a, 4, aber nicht w) dieselbe Wirkung hervor- 
bringen wie die gegebene Masse von der Dichtigkeit k in der Schale, 
iibergehe ich, indem seine Behandlung keine neue Schwierigkeit 
darbietet und die Formeln ziemlich complicirt werden. 

Beispiel. Man findet im d4usseren Raume dasselbe Potential, 
welches ein volles homogenes Rotationsellipsoid mit einer Masse 
von der Dichtigkeit k = 1 hervorbringt, wenn man die Masse iiber 
seine Oberfliche so vertheilt, dass die Dichtigkeit im Punkte (1, 0, w) 
derselben (die selbstverstindlich unabhangig von w ist) wird 

he yx? —1 yr? — cos? 
ce et 

§ 38. Wir suchen jetzt die Function v des § 37 durch eine 
zweite Methode auf, nimlich durch die Methode, iiber deren Be- 
deutung im § 26 gehandelt wurde, vermittelst deren in der That 
fiir die Aufgabe iiber das Rotationsellipsoid die Lésung zuerst in der 
einfachen oben angegebenen Form gefunden wurde *). Wir werden 
also v durch Integration der Gleichung 4v = 0 ermitteln, und suchen 
das Integral v auf, welches mit seinen ersten Differentialquotienten 
iiberall, resp. bis an eine Fliche r =r, den oft erwahnten Bedin- 
gungen der Stetigkeit gentigt und sich fiir rr in die gegebene 
Function (0, w) verwandelt. Endlich behandeln wir den Fall, dass 
auch v auf einer zweiten Fliche r =r, gegeben wird. 

Zuniichst fiihrt man in die Gleichung /v =O statt der recht- 
winkligen Coordinaten x, y, 2 die neuen r, 0, w des § 32 ein. Sie 
geht dann itiber in 


0 za 5 (r?—cos’0) O*v 
—I1 =) (sino a3) == ie 
Seach on + 8 60 8? ag) * G—Dsin?0 Oy 
ey Crelle, Journal f. Math. Bd, 26, S. 185—216: Ueber einige Aufgaben, 
welche auf partielle Differentialgleichungen fiihren. 
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Diese Umformung gestaltet sich ziemlich einfach nach der dritten Methode 
des § 71 in I. 307 u.f. Der Ausdruck fiir das Quadrat des Linienelements 
in den Coordinaten fiir das Rotationsellipsoid, der schon am Anfange des § 34 


gegeben ist (dort Oa’-+-0b?+-Ca oder On?+ 007+ Op’), 
Ox’ +-0y?+ 0n7= pS Or? +(r? —eos*B)A0*-+(9*—A)sin9 ay", 


verglichen mit der an jener Stelle (1. 308) gegebenen Form 


ax? + Oy? + Oz” = B01 + Mou" + Nav’, 


=—GOsis es 


giebt 
Oke hor, Ou == hoo, ov = how, 
i Ae 
= ae MN? = (r?—cos’O), MN? = (r?—1)sin’G; 


das Einsetzen in die dort (irrthiimlich statt mit (4)) mit (g) bezeichnete Dif- 
ferentialgleichung liefert sofort die oben angegebene Form (10). 


Wir haben von (10) eine mit ihren ersten Differentialquotienten 
continuirliche Lésung 1) fiir r>r und 2) fiir r< yr aufzusuchen. 
Die erste bezieht sich auf v,, die zweite auf v,. 

Dazu entwickele man v im ersten und ebenso im zweiten 
Raume nach Kugelfunctionen in Bezug auf 6 und yw. Die Ent- 
wickelung sei 

v= SZ, 
n=0 
Dieser Ausdruck wird in (10) eingesetzt; reducirt man dann ver- 
mittelst der Differentialgleichung I. 309, (51) der Kugelfunctionen, 
so entsteht 
oo fa) 5 eVAQ) o?Z™ 

ys ERD AG) a= 
(ene 1a ((r?—1) - )+ aa “5 Sgt Mn+ ZO = 0. 
Das n° Glied dieser unendlichen, unter dem Summenzeichen stehen- 
den Reihe ist wiederum eine Kugelfunction nach 6 und yw. Denn 
eine Kugelfunction Z™ ist von der Form 


OPP. S'(u, cosrp + u, sinry) P” (cos), 
wenn w und u Constante nach w und @, hier also Functionen nur 
von r bedeuten. Dieselbe Form behilt Z™ nach Differentiation in 
Bezug auf yw oder r, von denen die erstere nur die Cosinus und 
Sinus der Vielfachen von w, die zweite nur die Constanten w und 
u beriihrt. Da die Kugelfunctionen auch nach Multiplication mit 
Constanten diesen Character behalten, auch die Summe von Kugel- 
functionen eine Kugelfunction bleibt, so ist die obige Behauptung 
gerechtfertigt: Wird die Summe von Kugelfunctionen verschiedenen 
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Grades Null, so muss jedes Glied von einem bestimmten Grade fiir 
sich Null sein. Daher erhalt man eine Gleichung fiir jedes Glied 
Z selbst, wenn man das Summenzeichen in (a) fortlasst. 

In die dadurch entstehende partielle Differentialgleichung zwi- 
schen Z™, r und w setzt man den Werth von Z™ aus (6) ein. 
Dadureh zeigt sich sofort, dass die Summe zweier Ausdriicke Null 
Sei, nimlich des Ausdrucks 


>’ P (cos 0) cosew J) a (@? 1) ay [u(nr1)or*1) +9"), 


vermehrt um einen Ausdruck, welcher aus diesem durch Ver- 
tauschung von cosyy mit sinvy und gleichzeitig von w mit u ent- 
steht. Diese in Bezug auf w trigonometrische Reihe kann nur Null 
sein, wenn jedes Glied fiir sich Null ist. Daher muss sowohl u, 
als u,, fiir y gesetzt, der Differentialgleichung geniigen 


CET (Gee = eG i) eel. 


Dies ist aber die Gleich. I, (36); ihre Lésungen sind die Zugeord- 


neten PS (r) und Q%(r), so dass sowohl w als 1 nur lineare Ver- 
bindungen dieser Zugeordneten werden kénnen. Bezeichnen p, q, 
), q numerische Constanten, die auch von m und » abhangen 
k6énnen, so hat man also 

ty = Py PP) +9, OV"), 

My = Py PPO) + gy OC), 
und man findet fiir Z den Ausdruck 


(6)... ZO = S'(pM cosy +p? sin oy) PL? (os) P(r) 
+5! (q)? cos vp + qu? sin np) Py” (cos 0)05” (r). 


Wir haben nun zu unterscheiden, ob v fiir den Raum r>r 
oder fiir r <r dargestellt werden soll. 

1) Man sucht v im Raumer>r. Davy, also auch jede von 
den Functionen Z fiir sich, im Unendlichen verschwinden soll, 
wihrend doch P(r) fiir r = oo nicht Null wird, so miissen die Con- 
stanten p und p gleich Null gesetzt werden. Man hat also fiir Z 
die Form 

Z = (q% cosmp + q sin mp) P (cos 0)Oy” (7), 


d. i. dieselbe Form, welche im § 36, 1. Fall, zu Grunde gelegt 
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wurde. Indem man von hier an genau dem dort angegebenen 
Verfahren folgt, erhalt man fiir v den dortigen Ausdruck Vz. 

2) Man sucht vim Raumer<vr. In diesem Falle hat man 
q und q gleich Null zu setzen, so dass Z die Form hat 


Z”) = E'(p cos ry +p sin np) Pecos 0) PY’(r). 
Ist das Verschwinden von q und q einmal nachgewiesen, was unten, 
in diesem Paragraphen, geschieht, so ergiebt sich v unmittelbar, 
und zwar als der Werth V, im § 36, 2. Fall. 

Stellen wir die gewonnenen Resultate zusammen, so 
erhalten wir: Die Function v, welche der Gleich. dv =0, 
ferner den bekannten Bedingungen der Endlichkeit und 
Stetigkeit geniigt, und fiir r=r in f(6,w) tibergeht, lasst 
sich in eine Reihe von Kugelfunctionen v = > Z” ent- 

n=0 
wickeln, wo 
elt) (n) (n) 0"r) 

Z™ = 3'(g," cosyp + g,’ sinvy) P,’ (cos 0) OC” (r >), 
Py(r) 
Py 
wenn g und g die bei der Entwickelung der gegebenen 
Function f(0,w) nach Kugelfunctionen auftretenden Con- 
stanten bezeichnen. Es sei daran erinnert, dass diese Constanten 
durch die Gleichung gefunden werden 


gS cosyp + gf” sinyw 
™ 270 
(ly aoe P (cosn)sinn dn f(y, @) cosy(w— w) de. 
0 0 


Bei der hier gelésten Aufgabe war das Potential v auf einer 
einzigen Flache vorgeschrieben; ist aber nicht nur als Werth 
des Potentials v fiir r=, die Function f,(0, w), sondern auch fiir 
r=, eine zweite f,(0, w) vorgeschrieben, so zeigt § 36, 3. Fall so- 
fort, welchen Werth v ausserhalb der beiden Flachen besitzt. Im 
Raume r > vr wird er durch den ersten der beiden oben stehenden 
Ausdriicke gegeben; im Raume r<r, durch den zweiten (wenn 
man rt mit r, resp. v,, f mit f, resp. f, vertauscht). Im Raume 
r,<r<r, endlich hat man fiir v den Werth von V,, welcher 
sich auf den 3. Fall des § 36 bezieht, zu nehmen. Wie man 
in dem vorliegenden Falle, durch Differentiation von V., V, und V, 


Zn) — Sg cosy + 9%” sin yp) PS” (cos 0) (r <0), 
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a 


nach der Normalen, auf je einer der beiden Flichen r= vr, und 
r=r,, die Massenbelegung derselben findet, deren Potential eine 
solche Function v giebt, ersieht man aus § 23. Man vergl. § 37. 

Noch bleibt nachzuweisen, dass im Falle 2) dieses Paragraphen 
die Constanten q und q gleich Null zu setzen sind. Im Falle eines 
verlangerten Ellipsoides ist der Nachweis unmittelbar aus dem Aus- 
druck von Z selbst zu fiithren, da man in diesem Falle r= 1 
setzen darf. In den Punkten r=1, d.i. der Rotationsaxe, muss 
v und Z noch endlich bleiben, was nicht der Fall sein kénnte, 
wenn die Functionen Q{(r), welche fiir r =1 unendlich werden, 
nicht aus dem Ausdruck (ce) herausfallen, d.i. wenn die qg und q in 
demselben nicht gleich Null gesetzt werden. Bei einem abgeplatteten 
Ellipsoid erhalt aber r nie den Werth 1, sondern nimmt nur die 
rein imagindren Werthe von 0 bis ér ein. 

Das Verschwinden der erwi&hnten Constanten folgt aber in 
diesem Falle aus der Bedingung, dass die Differentialquotienten 
von v nach jeder Richtung (hier geniigen die zwei Richtungen Ox 
und do), fiir alle Werthe, die r und 6 annimmt, endlich bleiben 
sollen. Wiirden die Constanten g und q in (c) nicht Null sein, so 


wiirden in RAE und rea resp. die Glieder vorkommen 


On Go 
(n) Ew. oe @).. OP(cos6) 1 

P;’ (cos@)- O7ar) 0 Wee 
wo v die Werthe von o bis » und » von o bis co annimmt. Ist 
erstens n—v gerade, so wird der erste Ausdruck in Punkten 
r=0O, 06=4m unendlich. Denn in diesem Falle enthalt P (cos 0) 
ein von cosO@ unabhangiges, Glied wird also, durch cos@ dividirt, 
fiir 0 = 42 unendlich, wahrend 60”: dr fiir r =O von Null ver- 
schieden bleibt. Denn fiir die Q gilt eine dhnliche Gleichung wie 
die I. 259 fiir die P abgeleitete (Z. 15 v.0., in der man aber auf 
der linken Seite 2.j/2?—1 statt 7a?—1 setzen muss), ndmlich 


(”) 7 
GPO = pr 4NOi@)+ (m7 HOP). 


Die rechte Seite ae fir «=O nicht Null, da man hat (m—» ist 
gerade!) 


— cos ae 


ot 


n +1 a 1.3.. Cle) 
ONO) = (Pn. a+ )s7- (m+7).2.4...(n =v) 
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Ist zweitens n—yv ungerade, so setze man in den oben ange- 
gebenen Gliedern von Ov: do fiir r und 0 resp. o und $7. Der 
Differentialquotient von P%(cos0) nach @ verschwindet nicht. 
Denn nach J. 259 erhalt man fiir 0 = $7 
OP*” (cosé ; 

ee ) = (w+) P60) + a—») P(0) 


und nach I. 207, da »—v—1 gerade ist, 


1.3...(n-+-v).1.3...(n —v—2) 

ie au) 
Folglich ist der Differentialquotient gleich 
1.3...a+y7).1.3...—yY) 

5...(2n —1) : 
und wird mit Q$?(r) multiplicirt und durch cos dividirt fiir r= 0, 
0 = 4x, unendlich. 

Um die Convergenz der Reihe der Z, in welche v -auf 

S. 120 entwickelt wurde, nachweisen zu kénnen, beachte man 
erstens den einen Factor des »'* Gliedes, das Aggregat 


(gh cosy + gy” sin vw) Py(cos 0). 


Dieses besteht aus zwei ahnlich gebildeten Theilen; der eine ist 


23 Le 276 
a =f any) an f f(, @) P™ (cosy) cosy dw 
0 0 


—% 


Pp” HCO) == ay gn 


Dyn 


und bleibt kleiner als das Produkt von 2n-+1 mit dem gréssten 
Werthe von f(O,w) auf der Fliche r=r. Dasselbe gilt vom 
zweiten Theile des Aggregates. 

Der ungefahre Werth des zweiten Factors, welcher das eine 
Mal der Quotient zweier Kugelfunctionen erster Art, das andere 
Mal von solchen zweiter Art ist, lasst sich gleichfalls in einfacher 
Art angeben, wie wir hier zeigen. Setzt man die Werthe, welche 
man hier findet, ein, so ist sofort klar, dass die eine Reihe con- 
vergirt, wenn r <r, die andere, wenn r>v. 

Um den ungefihren Werth von P(r): P(r) zu finden, geht man 
nunmehr von I. 258 (a) aus. Man findet daselbst 

(n+ v—1)P@.(r) = eat wa P(r) + (n= v +1) P(r). 

Wir nehmen, des bequemeren Re halber, an, dass r und r 
reell, also grésser als 1 seien, und fiihren fiir den Quotienten zweier 
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Funectionen P die Buchstaben gq und q ein, indem wir setzen 
PaO) = GPO), Pat) = PPC). 
Aus der vorstehenden Recursionsformel folgt die Gleichung 


(eg 2(v—1)r v te Yale) 


yr?—1 Vy 
und hieraus ergeben sich die beiden Recursionsformeln 
r?—1 1 
eg) Ee pie ae 
Vr?—1 ric - 
r 2(v—A)r? (n—-v-+-1) 
n+ vy —1) ————_-_ q,_4 = Le SSS 
a ) Vr 25% (r= 1) Vea 
Sp 
r 
Man hat nun zunichst 
_ r 
aca 
also 
yr?—1 jr=1 r r 
See tee a [eee a —————— ice a ne 
r qY cath jr Y es i 


Hieraus folgen, mit Hiilfe der beiden Relationen zwischen g, und 
Q—1, zunachst fiir v = n—1 die Ungleichheiten 
pitied a ¥e—1 r r 
Ad ee LED =o Vv =e =e v 
EGS te anne Fee 
/ 
dann aber, durch wiederholte Anwendung der beiden Recursions- 
formeln, dieselben Ungleichheiten fiir jedes ». Aus denselben ergiebt 
sich unmittelbar 
r ioe ep TC) pa aw, a ees ae 
Tobe P(r) PY) Ce ee es Ca) 


Beriicksichtigt man, dass P(r) = (r?—1)"", so wird daher 


ae es: 

a Xn ar (n) n— a 

ol] as arctan pee 
ro) 


Um schliesslich die Convergenz der Reihe zeigen zu kénnen, 
deren allgemeines Glied Z™ ist, multiplicirt man das eben ge- 


124 Potential. § Bo 10. 


wonnene Resultat mit demjenigen, welches sich oben fiir jedes Glied 
(g.” cos yw +) sin vy) PS? (cos 0) 

ergeben hatte. Nach demselben ist das »° von den n+1 Gliedern 

von Z™, die v, angehéren, kleiner als (Q2x-+-1), multiplicirt mit dem 

doppelten gréssten Werthe von f(@,w) und ausserdem mit dem Ver- 

hiltnisse PS? (r): P(r), d. h. Z ist kleiner als 


PNY of pt NY 
2u(2n+1)(—) (S ie 
wenn w jenen gréssten Werth von f bezeichnet. Fir »=0 hat. 


man aber die Halfte zu nehmen. Daher ist 
= : r\ rVe—i-ryr—l | 
Z <u.Qn+1)(~) Sa ee 
Hieraus folgt, dass die Reihe der Z™ convergirt. 

Aehnliche Resultate erhailt man fiir die Z welche vz. angehdren 
und fiir den Fall eines imaginaren r. 

§ 39. Die Methode des vorigen Paragraphen ist auch insofern 
von Wichtigkeit, als sich durch dieselbe die grundlegende Entwicke- 
lung (7) von T in eine Reihe gleichfalls auffinden lisst. Man konnte 
daher den umgekehrten Weg einschlagen, nimlich mit der Lésung 
der Aufgabe des § 38 beginnen, und mit dem Aufsuchen von T 
schliessen. 

Man nehme, um (7) nochmals, nimlich im Sinne dieser Methode, 
zu beweisen, wiederum an, es sei s <r und r>r. Die Function T 
gentigt nicht nur der partiellen Differentialgleichung (10) sondern 
auch der, welche aus ihr durch Vertauschung von r mit s, oder 
von w mit w oder mit w—w, oder endlich von @ mit 7 entsteht. 
Entwickelt man T in eine Reihe von Kugelfunctionen Z™ in Bezug 
auf 6 und w, so ist zunichst aus § 38,c klar, dass das »* Glied 
in Z™ die Form haben muss 


[g, cosy (p— w)-+ gy sin» (wy — w)] PS (cos 0) P\” (cosy) Po? (s)Q% (r), 
wo g und g numerische Constante sind. Die letztere ist aber Null, 
da T seinen Werth nicht dndert, wenn man w—o mit w—w ver- 
tauscht. Es bleibt nur noch iibrig g zu bestimmen. Dazu setzt 
man dr und ds fiir r und s, wenn 0 einen beliebigen Factor be- 
zeichnet. Alsdann wird 

T= 5 "dg, P™ (cos 0) P(cosn) P\ (ds) Q6” (dr) cos v(p — 0). 


n=0 v=0 


~ § 40, 10. Rotationsellipsoid. 125 
Liasst man d in’s Unendliche wachsen, so wird die linke Seite 
soe 
rae — 2rscosy + s*)—3, 


wihrend auf der rechten dP“ (ds)Q%” (dr) sich in s”:r"+1 verwandelt. 
Es muss daher g so bestimmt werden, dass man hat 


P (cosy) = hg, Peo 6) P\ (cos) cos vp —w). 
yv=0 


Dies giebt nach I. (62) fiir g, in Uebereinstimmung mit (7), die 
Gleichung 
hg, = (—1)"a,”. 

§ 40. Wir suchen nun die Green’sche Function fiir das 
Rotationsellipsoid auf (M. vergl. § 30, vorzugsweise den Schluss 
jenes Paragraphen). 

Der Pol (s, 7, w) liege erstens im 4usseren Raume, so 
dass s>r ist. Man sucht also die Function G(a, 7) von den 
Coordinaten r, 0, w des Punktes O., wo r>r ist (da sich O, mit 
dem Pole in demselben Theile des Raumes befinden soll), die sich 
in die Reciproke der Entfernung des Punktes 0, vom festen Pole 
(s, 7, a) verwandelt, wenn O, auf die Begrenzung riickt (r = r). 

Diese Function G muss, da sie ein Flichenpotential in dem 
Raume ist, in welchem r>r bleibt, (§ 38, 1) die Form haben 

G(a, x) = =3 = (qi cosy + qf? sin vp) P? (cos 0) 09? (r). 
Sie muss sich fiir r =r in T(a, 2) verwandeln; diese Function giebt 
aber nach (7), da hier s grésser als r bleibt, eine Reihe, deren 
nes Glied ist 


es . =" —1)"a% P (cos 0) PS (cos) P®” (r) Q%” (s) cosr (yp — w). 


Die Vergleichung dieser Reihe mit der obigen fiir G(a, x), wenn 
man in letzterer r =r macht, liefert die Werthe der Constanten 
q und q. Setzt man diese in G(a, x) ein, so findet man als fertigen 
Ausdruck der Green’schen Funetion, fiir den Pol (s,, @), 
im Punkte (r,6,y~), wo r>vr und s >t ist, 


G(a, «) = — , SS(-1ya. P(cos 0)P(eosn) PO CS)or) Jeoso(y —w), 


wenn den Buchstaben a, P, Q die oberen Indices m, die unteren » 
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gegeben werden. Dieselbe Abkiirzung wenden wir auch im Fol- 
genden an, wenn ein Missverstindniss unmdglich ist. 

Will man die in (6) auftretende Dichtigkeit x, aufsuchen, 
so hat man den Ausdruck 7—G nach der dusseren Normalen (S. 106) 

On = hOr(r’ — cos’0)3(r* —1)-? 

zu differentiiren, und dann r=r zu setzen (§ 29). Dieser Diffe- 
rentialquotient reducirt sich wesentlich, indem sich das zweite, aus 
G entstehende Glied gegen einen Theil des ersten, aus T hervor- 
gehenden, forthebt. Das in G vorkommende Glied P(1)Q(r) giebt 
nimlich, wenn die Differentiation nach r ausgefiihrt ist, fiir r =r, 
nach S. 115, 
= 


PW)O'™) = +O(t)P'@). 


Dadureh zerfallt das ganze erste oan in zwei Theile; der, 
welcher aus dem obigen Gliede mit positivem Vorzeichen entsteht, 
hebt sich gegen —OT: On, und man findet als Resultat 


ty. tv? —1 tr? — cos’0 
2n4+-1 2, dj j Q(s) 

= 255 aR s( 1)" aP(cos 8) P(cosn) O(t) COsy(w— w). 

Nach (6) erhélt man hieraus sofort das Potential v im Punkte 
(s,7,@), wenn es in Punkten der Flache (1, 6, w) gegeben, gleich 
f(O, w) ist, indem man fiir das Flachenelement do das Produkt der 
Normalen (8. 106) Co.op setzt; in Uebereinstimmung mit § 36, 1, 
findet man némlich 


o 2 1 
Vo = 
n=0 Tt 


s(-1) raP(cos) yr) 5 ifs Lt, )P(cos 0) cos »(w—w) sin 000d 


als Potential im Pole (s, 7, «). 

Ist zweitens der Pol (s,7,w) ein innerer Punkt (s <1), 
so findet man aus den im ersten Falle gewonnenen Formeln die 
diesem zweiten Falle entsprechenden, wenn man die Buchstaben P 
und Q, welche sich auf r,s, r beziehen, in Q resp. P umiindert, so 
dass man z. B. erhilt 


Cosa) = BEAN aP(e0s 0) P(cosn)Q (xt) P(s) Ae cosy (w—w). 
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Auch die Function F (§ 29, S. 92) lasst sich in ahnlicher Art 
bestimmen. Ist der feste Pol (s,7,@) ein dusserer, so hat I die- 
selbe allgemeine Form wie oben G@. Man ermittelt in derselben 
die Coefficienten q und q durch die Bedingung, dass der Differential- 
quotient von T—I nach r fiir r =r Null sein soll. Dadurch er- 
halt man zunachst 


y Lid 
hI (a, x) = S3(—1)” aP(cos) P(cosy)Q(r)Q(s) or cos —) 
und wenn man reducirt 
['(a, x.) — T(a, x») 
Qnt+l)) yy Q(s) 
PR anys (i—1)h > (—1)’aP(cos 0) P(cosn) 0") cosv(w— w). 

Die Function v, deren Differentialquotient nach r an der Begren- 
mung gegeben, gleich f(@, w) ist, wird also (S. 94) im Punkte 
(s,n, w) ausgedriickt durch 


o 2n+1 
si n—=o AT 
B'AY aP(oosn on i £(0, w) P(cos 0) cosy(w—w)sin 6d0 dw. 


§ 41. Es ist bisher nicht gelungen, solche Reihen wie die des 

§ 38 fiir v, oder wie die des vorigen Paragraphen fiir @ und x, etwa 

durch bestimmte Integrale oder ihre Umkehrung zu summiren, so 

lange r allgemein bleibt. Ich habe tiber diesen Gegenstand bereits 

im § 21 gehandelt, S.58 und mehrfach auf die Analogie der hier 
vorkommenden Reihen mit der Reihe 

isina isin 3a isinda& 

sinty sin diy sin diy 


hingewiesen, welche durch 


kK 2K x 
sinam 


summirt wird, wenn K und k aus y durch die Gleichung yK = $7K' 
bestimmt werden, d.i. wo man q gleich e~*” zu setzen hat. In 
dem Grenzfalle, wenn namlich die kleinere Axe eines abgeplatteten 
Ellipsoides Null wird (r= 0), das Ellipsoid also in einen Kreis 
iibergeht, lassen sich indessen derartige Summationen ausfiihren. 
Wir beschaftigen uns hier mit einem solchen Falle, und zwar 
mit der Reduction der Formel des § 38, suchen also das Po- 
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tential eines mit Masse belegten Kreises in dem Punkte O 
ausserhalb desselben auf, wenn es in allen Punkten O der 
Kreisflache gegeben (gleich f(0, w)) ist. 

Nach der im § 32 gewiahlten Bezeichnung ist der Radius des 
Kreises ); sein Mittelpunkt ist der Anfangspunkt unseres recht- 
winkligen Coordinatensystems, seine Ebene die Ebene YZ. Um 
die Formeln ein wenig zu vereinfachen, andern wir die Langen- 
einheit, indem wir den Radius § gleich 1 setzen; der Werth, wel- 
chen wir nunmehr fiir das Potential im Punkte [a, y,] finden, ist 
daher derselbe, welchen das Potential, ehe die Einheit geandert 
war, im Punkte [ha, hy, hs] besass. Die rechtwinkligen Coordinaten 
eines Punktes O im Raume sind nunmehr 

a—ocos0, y=Vo?+1sinOcosy, »=Vo?+1sindsiny, 
die eines Punktes der Kreisfliche 

a=0, b=sinncosw, c= sinnsina. 
Da 7 simmtliche Werthe von O bis w durchlaéuft, so wird jeder 
Punkt des Kreises zweimal erhalten, einmal als Grenze von Punkten 
auf der positiven Seite des Kreises, einmal von solchen auf der 
negativen Seite; denn den Coordinaten 7 entsprechen dieselben 6 
und ¢ wie den Coordinaten 2 —7. 
Nach § 38 ist das gesuchte Potential im Punkte O 


Vv =f" sinnenf "ta, w)Sdw, 
0 “0 


wenn gesetzt wird (wie oben w—w=q@ und) 


Sp SSO} 
n=0 
Ss”) = a s"( 1)” a P(eos 0) P(cosn) mG MB bacares 


Q(0) 
Die Ausfiihrung der Summation gelingt in Folge des Umstandes, 
dass *) statt des Bruches 1:Q9?(0) die Function Q%,(0) in den 
Zahler eingefiihrt, und diese wiederum durch den Differential- 


quotienten von Q%(o) nach o ersetzt wurde. Man hat nimlich 
(M. vergl. I, (88)) 


0” (0) = 2m M(2n-+-1) 


(iy TnT1h(n +r) i(r—y) ’ 


*) Monatsbericht der K. Akademie der Wissensch. zu Berlin, 1854, S. 566. 
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woraus sich unmittelbar ergiebt 


AER Te LE 3. On OM 
OO 220) > a H(n+74+1)M(m—v) 2° 


Ferner hat man eine Gleichung, welche der Gleich. (d) in I. 259, 
die sich auf die P bezieht, entspricht: 


OOP) _ jt» 2 
On \x? 


Vx 


Qo”, (x Smee O°” (a). 


Aus ihr folgt fiir «io und o=0 
n dQ" (i 
(n+-9+1)074100) = — eee Hips Gg = 0: 
Hierdurch verwandelt sich S™ in den Differentialquotienten nach 
o fiir o =O des folgenden Ausdrucks: 


n —1)r+" 
om — > i CNR aa (n) (n) (n) (n) 
Qn +1) 7? P,"(cos 0) P,” (cosy) Q;" (#0) 0," (ia) cosy. 


Ich zeige, dass die Summation sich ausfiihren lisst und dass man 
findet (M. vergl. § 33, S. 103) 


Ss & 


n=0 
1 > du 
An" — ep QF+COSM Vol 'o?+1—[cos Ocosn+sin Asin n cos(g+iu) | 


Man hat namlich nach I. 231, (39, a), wenn y irgend einen Bogen 
zwischen 0 und w, bezeichnet, y, zwischen 0 und 7 liegt und zwar nach 
1. 169 durch die Gleichung 


Q 

cosy, = — Vert 

bestimmt wird, 

Ae: cosivudu opie IT (n +7) T(n— 

SY , [io +icos(ia—y). Vo? + 1]! Tn.1,3...(2n+-1) 

Diese Gleichung multiplicire man mit 
(cosy. |e” +1 —o)" Ox 

und integrire von 0 bis arccotgo. Dao eine nicht negative Grésse ist, welche 


weiter unten gleich Null gesetzt wird, so bleibt y unter 470, also sicher unter 
w,. Nach I. 224 ist 


are cotg o P a IIn In Qo” 
ds (cosy. Yo. +1 —o)"cosvydy = i(2i)” Qn +1)?” (to); 
0 
ran hat daher 


») 9 (ig) cos vy. 


Heine, Anwendungen der Kugelfunctionen, 2. Aufl. 9 
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ca are cotg o (cosy. yor 1 — oy" : 
Cost vuU or cos ge 
J at of [ig + icos(iw — x). Vo” +1)! x 
(n+ v) 1(a— v) . 
[1.3...(2n+4)]? 0} (ig) Q" io). 


Nach I. 339 veranees sich die linke Seite dieser Gleichung in 


(= iH “on (eo + costu. Vor+ 4 jor+1 4. 1) costvu du. 


= 2irtt. 


Indem man den Werth fiir das Produkt der beiden Functionen Q in G™ ein- 
setzt, entsteht 


em = tae A 0 (06 + cosiu. Vous Fea EL +1) 


< P”(cos PO cosy + sin Osiny cos(g + tu)) du. 
Nach I. 78 (M. vergl. auch II. 103) erhalt man sofort fiir die Summe der © 
das oben angegebene Integral. 


Dieses Integral lasst sich ausfiihren und giebt keine héhere 
Transcendente als arctang. Man findet seinen Werth I. 171 (erster 
Fall). Da aber S, d.i. der Werth seines Differentialquotienten nach 
o fiir o = 0 aufzusuchen ist, so ist es bequemer, vor der Ausfiihrung 
der Integration nach o zu differentiiren. Dadurch erhalt man 

Aes we Onut (i das 

ada 9 (cos 0 cosy + sin Osinycos(@ + iu) — cosiuy/o? +1)". 


Ueber diese Art von Integralen wurde im I. Bde ausfiihrlich 
gehandelt. Man setze die Entfernung des Punktes O mit den Coor- 
dinaten x, y, 2 von einem Punkte [0, b,c] der Kreisfliche wiederum 
gleich R, hat also 

a” + (y—b)’+ («—c)* = R’ = 0’?+ sin’n+ sin’?0 
—2Yo’+1 sinysin 0 cos(w —«w). 
Alsdann findet man aus der vorigen Gleichung fiir S zunichst 
0 " du 
An* J  (cosycos 0— cosiu. Vy R’+ cos’7 cos’ 0) 


Zunachst hat man naémlich (M. vergl. I. 169) zu setzen 
A = cosncos 8, 
B = sinnsinOcosg— Vo?+1, 
C = —sinnsinOsing. 
Dann erhilt man (S. 170) 


c. ea/e du 
E ra [a+ beos(iu—w)]’ ’ 
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wo gesetzt ist 
a=cosycos0, bcosy = B, 
b= VRi+ a, bsny = C, 
und 6 die positive Wurzel vorstellt. Um den kritischen Winkel w, zu finden 


(S. 166—167), hat man ya?— 6? ein solches Zeichen zu geben, dass diese 
imaginare Grésse negativ wird, also zu setzen 


va?—b*? = —iR. 
Dann wird yw, zwischen 0 und z so bestimmt, dass 
—a+iR ae 
SSS | OLCOS + asin 
/R+ a ( W, Wy) 


ist. Da der Modulus der linken Seite 1 wird, so hat man o = 1. 

Ks sei @ positiv. Dann wird cosy, ebenso wie cosy negaliv; w, und 
ebenso entweder yw oder —w liegen daher im zweiten Quadranten. Zugleich 
ergiebt sich fiir yy ein Werth, der absolut grésser als y, wird, indem man hat 


cosy, = -+, cosy = ae 
und B absolut tiber @ liegt. In der That hat man 
Vo > sin sin 0 cos g -+ cosncosO, 
da 9 >O und nur im Grenzfall gleich Null ist, wahrend die rechte Seite 
hochstens 4 sein kann. 
Wenn @ negativ ist, so wird cos, positiv, so dass w, im ersten 
Quadranten liegt, also jedenfalls kleiner als qw ist. Nach dem VI. Satz an der 


erwabnten Stelle (S. 167) kann man w mit 7 vertauschen, ohne den Werth des 
Integrals zu andern, und man hat in der That, wie oben angegeben wurde, 


eS ook ae 
Wo at (a — beosiu)’ 
Aus I. 163 (erster Fall) findet man, durch Differentiation nach a, 
wenn a und @ positive Gréssen bezeichnen 
® du Wy a ee oe ‘ Vf? —a* 
te (a+fecosiu)® pag (l—yas ne at ) 


7 du 2 a abet ieee mt 
t (a—Bcosiu”  B’—o Laren tee a +o) 
wo der are zwischen O und $7 zu nehmen ist, hat also fiir das 
Integral S je nachdem cos@cosy7 positiv oder negativ ist, die erste 
oder die zweite Form zu nehmen. Wir denken uns die Axe der X 
so gewihlt, dass O auf der positiven (nérdlichen) Seite des Kreises 
liegt, so dass 0< 4m ist. Ferner theilt man das Integral fiir v 
(S. 128) in eines von 7 = 0 bis 47 und eines von $7 bis 2, bringt 


das letztere durch die Substitution — 7 fiir 7 auf die Grenzen 0 
Q* 


? 


132 Potential. ; § 42, 11. 


und 4m. Dann findet man als Lésung der Aufgabe dieses 
Paragraphen 


40 270 
v= sin y cosnon se Ow 
0 0 


ay Be f *” (fm, ©) +f —9, @)] 
we Dn? J ema) R? 
cosy cos 0 > £08 608 8 
Sci al ane cotg ee) dw. 


Wiederholt wird, dass der arccotg zwischen 0 und $7 ge- 
nommen wird, der Radius des Kreises gleich 1 ist, der Punkt 
(0, n, w) = [0, b,c] dem Kreise, (@, 0, w) = (#, y, 3) dem Raume an- 
gehért in welchem 0 < $m ist, und R# die Entfernung der Punkte 
[x, y, s] und [0, 6, c] bezeichnet. 

Wir haben hier den allgemeinen Fall behandelt, in welchem 
die Grenze von v aufgesucht wird, wihrend das Ellipsoid sich 
einem Kreise nihert, und so die Belegung des Kreises als Doppel- 
belegung gedacht die auf der negativen Seite des Kreises eine 
andere als auf der positiven sein kann. Die Assimilirung der Auf- 
gabe iiber das Potential einer mit Masse von geringer Hohe be- 
legten Kreisscheibe mit einer mathematischen, fiihrt auf die Auf- 
gabe dieses Paragraphen, wenn f(#—7,w) gleich f(y, ) gesetat 
wird. In diesem Falle vereinfacht sich die obige Formel zu 


ae 37 276 
ebb per v=o f sing dnf "f(y, «) 


0 0 


ie 


cosncosé 


x (1+ SSMCOEE are tang cosy cosO \ Cw 


R R? 

Kin zweiter Fall, wenn man nimlich den Kreis auf der posi- 
tiven Seite willkiirlich mit Masse belegt, auf der negativen mit 
einer solchen von gleicher aber entgegengesetzter Dichtigkeit, fiihrt 
auf eine elektrodynamische Aufgabe — wenigstens wenn man der 
Masse auf derselben Seite des Kreises iiberall gleiche Dichtigkeit 
giebt — niimlich auf die Aufgabe iiber die Wirkung eines linearen 
Kreisstroms. Da dann /(7, 0)+/(a —7, w) Null ist, so erhalt man 


ee CoeOR Oni fie « die 00 - 
pe 579 Pa ah Case f(y, @) R? 


§ 42. In der erwihnten Abhandlung y. J. 1854 habe ich den 
Ausdruck (11) fiir v unter der Annahme, dass f von  unabhangig, 
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d. h. nur eine Function f(y) der Entfernung des Punktes [0, 8, ¢] 
vom Mittelpunkte des Kreises sei, noch weiter umgestaltet. In 
diesem Falle tritt f(m) vor das Integral nach w, und dieses lisst 
sich in ein elliptisches erster und zweiter Gattung umwandeln. 

Die nach w zu integrirende Function in (11) kann man dann 
(offenbar) durch 

1 # du 
Reeth a) ORBEA) 
ausdriicken, wenn man o = cos@cosy7 setzt. Wegen der bekannten 
Gleichungen 
A dg al 20 ae dg Te 2a 
a—beosp = Wa? — 8’ (a—beosp) — (y/a®@—b)? 


0 


wird daher, mit Beriicksichtigung des Ausdrucks 


R’ = 9’+sin’n +sin’0—2 Vo’ +1sinnsin 0 cos(py— w) 
das nach w zwischen 0 und 27% zu nehmende Integral in (11) 
27 
eo +1-— sin’7 sin’ 0 
ty 4anf (u’ + 0’ + sin’ 7 + sin’ 0) du meer! 
/ (uw? + 9” + sin? + sin’ 0)’ —4(@? +1) sin’ sin? 
Nun ist, wenn y und 0 Constante bezeichnen, 
‘ie (Qui +y+ d)du u 
(Vw+yyw+d) — d.yw+yVur+o 


1 du y du 
merase Hy Ges - 
ix FOS ( UT 
fiihrt man noch fiir w eine neue Veranderliche 4 durch die Gleichung 
wy = A, 
ein, und setzt 
y—oO 


Bh sie 


so. wird die rechte Seite 
1 1—v fog) rok I wn 
© ayy (2 ik =e 
Indem wir y und 6 die geeigneten Werthe geben, deren geometrische 
Bedeutung man sofort erkennen wird, erhalten wir das Resultat: 
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Setzt man ‘ : 
yao +(Vy +a + ype) 
= (Vo” + 1—cos(m + 9))(Ve? +1 + cosy — 9), 
d= 024+ +e—yor+e’) 
= (Ve" +1+ cos(m + 4))(Ve’ +1—cos(y — 9), 
= Vy 
= Vo’ +1-+ sinn sin 0 : 
i? = 4Vo’+1sinysind . 
(wo k? = (y—0):y fhe 1 liegt, da 0 positiv und < y), so wird 
das Potential der mit Masse belegten Kreisflache, welches sich im 
Punkte (0, 7, w) in f(y) verwandelt, 


_ 2¢ be 0’ +1 —sinysind 
ds yoked Heit + sinn sin 0 


eee aa ay) a] dy 
i’ 0 


Im 4. Bd. des Liouville’schen Journals 1839 hat Lamé fiir 
die ungleichaxigen Ellipsoide eine Aufgabe aus der Warmetheorie *) 
gelést, welche mit der im § 36 behandelten iibereinstimmt: das 
Potential v der Flaichenbelegung, wenn es an der Oberfliche ge- 
geben ist, fiir den inneren Raum zu finden. Auf diese Abhand- 
lung, aus deren reichem Inhalte bereits im I. Bd. Manches mit- 
getheilt wurde, und auf den wir im folgenden Kapitel zuriickkommen, 
liess er in demselben Bande eine zweite folgen**), in welcher er 
zeigt, wie die allgemeine Methode sich fiir den speciellen Fall des 
Rotationsellipsoides gestaltet, wie die im allgemeinen Falle auf- 
tretenden Produkte der Functionen E sich in Produkte aus trigo- 
nometrischen Gréssen mit fertig gebildeten endlichen Reihen ver- 
wandeln. Somit ist die erste Lésung dieser Aufgabe auch fiir die 
Rotationsellipsoide von Lamé geliefert. 

In meiner Inaugural- Dissertation (April 1842) ***), darauf in 
einer deutschen Umarbeitung derselben aus dem Sommer desselben 


*) Sur léquilibre des Températures dans un ellipsoide & trois axes inégaux; 
p. 126—163. 
**) Sur l’équilibre des Températures dans les corps solides homogenes de forme 
ellipsoidale concernant particulitrement les ellipsoides de révolution p. 351—385. 
***) De aequationibus nonnullis differentialibus p. 1—26. 


§ 42, 11. Rotationsellipsoid. 135 


Jahres, gedruckt im 26. Bd. des Crelle’schen Journals *) (1843) habe 
ich dieselbe Aufgabe fiir das Rotationsellipsoid nach der Methode 
des § 38 behandelt, und gezeigt, dass die vorerwihnten bei Lamé 
auftretenden endlichen Reihen nichts anderes sind als die Kugel- 


functionen P%, Dadurch war es moglich, die bei Lamé im Nenner 
vorkommenden Integrale auszufiihren und durch die ihnen gleichen 
numerischen Werthe zu ersetzen, so dass ich der Liésung der Auf- 
gabe die einfache Form geben konnte, deren man sich jetzt bedient 
und welche man oben (S. 120) findet. Zu derselben Form gelangt 
Lamé in seinem viel spater erschienenen Werk **). Liouville be- 
merkt in seiner Arbeit aus dem Jahre 1846, im 11. Bde seines 
Journals p. 217—236 u. 261—290, gleichfalls dass die betreffenden 


Functionen die P“ sind. Dieselbe Aufgabe fiir den Ausseren Raum 
habe ich in den erwahnten Arbeiten durch Einfiihrung der Kugel- 
functionen zweiter Art und ihrer Zugeordneten zuerst gelést. 

Herr F. Neumann (Kénigsberg) hat die Lésung der beiden 
Aufgaben, der Aufgabe fiir den inneren und fiir den diusseren Raum, 
benutzt ***) um, wie im § 39, T nach Kugelfunctionen zu entwickeln; 
er hat ferner gezeigt, dass man im Falle 2) des § 38 den Beweis 
fir das Verschwinden der Constanten q und q fiihren kénne, indem 
man die Endlichkeit der Differentialquotienten von v_ beriicksichtigt. 

In allen Arbeiten, die bisher erwaihnt wurden, wird die Methode 
des § 38, die Integration einer partiellen Differentialgleichung zu 
Grunde gelegt; die Entwickelung von 7 im § 32 habe ich im 
42. Bde des Crelle’schen Journals bei einer allgemeineren Unter- 
suchung kurz mitgetheilt +); der § 33 giebt ein bei manchen Unter- 
suchungen vortheilhafteres Verfahren an. 

Die Aufgabe der Kreisscheibe habe ich, wie oben angegeben 
wurde, im Monatsbericht der Berl. Akad. v. 1854, 5. 564—572 ge- 
lost; in einer Zwischenrechnung, die dort 8. 568 nur beschrieben, 
nicht ausgefiihrt wurde, einer Summation, — hier ist sie S. 129—130, 
in kleinerem Drucke, ausgefiihrt — kam aber ein Rechenfehler 


*) Ueber einige Aufgaben, welche auf partielle Differentialgleichungen fihren. 
8. 185—216. 
**) Sur les fonctions inverses, 1857. 
***) Entwickelung der in elliptischen Coordinaten ausgedriickten reciproken Ent- 
fernung ete. Crelle, J. f. M. 1848 Bd. 37, S. 21—50; datirt August 1847. 
+) Theorie der Anziehung eines Ellipsoids, S. 70—82. 
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vor, der zwar nicht die wesentliche Form des Resultates (11) im 
§ 41 verinderte, aber eine Unrichtigkeit in dem Ausdruck fir v im 
§ 41 verursachte, die jedoch im Falle des § 42, in dem f(y, ) von 
w unabhingig wird, ohne Folgen’ bleibt, so dass die dort S. 570 u. f. 
gegebenen Entwickelungen und Resultate keiner Modifikation be- 
diirfen. Herr Lipschitz hatte bemerkt, dass meine Endformel 
fiir v unrichtig sei, indem er mein Resultat nach Dirichlet’s Me- 
thode*) verificiren wollte, gab mir durch eine freundliche Mittheilung 
hiervon Nachricht und dadurch Gelegenheit den Fehler zu ver- 
bessern, der in der 1. Auflage des Handbuchs (1861) berichtigt ist. 
Herr Lipschitz selbst hat aber**) die richtige Formel mitgetheilt, 
die er fand, indem er die Summation durch ein Doppelintegral aus- 
fihrte, dessen Werth er fiir eine besondere Lage des Punktes 0 
bestimmt. Er erraith darauf den Werth des Integrals in dem all- 
gemeinen Falle, und beweist die Richtigkeit des Resultates durch 
eine Verifikation. 


Drittes Kapitel. 
Das dreiaxige Ellipsoid. 


§ 43. In diesem Kapitel werden fiir das Ellipsoid mit drei 
ungleichen Axen unter den Aufgaben, deren Lésung man in den 
beiden vorigen Kapiteln fiir die Kugel und das Rotationsellipsoid 
findet, diejenigen behandelt, welche man insofern die wichtigsten 
nennen kann, weil die iibrigen ihre Lésung aus ihnen durch die- 
selben Methoden finden, welche in den friiheren Fallen angewandt 
wurden. 

Die Bezeichnung entspricht der I. 352 eingefiihrten; ich setze 
(¢ > b) 

x = ecosO, a = ocosy, 
y=Vo’—b’sindcosy, 6 = yo°?—b'sinncosa, 
s=YVo’—c’sinOsiny, c= Vo?—csinnsina, 


*) Crelle, J. f. M. Bd. 32 S. 80—84: Sur un moyen général de vérifier 
expression du potentiel relatif & une masse quelconque, homogene ou hétérogéne. 

**) Beitrage zur Theorie der Vertheilung der statischen und der dynamischen 
Elektricitét in leitenden Korpern, Borchardt, J. f. M. Bd. 58, S. 1—53; 1861. 
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und entwickele 7, wie*) im § 32, nach Kugelfunctionen 
von 6 und w. 
Dazu dient die Formel 
2 
ont =f - SI Pe = 
, (a+ iycosy + izsinv) —(a+ ibeosu icsinv) ’ 


bei deren Anwendung «—a positiv vorauszusetzen ist; ich benutze 
bei den Entwickelungen die folgende abkiirzende Bezeichnung, die 
in dem schliesslichen Resultate § 44, Gleich. (12) wegfallt: 


c = //b’cos’v + c’sin’v, 
C= Tt o =Ts, 
Vo°—b* cosv = tyr*—leosl, yo°’—b cosu =tYs’—1 cosé, 
Vo—esinv=cyr’—1sinl, yo?—c? sinv = tys’—1 sing, 
a = rcosd +iyr’ —1 sind cos(p—), 
B = scosy +iys*—1 siny cos(w— &). 
Dadurch verwandelt sich die Gleichung fiir T in die folgende: 


2nT = 


oO ASOT 
,  t(a — B) 
Lasst man v von O bis 27 wachsen, so nehmen € und & mit v zu- 
gleich die Werthe 0, 47, 7, $a und 27% an. Sind v, ¢, § zusammen- 
gehérige Werthe, so werden zu m—v, a+, 20—v die Bogen 
t—l, w+, 2n—C, resp. w—& 2+&, 2a—E, zu allen diesen Bogen 
aber dieselben r und s, bei festgehaltenem o@ und o, gehéren. 

Den Ausdruck (e—f)—! entwickelt man, vermittelst I, (11) nach 
Kugelfunctionen erster Art von ~@. Vorausgesetzt wird hier, 
es sei 9 >o, bei der Ableitung des Resultates allerdings noch 
mehr, nimlich es sei 9 gross genug, damit die fiir solche Entwicke- 
lung erforderliche Ungleichheit 

M(a—Ve=1) < Me ¥B"=1) 
erfiillt sei. Man findet alsdann fiir 7 eine Reihe von Kugelfunctionen 
p= $3, 99 MH (pogo). 
n=0 ut J t 

Es handelt sich zunichst darum, den Ausdruck, welcher mit ou 
multiplicirt ist, zu transformiren. 


*) Statt der dort vorkommenden Coordinaten a, 6, ¢ treten hier a, 6, ¢ auf 
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Die Transformation erfolgt, indem man P™(@) und Q™(a@) 
einzeln, wie S. 100, durch die Additionstheoreme entwickelt. Man hat 


p (8) = Sa P (cosy) P(s) Cos u(@ slice S) 
=U 


(Qn +1)0(a) = 2. (—1)*P” (cos 0) 0” (r) cosx(p— 0). 
eo 
Hieraus folgt 
gy” — - = s (—1¥ a P (cos) PS? (cos 8)[t, «], 
t=0 x=0 


wenn man, nur in diesem Paragraphen, setzt 
27 f fs 
[v, «] =f P0(s) QL? (r)eose(wo— 8)eosx (y—L)—- 
“0 


In diesen Ausdruck fiihren wir statt s, €, r, € nunmehr die Co- 
ordinaten e, 0, v ein. Dies geschieht unten in No. 1—4. Bei der 
Umformung lassen wir, zur Bequemlichkeit, den oberen Index der 
iiberall » ist, fort. 

1) Die endliche Reihe, auf welche sich der Summationsindex e 
bezieht, wird nach I. 321, (4, a) umgestaltet. Man erhalt nach 
dieser Formel 


P,(s)cose(w — §) = 


2”—1 JI (m + +) (nm —e) sé 
mt II(2n) 


27U eels 
uh (s+ y/s?—1 cos&cosy + ys’— 1 sinEsiny)" cose(w — x) Ox, 
0 


und wenn man o und v statt s und & einfiihrt, 


P,(s)cose(w— §) = at See ie oO me "B"eos u(w — x) OX, 
0 


wo zur Abkiirzung gesetzt ist 


= 6+ yo*>—b’ cosucosy + yo? —c? sinvsing. 
Der transformirte Ausdruck, abgesehen von dem Factor 2”, lasst 
sich demnach in eine nach Cosinus und Sinus der Vielfachen von 
v fortschreitende Reihe entwickeln, welche mit dem n-fachen von 
v schliesst. 

2) Die in & auftretende Summe nach x zerfille man in zwei 
Theile, némlich in die Summe von O bis x und die Summe von 
n-+1 bis co; die letztere ist aber Null. Dies kann man aus 
der Symmetrie von T in Bezug auf 0 und 7 schliessen, aber direct 
auf folgende Art nachweisen: 
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Man hat I. 212 
0.07) = 1) ¥D,©), 
wo die Function 9 nach I. 217 durch 
1— n+ 2—- 2: 

SA) Se a— eas a es a : eo =) 
ausgedriickt wird, also hier, wo «> genommen ate auf eine 
endliche hypergeometrische Reihe fiihrt. Bei der Einfiihrung von 
o und v statt r und ¢ beachte man die Identitit 


(PRE eGawieen hia ee 
(Vo? — & cosu Live? — ec’ sinv)* 


Es verwandelt sich dann 
Q,(r) (cos xf + isin xf) 


in das Produkt von drei Factoren; der erste ist ine der zweite 


der dritte eine endliche totems ae welche nach 
geraden Potenzen von. aufsteigt und keine héhere Potenz hier- 


von als die x —n—1* enthilt. Nach Cosinus der Vielfachen von vu 
geordnet wird also dieser dritte Factor kein héheres Vielfaches als 
das *«—n—1* enthalten. 

Setzt man 


21 ew = yet (ee), QV — * = Yo" — 0" (e!— es 
so dass 4 eine positive Zahl ist, so wird 


Vo’ — 8° cosv Liyvo’—c'sinv = 4 c?— b? (e+ eA +i), 
Die —~* Potenz dieses Ausdrucks lisst sich daher nach dem bino- 
mischen Lehrsatz in eine Fourier’sche Reihe entwickeln, welche 
kein niedrigeres Vielfaches von v als das x-fache enthalt. Da «> xn, 
so giebt also das Produkt des zweiten mit dem dritten Factor eine 
trigonometrische Reihe, die kein niedrigeres Vielfaches von v als 
das n-+1' enthalt. 

Der Theil von [¢, x] welcher hier, in No. 2, betrachtet wird, 
besteht also aus dem Integral nach v von 0 bis 27 eines Produktes, 
dessen einer Factor, abgesehen von einer Potenz von g und an- 
deren Constanten in Bezug auf v, den reellen und den mit ¢ multi- 
plicirten Theil der eben erwahnten Reihe linear enthalt, dessen an- 
derer Factor die Reihe unter No. 1 ist. Der eine enthalt den Co- 
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sinus und Sinus keines héheren als des*n‘*" Vielfachen von v, der 
andere nur hohere Vielfache. Das Integral ist also Null, und um 
T zu finden ist es hinreichend, wenn man die Summation 
nach x von O nur bis ~ ausdehnt. 
3) Es bleibt noch tibrig, die Umformung von 
0,(r)cosx(w —C) 

vorzunehmen so lange x <n+1. Ist €¢< 47, so kann man dies 
Glied nach I, (39, a) in 

,,_1.3...n+1) Hn ue cosx%(iu— w)du 

* Hn+x)M(n—«*)F [r+ cosGu—Oyr?—1ph 
verwandeln; also hat man, so lange v << 47 ist, die Gleichung 


1.3...(2n+1) Hn ae cosx (iu — w)du 


Q,(r)cosx(w— Cl) = 2 TI(n + «)IT(n— x) Agr E 
wo zur Abkiirzung gesetzt ist 


A = 0+ Vo?—b’ coswcosiu+ yr?— ec’ sin wsinin. 
4) Aus den Bemerkungen iiber die Verainderungen, welche & 
beim Wachsen von v erleidet (S. 137, am Eingang dieses Kapitels), 


ist klar, dass 

o”" P,(s)coseg, 
wenn statt v der Reihe nach w—v, a+, 20%—v gesetzt wird, 
denselben absoluten Werth behialt, aber mit resp. cosem, cose, 1 
zu multipliciren ist. Entwickelt man diesen Ausdruck in eine tri- 


gonometrische Reihe 
Ja,,cosmv + b,,sinmu, 
so ist daher 


4 BTE 
An = Fi t” P(s)cosegcosmy Ov, 
0 


wenn e und m gleichartig sind, d.i. wenn m+. eine gerade Zahl 
ist, sonst Null. Ferner ist jedes 6 gleich Null. 

Aehnliches gilt von c"P,(s)sineg, so dass man findet: Wird 
«" P.(s)cose(w— &) in eine trigonometrische Reihe in Bezug auf v 
entwickelt, so ist diese 

costw S' a,cosmv + sinew &' b,,sinmv, 

wenn m nur solehe Werthe ertheilt werden, die mit «¢ gleichartig 
sind, und wenn gesetzt wird 


4 fi" 4 4 
ty = is t” P.(s)coseEcosmudv, b,, = — i fe o” P.(s)sineésin my Ov. 
0 


7 
0 
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Dasselbe Verfahren zeigt, dass man eine Entwickelung erhiilt 
t"10,(r)cosx(y—C) = cosxw 3’ a,,cosmu +-sinxy 36,,sinmy, 
wenn gesetzt wird 


Abe F peek 
On = il t"1Q,(r)cosxCcosmvudn, 


0 
4 3 
Bm = a t"10,(r)sinxlsin mv Ov, 
“0 


und die Summation sich iiber alle mit « gleichartigen m erstreckt. 
Nach diesen Umformungen erhalt man endlich, wenn ¢ und x 
gleichartig sind 
n F ‘ n 
[e, x] = cosewcosxy S' Anon + asincosinxy SY bnBm; 
m=0 m=0 
wo die Summation sich iiber alle mit ¢ und x gleichartigen m be- 
zieht. Sind aber ec und x ungleichartig, so ist [e,*] = 0. 


§ 44. Der vorstehende Ausdruck fiir [¢,] ist in J einzusetzen, 
und verschafft sofort die gesuchte Entwickelung. Indem man Buch- 
staben U, W, u, w einfithrt, um gewisse Functionen von @ und o, 
welche wesentlich die am Schluss des § 43 auftretenden Coefficienten 
a, b, a, B sind, zu bezeichnen, findet man folgendes Resultat 
der Untersuchung im § 43: Man setze 


A = 04+ Vo’— 0b” cosvcosiu + Vo’—e’ sinvsin ia, 


B = 0+ Yyo’—b’ cosvcosy + Vo?—c’ sinvsiny, 


in = cosixud 
UL) = a JS cosmuduf et —, 
0 —o 


a 1. fies ° sintxudu 
wo) = ie sinmvd if a a 
0 


—n 
29 


ET bots a) ail 
Wo) = aol! cosmv dv B" cos ey Ox, 
0 0 
vl 


1 in 2270 2 
w (0) Tae) ve sinmu Ou 46 Brsin ex OY, 
0 


@ = 2[1.3.5...Qn2—D)’ _ 

* ~— F(n +) I1(n — x) 
Alsdann wird die Entwickelung von T nach Kugelfunc- 
tionen von @ und yw, die zugleich Kugelfunctionen von 7 
und w sind, durch die Gleichungen gefunden 
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(12) sane T= 7 = S50, Fn) — ga 


n=O 


¢= = (—1)* af” P” (cos 0) cos mY. Se) (cosn) costo Py US” (0) W!"(o), 


-(€ + ©), 


= 55 (-1)* al” P& (cos 0) sin my). po (cos 7) Sin ew a u” (9) wo), 


wenn die Summationen zuerst iiber alle geraden ¢, x, m, dann iiber 
alle ungeraden ausgefiihrt werden, so dass © und eben so © in 
die Summe yon zwei, also $™ von vier Aggregaten zerfillt. Das 
eine enthilt Kugelfunctionen 

P,,(cos0)cosxp 
mit geraden, das andere mit ungeraden x, das dritte 

P, (cos 0)sin xp 
mit geraden, das vierte mit ungeraden x. 

bons) wie in Bezug auf 0 und w verhilt sich I” in Bezug 

auf 7 und w; dagegen tritt @ in einer anderen Art auf als o. Die 
Functionen W und w, in welchen o vorkommt, also auch T™, sind 
nimlich offenbar ganze Functionen n Grades von o, Vo°—b’, 
Vo’?—c’. Die W und w enthalten iiberhaupt (offenbar) keine ir- 
rationale Zahl ausser ganzen Potenzen dieser drei Gréssen, und 
~™ ist sogar eine ganze Function n'™ Grades der recht- 
winkligen Coordinaten a, b, c des inneren Punktes. Da- 
gegen sind die U™, u® und daher [™ von @ transcendente Func- 
tionen; sie enthalten namlich ein elliptisches Integral dieser Ver- 
inderlichen, und zwar nur von der ersten und zweiten, nicht aber 
der dritten Gattung. Z. B. findet man 


Ui a auf a —— 
(e+ Vo?—b? ee + Vo°’—c? sinvsin iw 


lage Sea —c 


Ich zeige nun, wie man U™ und uw fiir jedes n, und 
dadurech zugleich, wie man {™ in die Form A+BJ bringen 
kann, wo J ein elliptisches Integral erster und zweiter Gattung 


ist, A und B rationale Functionen von e, ¥e?—b’, Ve?—c’ sind. 

Alle Operationen zur Ermittelung von A, B, und der 
Function, deren Integral J ist, lassen sich vollstindig 
ausfiihren. 
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Da man offenbar hat (§ 43, S. 137) 
6c = a+ ibeosé + icsin€, 
so ist P™(8), als ganze Function nx‘ Grades von f, auch eine 
solehe von a, 6, ¢ von der Form 
SCia bic, 
wo p, q,¢ ganze Zahlen bezeichnen, und C eine Constante in Bezug 
auf a, 6, c, die ausser v nur noch & enthilt. Setzt man diese 
endliche Reihe in den Ausdruck fiir [ auf S. 137 ein, so verwan- 


delt er sich in 


sav {coma , 


0 

d.i. in eine ganze Function n‘* Grades von a, », c. 

Ich lasse hier die Werthe simmtlicher yon O verschiedenen 
W und w fiir n = 0, 1 und 2 folgen: 
OW = 1 
G1 Woo, W160, w= 4 yo-c’. 
n=2; W?=1(60-b*-c’), W2 = W2 =4(c%-b"), W2 = g(20°-b*-c*), 

W! =toYyo'-b’, w2=1yo_b'yo°-c’, w' = hoo 

Man berechnet die W und w fiir jeden gegebenen Werth von 2, 
indem man die n Potenz von B nach dem trinomischen Lehrsatz 
entwickelt; die Integrale, welche dann auszufiihren bleiben, lassen 
. sich simmtlich in solehe von der Form (p = n) 


1 si 
Jf cos? ycosvyOy = 2-P-1 Dy 
0 


ec 


IT4(p +») IT3(p —) 
zerlegen. Soviel iiber die Integrale W und w. 

Die Doppelintegrale U und wu bringt man auf die Form der 
elliptischen Integrale, indem man zunichst die inneren Integrale 
transformirt, welche den Integrationsbuchstaben v enthalten. Des 
einfacheren Ausdrucks wegen behandle ich hier einen bestimmten 
Fail, und wahle dazu die Function U mit einem geraden Index x, 
folglich auch einem geraden Index m. Fiihrt man statt der trigo- 
nometrischen Functionen von iw die Exponentialgréssen ein und setzt 

p = Vo’— b’ cosu—iyo’—c’ sinv, 
q = Vo?—b? cosu+ivo’—c’ sin, 
so findet man 
efile cosixudu ne On Oat. peppee ae Gn 


Anti a 2” bs (p+2oe"+ge™)"t} ‘e 2 iy: (q+2oe"+pe™)r4 5 


=O 
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Beriicksichtigt man, dass p und q, wenn man i mit —? vertauscht, 
in g und p tibergehen, und fiihrt statt w die Veranderliche s = logu 
ein, so wird die rechte Seite der reelle Theil von 2”-*(n —x, n), 
wenn wir setzen 

24 Oz 


Ce =f (p+ 206 -+qe°H 


Ganz bekannte Recursionsformeln geben den Werth von (A, ”) aus- 
gedriickt durch (0,0); man hat naimlich die Gleichungen 


fe! Bnet ch PEG 5 
(0,2) = Qn op” Qn C (0, n—1), 
ul oe ya 2 
d, n) an qp” q -(, m), 
= n+1—-A 22o Pied Woenen § : 


wenn, wie im vorigen Paragraphen, 
te = b’cos’v+ec'sin’v 
gesetzt wird und in der letzten von den drei vorhergehenden 
Formeln 4 > 1 ist. 
Das Integral (0, 0) lasst sich auf die Form bringen 


= Os 
id oye ae : 
(0, 0) (s’— b*)cos’v + (s’— ce”) sin’?v 7 


man hat nimlich 


ALY /ie Oz ped RAT 
(0, 0) ah p + 203+ q2 = OF log ot” 
also, indem man noch @ differentiirt, 
AOPOyus kont 
Og Ste merges 


Hieraus erkennt man die allgemeine Form, welche (A, 2) besitzt; 

man findet némlich 
A+-B.(0, 0) 
(A, n) = PH (9?— 7°)" ’ 

wenn « und » ganze positive Zahlen bezeichnen, A und B aber 
ganze Functionen von p und q mit Gliedern nur von gerader oder 
nur von ungerader Dimension, je nachdem 4-++ ” gerade oder un- 
gerade ist. Ausserdem enthalten sie nur noch rationale Zahlen, 
und g, als einzige auch schon in p und q auftretende Verinderliche, 
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rational; es ist unerheblich, dass sogar nur ganze Potenzen von o@ 
auftreten. 


Zum Beweise bemerke man, dass man hat 
py means 
so dass man in der That keine anderen als den angegebenen 
Nenner erhalt wenn man die Briiche in den Recursionsformeln, da 
wo sie Potenzen von p oder q enthalten, mit denselben Potenzen 
von g oder p erweitert. Hieraus sieht man sofort, dass der Satz 
fiir (CO, 1) und (0, 2), dann allgemein fiir (0, ) gilt. Von da steigt 
man zu (1,2), dann zu (2,7), und dann zu (A, x) auf. 

Angewandt auf unseren Ausdruck (n—x, ») zeigt der Satz, dass 
hier A und B die Aggregate p und q nur in gerader Dimension 
enthalten, da hier der Fall eines geraden x und m vorliegt. Hieraus 
folet endlich, dass (S. 143) 


® — cosixv Ov 
a oo 
von derselben Form ist, nachdem sich noch dazu die Glieder heraus- 
gehoben haben, welche 2, also welche ungerade Potenzen von sin v, 
daher auch von cosv enthalten. Es ist also schliesslich C eine 
ganze Function nach e, nach v eine ganze Function von cos’v und 
sin’v. Auch in 2’, e?—zc? und s*—c’, welches in (0,0) vorkommt, 
tritt v nur in cos’v und sin’v auf. Um schliesslich U zu erhalten, 
wozu man das betrachtete Integral, abgesehen von Constanten, mit 
cosmv zu multipliciren und dann von O bis 4a zu integriren hat, 
darf man also nach v von0O bis wintegriren. So erhalt man, 


wenn A und B Functionen derselben Form wie die obigen be- 
zeichnen, nimlich ganze Functionen von e und cos2v, 


TE Aev Je Bov 
(i) ae ° 
mt = Pigott ‘Ga =P oH ery 


Von den beiden ec ule Integralen lasst sich 
das erste ausfiihren und giebt eine rationale Function von @, 
Vo°—b* und yo*—c®. Mit Vortheil wird man bei der wirklichen 
Ausfiihrung die Recursionsformel : 

1 el | 1 ue 1 | 
may Lawyer ry 
anwenden, vermittelst deren sich das Integral in eine endliche An- 


Heine, Anwendungen der Kugelfunctionen. 2. Aufl. 10 
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zahl soleher von der Form 


hee Adv fH he Gry 


zerlegen lisst. Hier ist A Aoieh 
a, + a, cos 2v +--+: + a, cos2dv, 


wobei die @ rational nach @ sind und keine andere Veranderliche 
enthalten. Man hat also nur Integrale von der Form 


de cos2nvu dv ye cos2nudv 

J [b+ e+ (6— c*)cos2u}” ? ) [20°— b*— ce’ (c*— b’) cos 2v]” 
auszufiithren. Diese sind aber keine anderen als Kugelfunctionen, 
Renae mit Fortlassung eines mm numerischen Factors, gleich 


b?-+- vif 20 —b°—c? 
Gana sar Ge 2be “), C Ob: ea =) Ph C= 0° —b* Vo? _ 
x kommt daher in ne ae o keine andere Irrationalitat vor 
als der Factor /o?—b? Vo’—c° 
Wir kommen zu dem Doppelintegral. Das innere, nach 


v zu nehmende Integral laisst sich durch die obige Recursionsformel 
auf solche zuriickfiihren : 


ihe (s? aia u ve (s? Ny 


Da man hat 


1 my 1 1 
(s?— v°) 07" om 3. (— at) rH =e GH 9 


1 Mtercal 1 1 
CoE TY ~ CHIC —AE HY Fy)? 
so bleibt nur noch tibrig, Integrale nach v und s auszufiihren, deren 
Zihler eine Function B von der Beschaffenheit von A ist, also eine 
rationale Function von @ und von v von der Form 
B= a,+4,cos2u +----+ ajcos2dv, 
wihrend der Nenner eine von den folgenden Formen besitzt: 
serge, ser(s'— et"), (Qi —s*)H(Q’— 0"), (s’—2")(@?— 3"). 
In jedem Nenner kommt v nur in einem Factor vor; fiihrt man die 
Integration nach v aus (s. 0.) und bemerkt, dass 


aye cos2nudov 
cae c 
0 
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einen Ausdruck von der Form 
R(s’) + BR, (s”). ¥°—B? Vs? —e? 
giebt, wo R und R, ganze Functionen von s° bedeuten, so ist 
schliesslich die Integration nach s von @ bis co auszufiihren von 
folgenden Formen 
Sass ea O1-—S5) 2”: 

Hier bedeutet S eine Function von e, die entweder kein s, oder 
dies nur in der oben angegebenen Form enthilt. Die Coefficienten 
der verschiedenen ganzen Potenzen von s’ in S, oder vielmehr in 
R und R,, enthalten nur noch die Verinderliche e, und zwar sind 
dieselben rationale Functionen von e, Vo”— b® und Ve”—c’, so dass 
die Integration nach s in der That keine héhere Transcendente als 
ein elliptisches Integral schafft. 

In dem speciellen Falle, dass o = 0 ist, vereinfachen sich die 
Integrale U und wu. Setzt man dann bi und ci statt b und c, so wird 


(m) in . Cosixudu 
aU,” =f cosmudv : —— 
h (bcosv cosiu + csinvsiniu)’+ 
—O 


Man setze, wenn z dieselbe Grésse ist wie oben, 
beosv = tcosd, csinv = tsino, 


wo 0< 4%”. Das innere Integral verwandelt sich dadureb in 
aif °  cosixu Ou 
t ha PRES A 
J cos"*1(d — tu) ? 
da d< 4, so ist hier, nach I. 231, (89, a) eine imaginaire Sub- 


stitution gestattet und man erhilt 


7 
vo” — 1 f°” cosixudu 2 cosmucosxd Ou 
pa eeic tT, cos" tin J go 
Fiihrt man das erste Integral, ein Euler’sches erster Art, aus und 
setzt fiir d seinen Werth ein, so findet man 
IT4(n + x —1) 114 (m — x—1) 
7 IIn 
whi: (beosv + icsinv)”cosmuvdv | 


‘an V(b’ cos’v + c*sin? yy tet? 
2 


x 


uy” — Qr-1 


also ein elliptisches Integral erster und zweiter Gattung. Einen 


ihnlichen Ausdruck giebt wu fiir @ = 0. 
10% 
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§ 45. Die Ausdriicke (12). liefern sofort die Auflésung der 
hauptsiichlichen Aufgaben fiir das ungleichaxige Ellipsoid, welche 
den fiir das Rotationsellipsoid im § 34 behandelten entsprechen. 
Es soll nimlich das Potential im Punkte O, welcher sich im leeren 
Raum befindet, aufgesucht werden, wenn man die Dichtigkeit 
der Masse kennt I) mit der ein Ellipsoid erfillt ist (4), 
oder Il) mit der seine Oberfliche belegt ist j@). (S. § 34, 
Anm. 1.) 

I) Das Element der Masse im Punkte (6, 7, w) ist 
sinn On0w do 


kA- 
Vo— b? yo—e ’ 


wenn man setzt 

(13)... A = (0’—b’)(0’—c’)cos’n-+ o’sin’n[o’—b’ sin’ w—ce’ cos’ w]. 
Der Ausdruck dieses Massenelementes ist iibrigens besonders 

einfach in Lamé’schen Coordinaten. Fiihrt man fiir o, 7, © die 

drei Lamé’schen Coordinaten 0, uw, » und «, ¢, € aus I. 352—354 

ein, so wird es namlich gleich 


h(o? — u’)(9? —v*)(u®— 9°) 8 LAE. 
Man entwickele nun die (bekannte) Function kA nach Kugel- 
functionen, in Bezug auf 7, w, in eine Reihe 


kA = 3S K(s, 7, «), 
n=0 


in der also K die Form hat 
2n+1 
a 


KO = 'P (cosy) (ai cos to gt sin vw), 


wo die Functionen @ und a, welche nur die Veriinderliche s enthalten, 
durch Integrale ausgedriickt werden; z. B. ist die erste (m. vergl. 
§ 34, S. 108) 


ol”) = (yar sin On P oO) | pACoaab Oa 
0 
Man entwickelt ferner 7 nach (12) in eine Reihe von Kuso 
functionen ©, multiplicirt mit dem oben angegebenen Ausdruck 
des Massenelements und integrirt tiber die ganze Masse, welche 
durch das Ellipsoid, oder allgemeiner, welche durch zwei confocale 
Ellipsoide mit den Axen g =r, und g=t, begrenzt wird. 
Das gesuchte Potential denke man sich in die Reihe von 
Kugelfunctionen in Bézug auf 0, wy 
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se, 


Va. ss ZO) 


entwickelt. ay 


1) Das Potential im dusseren Punkte O,. Man findet 
dieses dureh die Formeln 
n 1 ty os” wm ( 0) aie 
je—byere ’ 
ae 7 to Ge wl”) (ee. 
(n) 2 


= 
SC ees pe 0) (= 


ZL = = ‘al? P (60s 8) S" [gncosxw US” (9) + Gnsinxypul”(@)]. 


=D 
Die Summen nach ec, x und m sind nur iiber die gleichartigen Zahlen 
zu nehmen, einmal iiber alle nicht negativen geraden, dann iiber 
die positiven ungeraden. 

2) Das Potential im inneren Punkte O,. Man erhailt in 
diesem Falle die Formeln 


o beer. 9 


kar Vo oc 


re Lf" see ose 
m = a” / o°- — b? jo—c? a_i ? 


ZY = ees: la P (cos 0) s! [hn cosmp WS”(9) +-§,sinmyp w(@))]. 


x=0 m=l 


ID Wird die ellipsoidische Flache, deren halbe Axen v, yv?—0’, 
yv? —c® sind, mit Masse von der Dichtigkeit x belegt, so hat man 


zu bilden, wenn do das Flaichenelement auf der Oberfliche des 

Ellipsoides vorstellt. Dieses ist aber 

WeabyVye ae 
é 

wo e die Reciproke der Entfernung des Mittelpunktes von der 

Tangentialebene im Punkte (1, 7, w) bezeichnet, wo also gesetzt wird 


do = 


sinn On dw, 


1 eae sin’ cos’ @ 


3 Se ee 
- ae sin’) sin* 
5 eet 


3 Cc 


Entwickelt man a nach Kugelfunctionen in Bezug auf 7 und oa, 
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wie oben kA, indem man setzt 


x a n n 2 1 
ST OF oe = 
é 7t 


n=0 


>'P (cosy) (os” cosvw + al” sinew), 
=f) 
so wird erhalten 


ere Sb a = Poe Sn +12”, 


n—=0 


oO = 2 am *P)(os6) [ascosay UL? (e) WiC) 


+ a,sin xy ul? (0) we” (r)], 
wo das Zeichen S eine dreifache Summe nach v, x, m andeutet, die, 
wie oben, nur iiber gleichartige Werthe zu nehmen ist. 

Um y, zu erhalten, hat man nur U mit W und wu mit w zu ver- 
tauschen. 

Anmerkung. Hier ist, ebenso wie bei dem Potential des 
Rotationsellipsoides, das n® Glied Z™ in der Entwickelung von V, 
oder v, nach Kugelfunctionen eine ganze Function nx" Grades der 
Coordinaten von O,. Denn das x Glied T™ in der Entwickelung 
von T nach Kugelfunctionen ist eine soleche Function (§ 44, 5. 137), 
also auch die hieraus durch Integration nach Constanten (in Bezug 
auf die Coordinaten von O,) entstehende Funetion Z. 


Gauss hat sich in emer Vorlesung aus dem Sommersemester 
1840 zur Ableitung des Ausdrucks fiir das Flachenelement do eines 
sehr einfachen Verfahrens bedient, weleches schon deshalb Interesse 
erregen wird, weil es von ihm herstammt. Ich theile es hier in 
dem Zusammenhang mit, in welchem Gauss es vortrug. Die Buch- 
staben erhalten hier eine andere Bedeutung als im Vorhergehenden. 

a) (Die Gleichung der Ebene wird aufgesucht.) Man fille 
vom Anfangspunkte eines rechtwinkligen Coordinatensystems ein 
Loth von der Linge e auf eine Ebene; die Coordinaten des Fuss- 
punktes seien a, b, c. Ferner seien X, Y, Z die Coordinaten eines 
beliebigen Punktes der Ebene, r seine Entfernung vom Anfangs- 
punkt. Die Cosinus der Winkel, die e und r mit den Axen bilden, 
sind resp. 

a b Ch X TZ, 
nee ‘ 


’ re?) e? r? r? 


Man erhalt also den Cosinus des Winkels (e,r), den die Linien e 
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und r mit einander bilden, durch die Gleichung 


conte, F) = a xX ie eee c Ze 
é r é r é r 

Multiplicirt man diese Gleichung mit r, und bemerkt, dass die Ebene 
der geometrische Ort derjenigen Punkte ist, deren Projection auf 
die Richtung des Lothes e in den Endpunkt desselben fallen, so 
muss rcos(e,r) gleich e sein, und man findet fiir alle Punkte 
[X, Y, Z], welche in der Ebene liegen, die vom Anfangspunkte um e 
entfernt ist 


b c 
- Y+ ae Pa 


< el 

Hieraus folgt unmittelbar, dass 
aXt+b¥+cZ =) 
die Gleichung einer Ebene ist, die vom Anfangspunkte um die Linge 
d 
epee 
entfernt ist. Kin Perpendikel auf derselben bildet mit den Axen 
Winkel, deren Cosinus sind 
or, as ¢ 
jere te’ Jethro’ yerere 
db) Die Tangentialebene an eine Flache f(a, y, s) = const. 
im Punkte a, y, 2 ist 
Xf'(@) + YQ) + ZP'@ = af") + 9f' @ + 2f'@). 

Wenn f(a, y, 3) eine homogene Function vom Grade p bezeichnet, 
so verwandelt sich die rechte Seite, nach dem Euler’schen Satze 
von den homogenen Functionen, in p.f(#, y,5) d.i. p.const. Daher 
ist die Gleichung der Tangentialebene eines Ellipsoides mit den 
Halbaxen A, B, C im Punkte gz, y, 

aX Y 2L 

a toRe tor 
die Liinge e des Lothes, welches vom Mittelpunkte des Ellipsoides 
auf die Tangentialebene gefallt wird, findet man durch die Gleichung 


it me 2 2 
e e= yak actor 


c) Man setze 
g= AE “y= Bry z= Co. 


Betrachten wir & 7, ¢ als Coordinaten eines Punktes in Bezug auf 
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das Coordinatensystem der az, y, 3, so entspricht jedem Punkte 
[x, y, s| ein Punkt [, 7, C] eindeutig; dem Ellipsoide, welches so- 
eben, unter 6, behandelt wurde, das dem ersten Systeme, dem 
Systeme der 2, y, 5, angehért, entspricht im zweiten eine Kugel mit 
dem Radius 1, deren Mittelpunkt mit dem des Ellipsoides zusammen- 
fallt. Es entsprechen Ebenen in dem einen System auch Ebenen des 
anderen, daher Durehschnitten von Ebenen oder Geraden wiederum 
Gerade. Der Ebene = const. entpricht die Ebene 2 = A.const., 
daher einem solchen Parallelepipedum im Systeme der &, 7, C, dessen 
Seiten den Coordinatenebenen parallel sind, ein ebensolches, dessen 
Volumen das ABC-fache des ersten ist. Indem man mit beliebiger 
Naiherung jedes Volumen in solche Parallelepipeda zerlegen kann, 
deren Kanten den Axen parallel sind, hat man daher: Der Inhalt 
eines beliebigen Kérperstiicks im Systeme der & 7, ¢ verhialt sich 
zu dem entsprechenden im Systeme der a, y, 3 wie 1: ABC. 

d) Man zeichne auf der Oberfliiche des Ellipsoides ein be- 
liebiges Flichenelement do im Punkte a, y, %, dem ein Element da 
auf der Kugel mit dem Radius 1 im Punkte [& 7, ¢] entspricht. 
Dem Kegel mit der Basis do und dem Mittelpunkte als Scheitel 
wird daher der Kegel mit der Basis dw und mit demselben Scheitel 
entsprechen. Also verhalt sich das Volumen des ersten Kegels zu 
dem des zweiten wie ABC:1. Der erste Kegel hat die Héhe e, 
der zweite 1, so dass man findet 

_ ABC 


do = do, 
e 


was mit dem Ausdruck S. 149 fiir das Flichenelement iibereinstimmt. 
Man hat hier nur r, yr?—b*, y'r’—c? statt A, B, C, und fiir dw seinen 
Werth sinydncw zu setzen. 

§ 46. Als Beispiel fiir die Anwendung der Methode des 
vorigen Paragraphen zur Auffindung des Potentials von dreiaxigen 
Ellipsoiden berechnen wir das Potential eines homogenen Ellipsoides, 
mit der Dichtigkeit k = 1, im dussern Punkte O,. Entwickelt man 
kA, d.i. A (vergl. (13)) nach Kugelfunctionen K, so bricht die Reihe 
beim zweiten Gliede ab, und man erhialt 

A = KO+K0), 
KO = 478 — PY — oes? bio), 


K® = 4[2b’c? — s*(b* + c?)] P (cosy) + 4(b? — c”) P2)(cosn) cos 2u. 
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a) Man findet Z aus K. Die Vergleichung dieser Function K 
mit ihrem Ausdruck auf S. 148 zeigt, dass «® = 40K sei, und 
dass die tibrigen @ und alle a mit dem oberen Index O Null sind. 
Man hat also nach der Formel in I, No. 1 des vorigen Paragraphen 

ie AY p35 
FO) unas : ay ee A ae cUM, 
und wenn man fiir U seinen Werth setzt 
Zo) — ae Vr Pye sof - = au@s —— 
J Vb s—c’ 


3 
b) Es bleibt noch tibrig Z@ aus A®) zu ermitteln. Man hat 


2 (ote! jst(b' +0] = Jal?, 
Ee) = af. 


Mit Hiilfe der Werthe von W®, WO = W® und WY, die man fiir 
n= 2 auf S. 143 findet, erhalt man die Ausdriicke g, und g,; 9, 
und alle g sind Null. So findet man 


TOUS a mye — Py —e| Pecos) / 


* Gri=s)es 


s*/s°—b?ys?—c? 


2 r?7— bp? 


; “7 r?—e Os 
+ PP(cos)eos2yf_ (25 = a) ie a 


Dureh Addition von Z® und Z® erhalt man V; in den ent- 
stehenden Ausdruck fiihrt man fiir P® und P® ihre Werthe 


cos’0—4, —sin’O 


ein, und wendet die identische Gleichung 
(p— Qeos2y = p+q—2(psin*y + qeos*y) 
auf den Fall 


an. Reducirt man gehérig, so findet man den Dirichlet’ schen 
Ausdruck fiir das Potential eines homogenen Ellipsoides von der 
Dichtigkeit 1 


Vo = 2aryr?— b? yr? — c? X 


ee 
ss as be Oma ei hel oc: } 


r 
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nimlich zunichst auf der rechten Seite das dort stehende vermehrt 
um das Produkt der Masse des Ellipsoides mal 


Dn 2 2 2 2 2 or 
r?>—b r’?—-¢ r Os 
Say 
sin of ( — Aaa ae os 1) — 
eed ye a ee? . s? Vs?—b*ys?— ¢° 
a 


Der Ausdruck unter dem vorstehenden Integrale ist aber das voll- 
stiindige Differential nach s von 


s—r 
sys?—b8/s*—c!’ 
das Integral selbst also Null. 

Die Entwickelung von T nach Kugelfunctionen, welche in den 
Gleichungen (12) enthalten ist, habe ich im 42. Bande des Crelle’- 
schen Journals *) mitgetheilt; man findet dort auch im wesentlichen 
den iibrigen Inhalt der § 43—46. 


In der Vorlesung, auf welche im § 45, 8S. 150 hingewiesen 
- wurde, gab Gauss folgende Methode an, um die Anziehung eines 
homogenen Ellipsoides zu ermitteln: 

Wir bedienen uns hier der Bezeichnung, welche an der er- 
waihnten Stelle eingefiihrt wurde. Belegt man die Oberflache der 
dort erwihnten Kugel, deren Gleichung &’+ 7*+ ¢* = 1 ist, gleich- 
missig mit Masse von der Dichtigkeit 1, also im ganzen mit der 
Masse 47, und legt dann auf das Element do der Oberfliche eines 
Ellipsoids mit den Halbaxen A, B, C so viel Masse wie auf dem 
entsprechenden Element der Kugel do liegt, so wird in einem 
irgendwo liegenden Punkte [a, b,c] = 0 das Potential 


v= ff, r= (Ab—a) + By— by 4+ (—o)" 


Das iiber die ganze Kugelfliche genommene Integral laisst sich 
vereinfachen. Man vergleicht zu diesem Zwecke unter einander 
die Potentiale confocaler Ellipsoide, welche nach demselben Gesetze 
mit der Masse 4a belegt werden, in demselben Punkte O. Sind 
A,, B,, €,, wo A, >B,>C, sei, die Halbaxen irgend eines be- 
stimmten unter ihnen, so hat man 


B= AB, 2 C=C, 


*) Theorie der Anzichung eines Ellipsoides. 
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oder, was dasselbe ist, 
A’ At = B’— BP = C=C, 
Seizt man die obenstehenden Differenzen gleich wu, also 
A=VyAi+u, B=yBi+u, C=yC+u, 

so erhalt man alle dem gegebenen confocalen Ellipsoide, wenn man 
w alle Werthe von —C? an bis oo durchlaufen lasst. Dem ge- 
gebenen Ellipsoid mag der Werth w=, entsprechen. 

Wir gehen nun von dem gegebenen Ellipsoid mit den Axen 
A, B, C au einem unendlich nahen iiber, variiren also v, oder dif- 
ferentiiren v nach wv. Alsdann hat man zu setzen 


OA OB oc 
Eduias idm fs. ula 7 


und erhalt 
a) da 
pee ty [a (ag a) 3 | (By—b)- 2 +-(Cl—c)- | 


Eni | vege al Was 8 is % coma 
2 r? LA’ po FR? r Co r 


Integrirt man anstatt tiber die Kugelfliche wieder iiber die Flache 
des Ellipsoides, fiihrt also do statt dow ein, so entsteht 


OV ] do 
ou sarc) [o8™) rr? 


wo (r, N) den Winkel bezeichnet, welchen der von O = [a, b, c] 
nach [a, y,%| gezogene Radiusvector mit der dusseren Normalen 
N in [a, y, 2] bildet. Durch sehr bekannte einfache Mittel weist 
man nach, dass der Werth des Doppelintegrales 0 oder 47 sei, je 
nachdem O ausserhalb oder innerhalb des Ellipsoides liegt, so dass 
man im ersten und resp. im zweiten Falle hat 

Ove As 0 Ov, 27e 

OU HAG aNeCuui=Ts MABE 
Hieraus folgt zunaichst, dass v, unabhingig von den Coordinaten 
a, b, c ist. Da nimlich v, Null sein muss, wenn die Masse 47 
iiber ein Ellipsoid mit unendlichen Axen vertheilt wird (weil v, 
dann das Potential einer endlichen Masse ist, die unendlich entfernt 
von O liegt), also Null ist fiir w= oo, so giebt eine Integration 
von u=4u, bis u= oo 


a7 du 
Pe aE CEW DICEa DI CEaaaIE 
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Wenn man die unmittelbar gegebenen Axen A, B, C einfiihrt, so 
erhilt man daher als Ausdruck fiir das Potential v, eimer Masse 
4, mit der die Oberfliiche des Ellipsoides 


2 2 2 
CO Nini sors abe ae 
A? RP? C 1 
nach der Vorschrift belegt ist, im inneren Punkte [a, b, c] 


? ~ Ou 
Noa 2a f VA+uy~B+u~C+u ” 


0 


also een von a, b, ¢ unabhaingigen Werth. 

Als Resultat der bisherigen Untersuchungen findet man die 
beiden Sitze, welche unsere Aufgabe wesentlich erledigen: 

a) Das Potential v, eines festen in der vorgeschriebenen Art 
mit Masse belegten Ellipsoides ist in allen imneren Punkten 0, 
dasselbe. 

b) Das Potential v. ist fiir alle confocalen, nach dem an- 
gegebenen Gesetze mit Masse belegten Ellipsoide in demselben 
festen diusseren Punkte dasselbe. 

Aus a) folgt, dass v, dasselbe bleibt, wenn auch O in den Mittel- 
punkt des Ellipsoides riickt. Daher ist 


d d 
SS apes Lae SEPT OP 


wo man auch setzen kann do = sind d0dw. 

Aus b) folgt, dass ve dasselbe ist, wie das Potential eines 
durch den Punkt O, gehenden, dem ersten confocalen Ellipsoides. 
Die Halbaxen desselben seien M%, 8, ©. Indem fiir dieses der 
Punkt O, als Grenze des inneren Punktes O, angesehen werden 
kann, da ferner das Potential v im Raume iiberall continuirlich 
bleibt, so ist V2 in O. gleich dem Werth des Potentials des Ellipsoides 
mit den Axen %, %, © in einem beliebigen Punkte seines Innern. 
Daher ist das Potential der ellipsoidischen Fliche mit den Halb- 
axen A, B, C, im dusseren Punkte [a, b, c] 


da 
vo 
Tere ’ 
wenn %, B, © aus A, B, C durch die Gleichungen 


A—VA+u, S=Y~B+uy C=VC+u, 
a’ b? c 
ONE eh OURS Cha al 
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berechnet werden *). Das Integral nach @ ist wie oben tiber die 
ganze Kugelfliche zu nehmen. 

Gauss sucht aus diesen Formeln nicht das Potential selbst 
auf, sondern eine Componente der Anziehung. Die Rechnung ge- 
staltet sich in dem letzteren Falle viel einfacher, indem sich in 
demselben die doppelte Integration ausfiihren lisst. Um das Po- 
tential eines vollen Ellipsoides direkt zu finden, kénnte man aller- 
dings noch weiter dem Wege folgen, den Gauss einsehligt, um die 
Componente zu finden (mit selbstverstindlichen Modificationen), 
wobei man nur, statt des vorstehenden Doppelintegrals, fiir ve 
den Werth 


J > Ou ifs > ‘ Ou 

4, VW+u~B+u~O pu Y VA t+uVB+uV~C+u 
setzt, wenn die Grenze u die grésste Wurzel der obigen kubischen 
Gleichung (ec) bezeichnet. Im weiteren Verlauf, wenn es sich nicht 
um die Anziehung sondern um das Potential des ganzen, 


vollen Ellipsoides handelt, hat fhan die Grenzen nach der Formel 


f 24 ft, y)ox = [vor ffx, yoy 
0 p s 


umzukehren. 

Wir folgen aber Gauss, und suchen die Anziehung auf. Wir 
schliessen dazu aus dem Vorhergehenden, dass die Anziehung der 
Fliche auf einen inneren Punkt Null ist; die Componente X der 
Anziehung im d4usseren Punkte O, =[a, b,c| nach der Richtung 
der X wird aber durch die Formel gegeben 

OVa V7 |e.Ovee OD, OO. da 
eta. = ff 8 a yore ence rer 
Bei der Differentiation nach a ist, wie (a) zeigt, nur wu mit a ver- 
inderlich, nicht A, B, C. Daher ist 

ox? OD’ o] is Ou 
"da | Oa ean oda” 
Der Factor unter dem Integral, welcher sich in den eckigen Klam- 


mern befindet, ist also a und tritt vor das Integral als Constante. 


*) Man hat fiir u die grésste der drei Wurzeln der cubischen Gleichung zu 
nehmen. Die beiden anderen wiirden Hyperboloiden entsprechen, welche durch [a, 0, ¢] 
gelegt werden. M, vergl. I. 17. 
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Ferner giebt die Differentiation von (a) 


a’ b? Cc 
a > Lae tae t oe] 


man findet also 


a 1 da 

eX. — — ike 5) 2 2 De : 
Ree eine ND eee a CE 

») fe S54 @* 


Der vor dem Integrale stehende Ausdruck ist, abgesehen vom Vor- 
zeichen, nichts anderes als das Produkt aus der Entfernung e des 
Mittelpunktes von der Tangentialebene im Punkte [a,b,c] an das 
Ellipsoid mit den Axen %, 8, ©, und aus dem Cosinus des Winkels, 
den die im Punkte [a,b,c] nach innen gezogene Normale mit der 
Axe der X bildet, d.i. —cos(V, X), wenn N die nach aussen ge- 
richtete Normale bezeichnet. Das Integral selbst ist 4a dividirt 
dureh ABC. 


Zum Beweise beschreibe man einen unendlich kleinen Kegel vom Mittel- 
punkte des Ellipsoides als Scheitel. Dieser schneide auf der Oberfliiche des 
Ellipsoides ein Element ds heraus, auf der Kugel dw. Dem Elemente ds 
gehére ein Punkt [x, y, 3] an, dem Elemente daw, wie frither, ein Punkt 
[& 7, C]. Man setze 

x? y+ 3” — r?, 
Der kérperliche Inhalt des Kegels mit der Basis dw auf der Kugel resp. mit 
der Basis ds auf dem Ellipsoid ist resp. 

4do.1, 4doa.r’; 


der kubische Inhalt des ganzen Ellipsoides ferner gleich 2398@ mal dem der 


; AT 
Kugel, d. i. gleich NBC; also 


3 
[fra = An ABC. 


Vie fey y=rn, reel, 


Man hat 


woraus folgt 


(: & n° & s 
(ge + gr tg) = 


Setzt man den hieraus sich ergebenden Werth fiir r in das Doppelintegral ein, 
und vertauscht 9{, $8, © mit ihren Reciproken, setzt also {{—' statt YQ, ete., 
so erhalt) man 


1 da _ An 
JI EL Byer ABC 

Man hat also das Resultat: Belegt man eine ellipsoidische 
Fliche, deren Halbaxen A, B,C sind, auf die vorgeschrie- 
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bene Art mit Masse 4m, so ist die Anziehung der Masse 
auf den Punkt [a,b,c] Null, wenn er ein innerer ist. Ist 
er ein 4usserer, so wird die Anzichung auf denselben 

4en 

ABE ’ 
wenn man setzt (8. 151, b) 

2 2 2 

5 = - Ph =f eo 


Fiir die X-Componente der Anzichung erhalt man also 


ia 4am 1 
az SEDSYO . a b? 2 
ye Bi riz % 
Hier ist 
2A? — 8 B= O_ Can 


2 


2 b? 2 
C 
= 


a 
jv at yp diiey ke yg nomips 


Legt man zu dem Ellipsoid mit den Axen A, B, C ein unend- 
lich nahes ahnliches mit den Axen A+ dA, B+ dB, C-++ dC, wo also 
dA:dB:dC = A:B:C, 
und fiillt den Raum zwischen den beiden mit homogener Masse, 
so ist das Potential dasselbe als ob man die gegebene Fliche nach 
dem friiheren Princip mit Masse belegt, aber nicht, wie friiher, die 
Masse 47 sondern 4zdlogA iiber die Hiilfskugel ausbreitet. Es 
liegt nimlich auf dem Elemente do der Oberfliche des Ellipsoides 
mit den Axen A, B, C nicht wie friiher die Masse dw, sondern 
odo, wenn @ das Stiick der Normalen auf dem Elemente do be- 
zeichnet, welches durch das Ellipsoid A+ dA, B+dB, C+ dC von 
ihr abgeschnitten wird. Sind 2, y, 2 die Coordinaten cines Punktes 

von do, so sind 
x+ocos(X, NV), y+ecos(Y, N), 2+ ecos(Z, N) 

die Coordinaten des Endpunktes des Perpendikels, welche auf dem 
zweiten Ellipsoid liegen; man hat also 

a-+ocos(X, N) \’ eos(Y, N) \’ 2+ ocos(Z,N) \? 
( ae eC. ) + ( cee » sas 
und wenn man die unendlich kleinen Gréssen zweiter Ordnung 
vernachlassigt 


x cos(X, NV) 
of zen 4 


ycos(Y,N) , szcos(Z, N) dA 
pete Sel ne 
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Setzt man fiir die Cosinus ihre Werthe und reducirt, so wird er- 


halten 
1 dA 


ag 2 2 eee Ge 
yas + a i Cj 


N 


also nach § 45 
odo = A das ABC 


Daher wird die X-Componente der Anzichung der homogenen Schale 
mit der Dichtigkeit 1, welche durch zwei unendlich nahe ahnliche 
Ellipsoide mit den Axen A, B, C und A+dA, ete. begrenzt ist, 
auf einen jiusseren Punkt gleich dem Produkte des obenstehenden 
Werthes X mit ABCdlog A, auf einen inneren Punkt aber Null. 


Es liege ein homogenes Ellipsoid mit den Halbaxen a, 8, y vor; 
die Anziehung desselben auf einen dusseren Punkt a, b, ¢ soll be- 
stimmt werden. 

Man theile dazu das Ellipsoid in unendlich viele ahnliche, 
deren Halbaxen A, B, C sich zu einander verhalten wie a: @:y. 
Nach dem Obigen wird dann die Componente 4 der Anziehung 
des ganzen Ellipsoides, welche parallel der Axe der X gerichtet ist, 


fa 
B =/ XABCdlog A. 
0 
Um dieses Integral in eine iibersichtliche Form zu bringen, driicke 


man simmtliche Verinderlichen durch eine neue s aus, indem 
man setzt 


u s 
A? ey ae | 
Die neue Verdnderliche s hingt dann mit A dureh die Gleichung 
a’ b? Cc A? 


(8) ..- ataist ep) ay allyses B oe 
zusammen, in welche sich (a) verwandelt, wenn man beriicksichtigt, 
dass man hier durch ahnliche Ellipsoide hindurchgeht, dass sich 


also verhiilt 
A: Be = at Bry. 
Ferner hat man dann 


2 24 A* 2 2 2 2 
W=('+) =, VHC +), C=O7+s)4, 
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und durch Differentiation von (@) 
dlog A a” a” b? ce 
en ee 
ds Al Gipsy * Grey T Ge? 
Beriicksichtigt man noch, dass fiir A = 0 man wegen (@) zu setzen 
hat s = oc, fiir A=a aber s gleich der gréssten Wurzel o der 
Gleichung 


a b? rok 
Ola Seedhpae Pate 
so giebt die Kinfiihrung von s in den Ausdruck fiir & das Resultat: 


— 
hol 


Die Componente © der Anziehung eines Ellipsoides mit 
den Halbaxen a, 6, y, welche parallel der Axe @ ist, auf 
den dusseren Punkt [a, b,c] wird durch die Gleichung ge- 
geben 


rae fe ds 
E = —2aapyn [ SSS Se 
4 (+s VR +sV7+s 
wenn die Dichtigkeit des Ellipsoides gleich 1 gesetzt ist. 

Bis hierher folgte ich dem Vortrage von Gauss. 

Da die Anziehung einer Flaiche, die in der S. 154 vorgeschrie- 
benen Art mit Masse belegt war, also auch einer unendlich diinnen 
homogenen Schale, die von ahnlichen Ellipsoiden begrenzt wird, 
auf einen inneren Punkt Null ist, so gilt dasselbe fiir eine solche 
Schale von endlichen Dimensionen. Beriicksichtigt man, dass o in 
(vy) Null wird, wenn [a,b,c] auf dem anzichenden Ellipsoid selbst 
liegt, so ist klar, dass der obige Ausdruck fiir & auch dann noch 
die Anziehungscomponente eines vollen (homogenen) Ellipsoides 
darstellt, wenn der Punkt [a, b, c] nicht ausserhalb, sondern auf 
der Oberfliche oder im Innern des vollen Ellipsoides liegt, voraus- 
gesetzt, dass man dann o = 0 setzt. 

In diesem Falle findet man leicht Dirichlet’s Ausdruck fiir 
das Potential V des Ellipsoides in [a,b,c]. Setzt man 


IO ds 
Seif 
Gh (+e +sV7 +5 


0 
so ist die Anzichungscomponente & des homogenen Ellipsoides mit 
den Halbaxen a, 6, y im Punkte [a,b,c], der inmitten der Massen 
liegt, gleich —2ad. Aechnliche Ausdriicke —2bu und — 2cy findet 
man fiir die beiden anderen Componenten H und Z. Da A, wu, 


Heine, Anwendungen der Kugelfunctionen. 2. Aufl. iit 
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die Buchstaben a, b, c nicht mehr enthalten, so ergiebt die Inte- 
gration dieser drei Gleichungen 

OV OV OV 

=e ape aN OS a CP, 

da db ae 4 


fiir V den Ausdruck 
V =e—ha?—wb’— re’, 

wo e eine Constante bezeichnet, welche man bestimmt, indem man 
a=b=c=0 setzt. Hieraus folgt, dass ¢« das Potential des vollen 
Ellipsoides im Punkte [0, 0, 0], d. i. im Mittelpunkte ist. Theilt 
man das Ellipsoid in unendlich viele aihnliche, so ist (S. 160) das 
Potential einer unendlich diinnen Schale, welche durch Ellipsoide 
mit den Halbaxen A, B, C und A+dA, B+dB, C+dC begrenzt 
wird, gleich dem Produkte von BCdA mal dem Potential der Ober- 
flache des kleineren Ellipsoides, welche auf die friiher angegebene 
Art mit Masse belegt wird. Dies Potential in dem inneren Punkte 
[0, 0,0] war aber auf 5.156 gefunden; man nannte es dort v,. 
Setzt man den Werth ein, so findet man sofort 


are . BCou 
a anf oA = 5 
‘A mA VA +uV~BP+uyC+u 
wenn A:B:C=a:8:y. Setzt man au = A’s, so geht die vorige 
Gleichung iiber in 


Aeon a a faa. 
ay yor+sy@'+sVy?4 84 
Man hat also als Potential des inneren Punktes die bekannte Formel 


- a b? C7 ds 
Tt Ms wee 
‘ epi Cseorre ray acto He =a es Vgc 


Vertauscht man die untere Grenze O mit o, so ist der vor- 
stehende Ausdruck gleichfalls das Potential, aber im Ausseren 
Punkte a, b,c, da er, nach a, b, c differentiirt, offenbar die friiher 
gefundenen Werthe der Componenten 4, H, Z giebt und sich in 
O verwandelt, wenn der Punkt [a, b, c] in’s Unendliche riickt. 


§ 47, Aus dem Werthe, welchen das Potential eines beliebig 
mit Masse erfiillten Ellipsoides resp. seiner mit Masse belegten 
Oberfliche auf der Flache selbst annimmt, kann man das Potential 
im massenfreien Raum ermitteln. In der That zeigen die Formeln 
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fir Z™ im § 45 S. 149—150, dass im n' Gliede in der Entwicke- 
lung des Potentials nach Kugelfunctionen, zuniichst im dusseren 


Raum, der Factor von P” oe O)cosxy die Form annimmt 
ay eo Pn Up” (Q), 

wenn die p Constante (nach , 6, wW) Beneictnent Diese sind so zu 
bestimmen, dass der vorstehende Ausdruck fiir @ =r mit dem 
Werthe iibereinstimmt, den der Factor von P® (cos 0) cosmp aus 
der Entwickelung des gegebenen Potentials in der Oberfliche erhiilt. 
Aehnlich verhalt es sich mit dem Gliede, welches sinxw und u 
statt cosxw und U enthalt. Stellt man die Fornteln zusammen, so 
erhalt man das Resultat: 

Das Potential der Masse eines mit Masse erfiillten Ellipsoides 
oder derjenigen Masse, welche auf seiner Oberfliche ausgebreitet 
ist, sel in dem Punkte (tr, 0,w) auf der Flache selbst gleich f(0, y) 
gegeben. Nach Kugelfunctionen entwickelt sei 


f(9,w) = > sa” po (cos0)cosxw(g, cosxw + g, sin xp), 
n=0 z=0 


wo g und g (bekannte) Constante bezeichnen (die auch den Index 
n enthalten). Alsdann ist das Potential im Punkte 0, = (9, 0, w) 
des dusseren Raumes 


(14)... v= SZ, 


n=0 
Zo) = = a P™ (cos 0) | cossap 3S! pn UL (e) + sinxyp J pu” |. 
m=0 m=0 


Hier hat man die Summen nach m nur iiber soleche m zu nehmen, 
welche dem ~ gleichartig sind. Die p und p sind soleche 2n+1 
Constante, welche durch vier Systeme von linearen Gleichungen 
bestimmt werden. Sind nimlich m und x solche Indices, dass 
MN, #=N, 
so hat man die Systeme 
Pm Ug? (v) = GJx> Sp,ue? (v) = Gx 

wenn fiir einen geraden Index x nur iiber gerade m, von m=0 
incl. an (g, ist offenbar Null), fiir ein ungerades * nur tiber un- 
gerade m summirt wird. 

Fiir das Potential im Punkte 0, = (@, 9, w) des inneren Raumes, 


wenn die Fliche mit Masse belegt oder der dussere Raum erfiillt 
i Re 
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ist, findet man die Formeln, welche aus den vorstehenden sich 
ergeben, wenn in ihnen iiberall U und uw mit W und w vertauscht 
werden. Jedes Glied Z™ des Ausdrucks ist eine ganze Function 
der rechtwinkligen Coordinaten von O, (§ 45, Anmerk.). 

Ist im speciellen Falle das Potential v in jedem Punkte O, der 
Oberfliche eine ganze Function eines gegebenen, des n" Grades, 
der rechtwinkligen Coordinaten von O,, so bleibt es in den Punkten 
O, eine solche der Coordinaten von O,, die sich vollstandig angeben 
lisst, und in der keine Integration unausgefiihrt bleibt. In den 
Punkten O, kommt allerdings daneben eine transcendente Function 
von @ vor; es wird v. von der Form A+ BJ, wenn A, B ganze 
Functionen xn” Grades von cos, sindcosy, sindsiny, rationale 
von @, Vo’—b’*, Vo’—c’ sind, die sich fertig berechnen lassen, J 
ein elliptisches Integral erster und zweiter Art in Bezug auf o ist. 

Die Methode und die wesentlichen Resultate der § 43—47 
habe ich im 42. Bd. des Crelle’schen Journals *) mitgetheilt. 

§ 48. Wir lésen dieselbe Aufgabe, welche hier behandelt wurde, 
durch eine zweite Methode, namlich diejenige, welche im § 38 an- 
gewandt wurde, d.i. mit Hiilfe der Integration von dv =O. Statt 
der rechtwinkligen Coordinaten fiihrt man wie friiher @, 0, w, und 
statt 0, w nach I, (58, a) andere w, » ein, indem man setzt 


pv 
cos0 = TR L 
Ay a ey ae 
sindcosy = a ONEas ts . 
byc*— b? 
(Ee ae i haan pee 
sinOsinw = ue ue ye? Lae 
cV¥c?—b? 


Fiir das Linienelement auf dem Ellipsoid erhalt man in diesen 
elliptischen Coordinaten 


Ou" Oy*-+ Oz” = L?d0?+ M?du?+ Ndr’: 
die Normalen auf den drei confocalen sich im Punkte @, u, » 
schneidenden Flachen (I. 351) sind 
On =X00, do= Mou, Op = Ndr, 


wo man zu setzen hat 


*) §. 70—82: Theorie der Anziehung eines Ellipsoids 
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2. 0 ei) 
(= b)(e"= ec"), 
m? — Cpu v*) 
(Ww? b”)(c?— u”) ’ 
ame (ei US?) 2 
(b?>— v\(e?— vy”) 
Wendet man die Bezeichnung von I, § 87 an, so erhalt man nach 
der dritten Methode I, § 71, S. 307 sofort die transformirte Glei- 
chung fiir das Potential 


2 2 O’v 2 2 Orv 2 2 d*v — 
(15)... (Q'—") a AG ss bE +(u FR = 0, 


wo also ¢, C, & elliptische Integrale der ersten Gattung sind. Die 
Aufgabe besteht darin, (15) so zu integriren, dass sich v fiir 9 =r 
in eine gegebene Function f(0,w) verwandelt, die man auch als 
Function von mw und »v durch eine Function flu, 7] dargestellt 
denken kann. 

Die gesuchte Function wird, wie im § 47, nach Kugelfunc- 
tionen von @ und w in die Reihe 

v= 
n=0 

entwickelt. Z, als Kugelfunction, geniigt der bekannten Differential- 
gleichung nach @ und w, und diese, nach I. 354 in w und » trans- 
formirt, giebt 


GZ) ?Z) 
Multiplicirt man (a) mit e’—w’, summirt das Produkt nach » und 
zieht die Summe von (15) ab, nachdem man daselbst v mit 3Z 
vertauscht hat, so erhalt man, zur Bestimmung der Art wie o in 


+ n(m + 1)(u?— v?)Z™ = 0. 


Z eingeht, 
PZ OZ) as 
CORE fae oe + ae + n(n+1)(u?— 0”)ZM = 0. 


Das nt? Glied des Ausdrucks unter dem Summationszeichen ist selbst eine 
ne Kugelfunction nach @ und yw, oder nach e und we. Der Ausdruck zerfallt 
nimlich in zwei Theile, deren jeder, in (a) fiir Z™ gesetzt, dieser Differential- 
gleichung geniigt. Dies ist sofort klar fir den Theil 


42 (n) - 


da die Differentiation sich nur auf eine Constante (nach 0 und w), auf @ 
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nimlich, bezieht. Den anderen Theil 
C7Z™ = 
Je? + n(n +1)? Z 
e 


setze man gleich w, ~ bilde 


Der ae See + n(n +1)(u*— v*)u. 


Beriicksichtigt man, ae man hat 
Pu a? (PZ OL 
ae? eer. al? ) + (m+ 1)? BOG? 


so reducirt man den zu untersuchenden Ausdruck auf 


OZ OZ Paar 
n(n +1)? ie + oF +n(m+1)(u?—» )| ; 


d.i. auf Null. Fast ohne Rechnung erhalt man dasselbe, wenn man _beriick- 
sichtigt, dass Z” nach I. 376 eine Summe von Lamé’schen Produkten, nam- 
lich von der Form 


2n 
(Cas! EO WESC) 
s—0 


ist, wo die ¢ Constante nach uw, v bezeichnen, welche @ enthalten. Dies 
setzt man in w ein, dass sich nun, nach IJ. 359, in 


u = (b’+ 0”) St,v, E,(u) E.(v) 
verwandelt; dieser Ausdruck lasst sich nach I. 376 in eine Summe von Kugel- 
functionen C und S umsetzen. 
Die Gleichung (6) muss daher noch gelten, wenn man das 
Summenzeichen fortlisst. Wie o in Z eingeht, finden wir 
1) Nach Lamé*) auf folgende Art. Setzt man fiir Z die 
Summe (c), so giebt die aus (b) hervorgehende Gleichung, 


= E.(u) E.()( 5 + [(b?+ c?)v,— n(n +1)v7] t,) = 0) 


dass der Factor von E,(u)E,(v) fiir jedes einzelne s Null, dass 
daher ¢ von der Form sein muss 


ts = psE.(e) + qe). 
Da v im Unendlichen Null ist, selbst und mit seinen Differential- 
quotienten nach jeder Richtung im leeren Raume continuirlich bleibt, 
so schliesst man wie im § 38, je nachdem @ <r oder e>rr ist, 
miisse resp. ¢g = 0 oder p =O gesetzt werden. Zur schliesslichen 
Bestimmung der Constanten p resp. q dient, wie in jenem Para- 
graphen, die Vergleichung der allgemeinen Function Z mit der, 


*) Liouville, Journal de M. T. IV, 126—163. 
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welche sie auf der Fliche annehmen soll. So ergiebt sich das 
Resultat: 

Man entwickelt den gegebenen Werth f(0, y) des Potentials 
in der Fliche nach Kugelfunctionen in die Reihe 


(16)... (GW) = flr] = x, 


und verwandelt jede Kugelfunction X™ in eine Reihe von Lamé- 
schen Produkten 


2n 
(16, a) 3, XO = Sg E(u) EMG). 


Das Potential im leeren Raume ist dann v = SZ, wo je nachdem 
@ <r oder g>r ist, Z) durch die erste oder zweite der folgen- 
den Formeln cere wird: 


(n) 
7 — © Bu) E (v or = 


OME OR OYARE NC) FC) 
Li = 4) Es" (W)Es” (x) PO)? 

Aus I. § 98 weiss man, wie eine Entwickelung von f[u, v] nach 
Laméschen Produkten vorgenommen wird. Unwesentlich ist, dass 
man f zuerst, wie oben, nach Kugelfunctionen entwickelt, und diese 
darauf nach den Produkten; hier geschah dieses nur, um darauf 
hinzuweisen, dass die Glieder, von f sowohl als auch von y, sich 
zu Kugelfunctionen sammeln, und zwar nicht nur um im allgemeinen 
eine klarere Einsicht in das Resultat zu gewinnen, sondern auch, 
weil durch diese Art der Darstellung klar ist, dass Lamé nicht 
genothigt war, ausdriicklich zu beweisen, v lasse sich nach den 
Produkten entwickeln.*) Die fertigen Ausdriicke fiir die g durch 
bestimmte Integrale findet man I. 380—381. Man theilt nimlich f 
in eine Summe von acht gleichartigen Ausdriicken (I. 377); ist einer 
derselben, wie dort, F(u,v), so findet man als Coefficienten g eines 
dem F gleichartigen Lamé’schen Produktes 


9 = fae f FE, EP (EP Ou —9) 86, 
0 0 


*) In den Comptes rendus XX, 1386 sagt Liouville: Non seulement cette 
solution est bien plus simple que celle de M. Lamé, mais, en outre, on peut 
aisément démontrer la convergence des séries employées, ce que M. Lamé n’a pas 
méme essayé de faire, sans doute & cause de la complication de sa formule finale, 
qui pourtant au fond doit revenir et revient en effet & la notre. 
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wenn der constante in E vorkommende Factor so bestimmt wird 
(was auch im weiteren Verlaufe dieses Kapitels geschehen soll), 
dass das Doppelintegral fiir F(u, v) = ES (u)ES (v) gleich 1 wird. 

Diese Form der gewonnenen Lésung fiir unsere Aufgabe ist 
von iiberraschender Einfachheit; bei Anwendungen auf bestimmte 
Falle wird man aber nur in den einfachsten Fallen fertige Resultate 
gewinnen, nicht einmal dann, wenn f eine ganze Function der recht- 
winkligen Coordinaten in der Oberfliche von irgend einem in Zahlen 
gegebenen Grade iiber 7 ist. Denh der Grad der Gleichungen, deren 
Auflésung zur Aufstellung der E erforderlich ist, tiberschreitet in 
diesem Falle schon 4. Man weiss aber aus der oben im § 47 ge- 
fundenen Form der Lésung, dass diese Wurzeln aus dem Resultate 
entfernt werden kénnen und dass es geniigt, Systeme nur von 
linearen Gleichungen aufzulésen. Dies ist der Vorzug der aller- 
dings weniger eleganten Form (14) der Lésung. 

2) Wir wollen schliesslich auch die friihere Form der Lisung 
(§ 47) durch die Methode dieses Paragraphen, durch die Integration 
von 4v =0 ableiten, wie es zuerst ausfiihrlich im 29. Bde des 
Crelle’schen Journals geschah.*) In den wiederholt vorgekom- 
menen Ausdruck 

% = cos/cosn + sin Osin n cos (ty — @) 

fiihre man, wie I. 379, statt 6, w die elliptischen Coordinaten w, », 
statt 7 und w aber g und eine neue Grosse o ein, welche zwischen 
b und ¢ liegt, durch die Gleichungen 


00 : ; Vo? — by o*—6? 
cosn = —— 5 = 
U7) be? Siycosw = 4 bye bk : 
ee re 
sinnsinw = ¢ Ve fee e : 
ais cVc?—b 


so dass cosy grésser als 1, und @ reell ist. Beide Functionen P™(s) 
und Q™(s) geniigen der Gleichung (a), zugleich aber, weil zs nach 
vy und @ symmetrisch ist, auch (6). Die Function mit 2+ 1 will- 
kiirlichen Constanten, welche den beiden Gleichungen (a) und (6) 
gleichzeitig, ferner iiberall den Bedingungen der Stetigkeit und End- 
lichkeit geniigt, ist wie aus 1) hervorgeht 


an 
(@) 6 SGP EO @)EM WENO), 


*) S. 185—208: Beitrag zur Theorie der Anziehung und der Warme. 
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wihrend die Function mit ebenso vielen Constanten, die fiir ein 
endliches @ unendlich wird, im Unendlichen Null ist, aus der vor- 
stehenden durch Vertauschung von E(e) mit F() entsteht. Um 
die friiheren Resultate hier wieder zu gewinnen, haben wir daher 
nur zu zeigen, dass je eine Function mit denselben Kigenschaften 
dieselbe Form hat, welche § 47 aufweist. Wir suchen nun die 
im Endlichen endliche Function auf. Dazu setzt man P(s) in 
die Form 


ZL a (CO, WG” [e, 6] + SH, PS” Le, 6). 
t=0 


Man mache nay 
cjo—b? byc?--o? 
COsv = < Sessa sInv = —————a 
oyc’—b oyvc?—b? 
der Ausdruck I. 355 von C[o,s] wird dann, bis auf einen con- 
stanten Factor, (ef. § 44, S. 141) gleich 
o” ScosmuW,(0). 


m=V 


Bildet man also das Integral 


27 Ov 
Wis P® (sz) OOF: ; 


0 

wo @(v) eine Function von der Form 

Cai a, cosv +-----+ @,cosnu 

+ 6, sinv +---+ 2, sin nv 

mit 2n+1 willkiirlichen Constanten @ und @ ist, so wird dasselbe 
die gleichen Bedingungen wie (d) erfiillen und von der Form sein 
wie der Ausdruck Z im entsprechenden Falle des § 47, naémlich 
von der Form 


Z = & P”(cos0)[cosew Sp, W.” (e) + sin ep Sp,” (@))]. 
i=0 


Dies ist also die Lésung mit 2n-+1 Constanten, in der die Con- 
stanten (§ 47) so bestimmt werden, dass die Function fiir @ = r den 
gegebenen Werth annimmt. 

Durch ein dhnliches Verfahren ermittelt man in dem Falle 
o >r die im § 47 aufgefundene Form von Z™, indem man den 
Ausdruck von Q™(s) zu Grunde legt. 

§ 49. Die Integration der Differentialgleichung Jv = 0 mit der 
noch Nebenbedingungen zu verbinden sind, geschah fiir alle drei 
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Kérper, iiber welche in diesen drei Kapiteln gehandelt wurde, auf 
ihnliche Weise, nachdem einmal die geeigneten particularen Inte- 
grale, erster und zweiter Art, gefunden waren. Diese sind 
fiir die Kugel: 
oe" PX” (cosO)cossw, @” P (cos 6) sinsw, 

e-" 1 P (cos0)cosyw, e-"—' PX” (cos 0) sin vy ; 
fiir das Rotationsellipsoid 

P® (9) P (cos )cossw,. P\” (9) PX” (cos4)sinsyp, 

Qo” (@) P (cos 0) cos sw, Qo” (e) P (cos@)sinsy ; 
fiir das ungleichaxige Ellipsoid, wenn man sich der Lamé’- 
schen Functionen bedient, 

EQ) EO (WEP); FOE? WE” @). 

Im letzten Falle herrseht also bei einer Gruppe vollstindige Sym- 
metrie, indem nur eine Art von Functionen auftritt; jedenfalls kommt 
in diesem Falle nur eine Gattung von Functionen, die Lamé’sche 
Function vor, wihrend in den vorhergehenden bei jedem Gliede zwei 
oder drei verschiedene Functionsgattungen, Grenzwerthe der E, auf- 
treten. Da wo man bei dem Falle des dreiaxigen Ellipsoides es 
zweckmiassiger findet, statt der E und F (welche die Wurzeln héherer 
Gleichungen enthalten, s. 0.) die Functionen U, u, W, w aus § 44 
einzufiihren, muss man auch fiir die Lésung des letzten Falles die 
Symmetrie aufgeben, und hat dann, fiir jedes n, folgende 2n+1 
particulaéren Integrale: 


SWi(Q)P(cosAcossy, ES w\(9)P.” (cos O)sinsy; 
s=0 s=0 


> US” (0) P!” (cos 0) cossy, = us” (0) PS (cos 0) sin sw, 
s=0 s=0 


in denen m Werthe von O bis » annimmt. 

Liouville deutet in seiner obenerwahnten Arbeit aus den 
Comptes rendus, die etwa gleichzeitig *) mit meiner im 29. Bd. von 
Crelle’s Journal veréffentlichen Arbeit erschien, ein Verfahren zur 
Integration von Jv = 0, wenn o <r ist, an ohne es aber weiter 
durchzufiihren; das Verfahren ist nur auf diesen Fall berechnet und 
nicht mehr anwendbar fiir das Potential des 4usseren Punktes @ > r. 
Liouville will nimlich unser Z™ als die ganze Function der recht- 


*) M. vergl. die Bemerkung im I. Bd. des Handbuchs S. 384. 
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winkligen Coordinaten vom Grade n, aufsuchen, welche der Glei- 
chung Jv =O geniigt und an der Begrenzung in eine gegebene 
ganze Function tibergeht, und zwar in die Kugelfunction vom 
Grade x, welche der Entwickelung von [f(0, w) nach Kugelfune- 
tionen angehdrt. Eine Regel fiir die Ausfiihrung der Operationen, 
also eine bestimmte Methode um diese Function zu finden, welche 
bereits im 29. Bd. d. Crelle’schen Journals entwickelt wurde, ist 
in den Comptes rendus nicht angegeben. 

Mit Hiilfe der Functionen E und F nimmt die Entwickelung 
der reciproken Entfernung zweier Punkte T, in elliptischen Coordi- 
naten, eine einfachere Gestalt an als im $44, eine ‘hnliche wie 
sie im vorigen Kapitel, bei den Untersuchungen iiber das Rotations- 
ellipsoid, fiir die dort benutzten Coordinaten erhielt. Auch fiir die 
Green’sche Function, fiir die bei derselben auftretende Dichtigkeit, 
dort x, genannt und fiir die mit G verwandte Function, die im 
ersten Kapitel S. 92 durch den Buchstaben'T bezeichnet war, findet 
man &hnliche Formeln wie im § 40, deren Aufstellung nicht den 
geringsten Schwierigkeiten begegnet. Die letzteren Entwickelungen 
itibergehe ich hier und handele nur noch iiber T, die reciproke Ent- 
fernung der Punkte (0, 0, yw) und (0,7, w) von einander. 

Wie statt 0 und w elliptische Coordinaten uw, » eingefiihrt wer- 
den, so fiihrt man hier noch w,, », fiir 1 und w ein; ferner sei 
o <e, und cosy = cos@ cosy + sinOsinncos(y—w). Man entwickelt 
T nach Kugelfunctionen von 0 und w in die Reihe 


(ih : = Zo, 
wo Z™ yon der Form ist 
2Qn , : 
SS EY (WES), 
s=0 


und ¥ nur Q, 6, “, und », aber nicht w und » enthilt. Diese Summe 
setze man in die Gleichung JT=O ein, welche man in die Co- 
ordinaten uw, v, @ trausformirt hat, also in die Gleichung (15), nach- 
dem dort v mit T vertauscht ist. Dadurch erhalt man nach einer 
einfachen Transformation (I. 361) 
2 ogs(”) H 
3{ SE — [n(n + De? + 0° 06]? EPG EM) = 0. 

Hieraus folgt, dass diese Gleichung auch ohne das Zeichen S, d. i. 
fiir jedes m und s bestehen muss; daher muss der in der Paren- 
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these {} stehende Ausdruck fiir sich Null sein. %# muss daher die 
Form haben 
iB” = aEy” (9) + bF."(@), 

darf aber E nicht enthalten, weil T, folglich Z, folglich # fiir @ = 00 
Null sein muss. Daher hat man a gleich Null zu setzen, und man 
findet, dass Z™ in Bezug auf uw, v, o die Form hat 

Z) = SUE (WOO) FOC). 

s=0 

Es ist T symmetrisch in Bezug auf w und w,, auf v und », auf @ 
und o; in der Differentialgleichung fiir T lasst sich also @ mit o 
vertauschen, und Z erhalt daher die Form 

SES” (u) ES” (»)[aEs” (0) + 6 F"(0)], 
in der aber 6 Null zu setzen ist, weil T fiir o = c endlich bleiben 
muss. Aus der Symmetrie von 7 in Bezug auf « und w,, auf » und 
vy, beweist man endlich, wie in den dhnlichen Fallen in den vorigen 
Kapiteln, es miisse Z die Form haben 


“0 = 96) BO (a) B® (u,) BE (v”) ES” (v,) E(0) F!” (0), 


wenn g eine numerische Constante vorstellt. Um diese zu _ be- 
stimmen, lisst man @ und o zugleich unendlich werden, aber so, 
dass ihe Verhaltniss @:o endlich bleibt und gleich ist 1:r. Als- 
dann wird 
1 
ol = E(o) Fo) =r" 
V1—2rcosy +r? ’ eRe) 


Hieraus ergiebt sich 
Pr(cosy) = & gsEs” (w) ES (~) EL (u, ES (»,). 
s=0 


Vergleicht man hiermit die Formel I, (73), so findet man 
1 
9s 77) [2n+-1) 1) 
Man hat also das Resultat: Die reciproke Entfernung der beiden 
Punkte (@, 4, ) und (6, ,,,) lasst sich in eine Reihe von Kugel- 
functionen entwickeln, die man im § 44, Gleich. (12) findet, und die, 
in Lamé’sche Functionen umgesetzt, giebt 
= 4S 5 SE) BO) EM H,)EO 6, EP OKO) 


wenn o<e, und der constante Factor von E so bestimmt ist, 


§ 50, 16. Cylinder. M3 
dass man hat (1. 380) 


fof YEP WEP OPae = 1. 


Will man diese Formel anwenden, um das Potential zu finden, 
wenn die Dichtigkeit gegeben ist, die Masse mége den Kérper er- 
fiillen oder auf der Oberfliche ausgebreitet sein, so verfahrt man 
wesentlich wie im § 45, I und II. Man hat das Element der Masse 
dann nicht nur nach Kugelfunctionen zu entwickeln, sondern diese 
in Lamé’sche Functionen umzusetzen. So wiirde man unter I, 
weil das Element des Volumens im Punkte (@, 0, w) oder (@, u, v) ist 

da dyds = (e°—m)(?—»*)(u?— 9) de CAE, 
statt des dortigen Ausdrucks, fiir das Massenelement setzen 
hB(u?—0)0c0l, B= (e’—u")(0?—», 

und dann kB in die Reihe der K entwickeln. In dem speciellen 
Falle des § 46, wo die Dichtigkeit constant, nimlich k =1 gesetzt 
ist, reducirt diese Reihe sich selbstverstindlich auf zwei Glieder 
K® und K®, so dass der bekannte Ausdruck fiir das Potential eines 
homogenen Ellipsoides im dusseren Raum bei dieser Art der Dar- 
stellung sich aus drei Functionen E™ und eben so vielen F™, ném- 
lich je einer fiir =O und je zweien fiir » = 2, zusammensetzt. 
Der Ausdruck des Potentials im inneren hohlen Raume enthalt nur 
die drei Lamé’schen Functionen der ersten, nicht die der zweiten 
Art. Wir unterlassen es, die Rechnung auszufiihren, die hier vor- 
kommenden Functionen E®, FO, E®, FC) zusammenzustellen und 
das Resultat dann so zu transformiren, dass es in den schon friiher 
(S. 153 u. 162) gewonnenen Ausdruck fiir das Potential eines homo- 
genen Ellipsoides tibergeht. 


Viertes Kapitel. 
Der Cylinder. 


§ 50. Bei der Uebertragung der Untersuchungen aus den 
vorigen drei Kapiteln auf solche Cylinder, deren Directrix ein 
Kreis oder eine Ellipse ist, auf denen die erzeugende Gerade 
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senkrecht steht, treten statt der Kugelfunctionen, oder allgemeiner 
statt der Lamé’schen Functionen, die Functionen auf, zu welehen 
man yon ihnen durch einen Uebergang zur Grenze gelangte, *) néim- 
lich die Cylinder-Functionen, im speciellen Falle die durch J und 
K bezeichneten (I. § 42), im allgemeinen die des elliptischen Cylin- 
ders © und ¥ Ci. § 103). 

Wir behandeln zunichst den Kreiseylinder und beginnen mit 
der Entwickelung von T, der reciproken Entfernung zweier Punkte 
[~, y,%] und [a,b,c]. Fir die réchtwinkligen Coordinaten ), ¢, y, 2 
fiihren wir andere s, w, r, w ein und bedienen uns folgender 
Bezeichnungen: 

y=reosy, 6b=scosa, 
B=rsiny, c = ssina, 
R? = (y — b)’-+ (2 —c)? = r?— 2rscos(w— w) +s”, 
B= 4 @— a), 


Nach dem Fourier’schen Satze hat man 


Pook cosn(o— a) anf” eee 


Aus I. 192 folgt, dass das Integral nach a die Cylinderfunction 
azweiter Art K(éi}A) ist. 


Denn man hat 


4 os uf 
Ve+R? 7 , tet Rh 


Nach Multiplikation beider Seiten mit cosaACGa und Integration von 0 bis co 
wird die rechte 


lee “f- nee =-f{" oo Vee du 
a Cea ER ur 0 Vu?+K? 
Setzt man ao =i == eis so verwandelt sich das Integral auf der 


Rechten in K (iA). 


Entwickelt man diese Function K nach dem Additionstheorem 
I. 340, so findet man schliesslich, vorausgesetzt, dass s <r ist, 


QB iets © hm >" cosv(y -- wf J, (ids) K, dr) cosd(a— ada. 
0 


*) Diese Functionen treten auch, nach Herrn Mehler’s Bemerkung, bei den 
Untersuchungen iiber das Rotationsparaboloid auf. Vergl. das Osterprogramm, 
Elbing 1870. 
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Fiir manche Anwendungen, bei denen r zuweilen grisser, zu- 
weilen kleiner zu nehmen ist als s, vertauscht man diese Formel 
besser mit der folgenden 


(18)... T= 2Seosr(y—o) fo, (dr), (As) dl, 
0 


wo das doppelte Zeichen hier und weiter unten so zu verstehen 
ist, dass +(a— a) positiv wird. Diese Formel gilt, im Gegensatz 
zur vorhergehenden, fiir jede Grésse von r und s, wird aber bei 
solchen Anwendungen unbequem, bei welchen «—a das Vorzeichen 
wechselt. 

Man beweist (18), indem man von den Gleichungen ausgeht 


1 A dep 1 ye if ss F 
— =. (x—a)—iAN cosy 
w+ +t(w—a)+iRcosp 1 : oy eS tea 


Kehrt man die Integrationsfolge um und setzt dann fiir das Integral von 0 
bis 7¢ seinen Werth J(A}) nach I. 192, wendet endlich hierauf das Additions- 
theorem I. 340 an, so erhalt man (18) unmittelbar. 

Man kénnte auch (17) direkt in (18) iiberfiihren, indem man K(éAN) 
in der Gleichung 


aa 
ra2 wy RCRD eek ead, 


welche nach I. 340 mit (17) iibereinstimmt, nach (e) in I. 197 (a ist dort 
auf der rechten Seite zu streichen) durch 


fo ae 
Z w+ er 
ersetzt. Dadurch verwandelt sich 7 in 
He 7 fies ° cosA(a—a)oa 
ali Heait)sasf Pree : 


und dieser Ausdruck verschafft sofort (18), wenn man fiir das innere Integral, 
welches nach A genommen wird, seinen bekannten Werth setzt 


et (e—a) , 


22 


$51. Wir beschaftigen uns hier mit dem Potentiale eines 
geraden Cylinders, dessen Directrix ein Kreis ist. Seine Axe sei 
die Axe der X. Der Cylinder kann erstens in der Richtung der 
Axe sich nach beiden Seiten ins Unendliche, d.i. von « = —oo 
sich bis # = oo, erstrecken, zweitens von endlicher Hohe 2h sein, 
nimlich sich von « = —h bisa =A, und drittens sich von einem 
endlichen Werthe von 2, er sei 7 = 0, bis a = ~ erstrecken. Die 
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Dichtigkeit der anziehenden Masse im Elemente dt, die k heisse, 
sei eine Function der Coordinaten; diese Masse soll entweder ganz 
im Cylinder oder ganz ausserhalb desselben liegen. Das Potential 


im Punkte O wird dann 
v= [f[tka, 


wo die Integration iiber den ganzen Raum nur innerhalb des Cylin- 
ders oder nur ausserhalb desselben auszufiihren ist. 

Das Potential in dem Falle, dass die anziehende Masse nach 
aussen und nach innen durch je einen Cylinder begrenzt wird, 
behandle ich nicht, da es sich aus den Potentialen voller Cylinder 
durch Subtraction zusammensetzt, gleichgiiltig, ob die beiden Cylin- 
der concentrisch sind oder nicht. Ein Interesse gewinnen die Re- 
sultate erst dann, wenn man die Aufgabe specialisirt, namlich be- 
sondere Annahmen iiber die gegenseitige Lage der Cylinder oder 
iiber die Beschaffenheit der Masse macht. 

I. Die anziehende Masse liegt innerhalb des Cylinders. 
Die Coordinaten a, b, c oder a, s, w sollen der anziehenden Masse, 
x,y,» oder x, r, w dem Punkte O angehéren. Der Radius der 
Directrix sei y. Um die Convergenz der nachfolgenden Ausdriicke 
zu beurtheilen, bedient man sich der Formeln I. 247—248 fiir 
J,(oo) und K,(0o). 

Erster Fall: Die Axe des Cylinders erstreckt sich von 
—oo bis ow. 

Beriicksichtigt man, dass das Kérperelement dt durch sOsdw0a 
ausgedriickt wird, so findet man, wenn r>r, also O ein Ausserer 
Punkt ist, aus (17) 


4 200 r 2) 
Ves =f aaf sos kdwX 
—o 0 0 


S'cosy (wy — wf J, (ids) K, (idv) cosa (a — a)da, 
0 
Man entwickele k im Punkte (a, s, w) in eine trigonometrische Reihe 


(19)... k= S'cosrw.C,(a, s)+sinvw.G,(a, s), 


wo C und © mit k zugleich bekannte Functionen von a und s be- 
zeichnen. Setzt man diesen Ausdruck in die Gleichung fiir V, ein, 
so zerfaillt V, in die Summe zweier Potentiale; es ist nimlich 
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CO) VUE Ue Metre re): 
i 4S'cosmpf af cosdacosdaW Od, 


0 


Waa Gan f Gila, 608. 
0 


wenn W einen Ausdruck bedeutet, der aus U durch Vertauschung 
der Cosinus mit Sinus und der gleichzeitigen von C mit © entsteht. 
Kiner ahnlichen abktirzenden Bezeichnung bedienen wir uns im Fol- 
genden. 

Man iibersieht leicht, welche Abinderungen diese Formeln er- 
leiden, wenn O innerhalb der Masse des Cylinders liegt (0,). Als- 
dann ist 

20@)...° Vz = ti), @ =P), 


wenn U, ebenso aus W gebildet wird wie oben, man aber setzt 
W= K, (rif FGI Cat eieoe sarifh GI Oates 
0 <r 


und UW wie oben aus U entsteht. 


Zweiter Fall: Der Cylinder wird durch die beiden 
Ebenen «& =h und « = —h begrenzt. 

Nimmt man in der Gleichung fiir U das Integral nach a von 
—h bis h, statt von —oo bis 00, so geben die beiden Formeln (20) 
das Potential fiir den vorliegenden Fall, namlich die rechte Seite 
von (20) selbst giebt V. so lange r>vr ist, und die von (20, a) 
giebt V,, so lange zwar r<yr aber « absolut grésser als fh ist. 
Wird r<r und —h<a<h, so liegt der Punkt im Cylinder, und 
dann giebt die letztgedachte Formel das Potential V,, wenn auch 
hier nach a von —h bis h statt von —oo bis oo integrirt wird. 

Eine andere Form fiir das Potential erhilt man dureh Anwen- 
dung von (18). Verfihrt man wie im ersten Falle und setzt, wenn 
+a positiv und >h ist, 


h 
Ve ere f et*4C, (a, $) Oa, 


—h 


wenn aber —h< a <h ist, 


x h , 
We= ef eC, (a, 8) Oa + cif e—'“C, (a, s) Oa, 
ey, x £ 


Heine, Anwendungen der Kugelfunctionen, 2. Aufl iy 


178 Potential. § 52. 20. 


macht man, ferner 


U = 2a 5 cosrp fe 'sds/ J, (Ar)J, (As) WA, 
: 0 : 0 


und wiederum 

Ve = UA, 
so wird V das Potential im dusseren Punkte O, erstens immer, 
wenn +a->h, zweitens, wenn zwar —h<a<h, aber zugleich r>r 
ist. Hat man —h<a<h und zugleich r<t, so geht V in V,, tiber. 

Dritter Fall. Die Axe des Cylinders erstreckt sich von 
ee D1 200; 

Hat der Punkt O eine positive Coordinate 2, so kann man sich 
der Formeln des ersten Falles bedienen um V, und V, zu finden, 
hat in denselben nach a nur von 0, statt von —oo an, bis oo zu 
integriren. Ist aber x negativ, in welchem Falle O immer ein 
iiusserer Punkt wird, so liefern die Formeln, welche fiir den zweiten 
Fall, am Schlusse, angegeben wurden, das Potential V,, naémlich 


Ve = Uo tas (<0); 
U, = 2nE'cosrp [sds JAS, asyexanf eG, (a, s)Oa. 
0 0 0 


§ 52. Beispiel. Wir wenden die im vorigen Paragraphen 
gewonnenen Ausdriicke auf den Fall an, dass die Dichtigkeit k der 
Masse constant, gleich 1 ist. Ein endliches Potential kann man in 
diesem Falle nicht erhalten, wenn die Axe des Cylinders unendlich 
ist, sondern nur im zweiten Falle, némlich fiir eien Cylinder von 
der endlichen Héhe 2h. 


Es liege ein Cylinder vor, dessen Directrix eine beliebig gegehene in der 
Ebene YZ oder BC liegende Curve ist, dessen Erzeugende sich parallel der 
Axe X bewegt, der durch die Rbenen a =h und « = —h begrenzt wird. 
Die Masse, die ihn erfiillt, sei von der Dichtigkeit k, und & eine Function von 
b und c, aber nicht von a. Alsdann ist das Potential in einem Punkte y, 2 
der Ebene der YZ, also z. B. im Punkte [0, y, 3] 


y= af, (fiios(u ++ (—y) 4 (e—5))do 


2 af, [fos VO—y) +(e—s)' do, 


wenn do das Element der Ebene YZ bezeichnet. Fiir ein unendliches A hat 
man daher 


y—angh {frac = —2f [rior (yy + — 5) do. 
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Diese Grenzbetrachtung ist der Ursprung fiir die Einfithrung des logarithmi- 


schen Potentials — denn so nennt man die rechte Seite der vorstehenden Glei- 
chung nach Fortlassung des Factors 2 — geworden. Sucht man namlich die 


: : ae 
Componenten der Anziehung, &, H, Z eines solchen unendlichen Cylinders auf, 
so ist die erste (offenbar) Null, die zweite 


af f- k(b—y)do 

V(b—y)?+(c—2)*’ 

und “ihnlich die dritte. Man erhalt dieselben also durch Differentiation des 
doppelten logarithmischen Potentials nach a, y und s. 


Da k=1, so sind nach (19) alle C und © Null, ausser C,, 
welches wir gleich 2 zu setzen haben. Nimmt man, um die dop- 
pelten Vorzeichen aus den Formeln zu entfernen, x positiv, und ist 
erstens «>h, so wird 


V= a J(ar)e—?# (e4! — e—!) o J J(as)s Os. 


Wegen der Differentialgleichung I. 189 fiir die J ist das letzte Inte- 
gral nach s, unbestimmt genommen, 


Nach I. 243 wird also 
Ve arn f e— 2 (eth — e—4h) Jar) J, (ar) ue («> h), 
0 


und zwar ist dies Potential selbstverstindlich V,; wenn aber zweitens 
O so liegt, dass —h< a <h ist, der Punkt mag ein dusserer oder 
innerer sein, so findet man 


V = Def [2— eMC 4 eI (Ar) (ht) S- 
0 


Man bemerkt, dass JV fiir diesen Werth von V Null oder —47 
ist, je nachdem O der Masse nicht angehért oder ihr angehdrt, 
d. i. je nachdem r>r oder r<r. In der That verwandelt man 
nach I. 340, wenn man die Differentialgleichung der J benutzt, 4V in 


— Ara f J(ar)J,(2x) dd. 


Dies Integral ist aber, wie Herr Weber (Koenigsberg) bemerkt 
hat *), gleich 0, wenn r >t, gleich —4a, wenn r <1, endlich —2n 
Tite 11 

*) Borchardt, J. f. Math. Bd. 75, S. 80: Ueber die Bessel’schen Func- 


tionen und ihre Anwendung auf die Theorie der elektrischen Strome. 
12* 


180 Potential. § 52, Do 


Den Werth dieses Integrals kann man auch, ohne grosse Rech- 
nung, aus der Formel I. 443, (74) ableiten, die dazu dient, eine 
Function zweier Verinderlichen x(r, w) durch ein Integral auszu- 
driicken, nimlich aus der Gleichung 


ne ee 27 
x W) = a. nanf sosf x(s, 0) JAN) Ow. 
0 0 0 


In derselben setze man y= 0, wenn r>r, und y=1, wenn r<t 
ist. Die rechte Seite dieser Formel, welche durch Transformation 
des Fourier’schen Integrales entstanden ist, stellt selbstver- 
stindlich an den Sprungstellen von x — es wurde dies an 
der so eben citirten Stelle nicht ausdriicklich erwihnt, — das arith- 
metische Mittel aus den Werthen der beiden Ordinaten in 
jedem Punkte vor. Es wird also 


Jf rsaryarf” I0s)s6s, 
0 0 


je nachdem r>r1, =v, <r ist, resp. 0, 4, 1. Setzt man fiir das 
letzte Integral, das Integral nach s, seinen schon S. 179 angegebenen 
Werth, so geht das Doppelintegral in 


me I(r) F(a) cd 


iiber, dessen Werth demnach der oben angegebene ist. 

Wird h unendlich klein, so verwandelt sich der Cylinder in 
eine Kreisflache, die in der Ebene YZ liegt, deren Mittelpunkt der 
Anfangspunkt, deren Radius r ist. Die Dichtigkeit der Massen- 
belegung ist 2h; dividirt man denjenigen Ausdruck dieses Para- 
graphen fiir V, welcher gilt, wenn +2 positiv und grésser als h 
ist, durch 2h, und geht zur Grenze (hk = 0) tiber, so findet man 
das Potential der Kreisfliche, welehe mit Masse von der 
Dichtigkeit 1 belegt ist, 


ir es da 
v= emf eFeS(ar) a (an). 
0 
Diesen Ausdruck hat Herr Weber in seiner oben erwihnten Ab- 
handlung §. 88 angegeben. Er geniigt offenbar der Gleichung 
dy = 0, und wenn man nach den Normalen, d. i. nach +a diffe- 
rentiirt und dann a = O setzt, so findet man (M. vergl. S. 64, No. 3) 
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re) ) 

o + ie = sg Jar) J, (Ax) Od, 
d. i. (8. oben) Null oder —4a oder —2z, wodurch dieser Ausdruck 
verificirt ist. 

Der Ausdruck fiir das Potential eines homogenen 
Kreises tritt gewéhnlich in einer einfacheren Form auf, 
ndmlich als elliptisches Integral, so dass also unter dem Integral- 
zeichen eine einfache algebraische, und nicht wie oben, eine trans- 
cendente Function vorkommt. Ich leite die Formel durch ein Ver- 
fahren ab*), welches, wie sich hier zeigen wird, noch anwendbar 
bleibt, wenn die Anziehung nicht nach den Quadraten der Ent- 
fernungen, sondern nach den n-+1'™ Potenzen derselben erfolgt, 
vorausgesetzt, dass x positiv und kleiner als 2 ist. Den beson- 
deren Fall, dass « = 0 und zugleich r<r ist, d. h. der Punkt O 
in den Kreis fallt, erledigt man, indem man ihn als Grenzfall des 
allgemeinen betrachten kann. 

Man hat bekanntlich 


eiiepee 2sinin emt : 
Rv eo gy tt Paar ) 


wir zeigen, wie man mit Hiilfe dieser Gleichung 


tt 27U Ow 
vai s0ef 2 
if) 0 


wenn R’, da hier a Null wird, gleich «*+” ist, in ein einfaches 
Integral transformirt. 
Man erhalt 
i r A Ow 
= y inl 1 1—n fh 3 x : ——— _ aA 
Tt sin yt A Oh sos / (EERILY ag Loestie ee) 
0 Q 0 


die beiden letzten Integrale geben 
arf se a 
A VQ? + a?-Er? + s?)? —4r’s” 
Dies Integral bleibt selbst fiir 40 endlich, da der Fall ausge- 
schlossen war, dass zugleich « = 0 und r <r ist; es lasst sich be- 
kanntlich, selbst zwischen beliebigen Grenzen, ausfiihren und giebt 


*) Borchardt, J. f. Math. Bd. 76 8S. 271—272: Ueber das Potential eines 
homogenen Kreises 


182 Potential. § 52, 20. 


miog(1+u), wenn man setzt 
fh ee ¥(?—r?— 1? — 2")? + 40°? 4 ov?) 
2(A? + x”) 
Daher ist wu die nicht negative Wurzel der Gleichung 
(A? + @)u?-+ (A? + @? + r?—r*)u—r? = 0, 


und man findet fiir v den Ausdruck 


“u = 


v = 2sindun/ A'“logd+u)da. 
0 

Man integrire durch Theile, und beachte, dass log(1+u).4?™ fiir 
24=0 und auch fiir 4 = oo Null wird. Denn 2 —~n ist positiv und 
w endlich fiir 2—0O. Fir 2= oo wird uw unendlich klein, naémlich 
AP a =x") also 

Mat OO Eu) = he a a 
Man hat also 

2sintnmg  (.° en 


2—-n J 1+u Tome 


Ve 


und driickt hier, mit Hiilfe der quadratischen Gleichung zwischen 
wund 4, sehr bequem 4 durch uw, noch besser beide durch eine 
Verainderliche s aus, wenn ws = r° gesetzt wird. Dann wird s die 
nicht negative Wurzel von 
s’—(A’?+a?+r?—1r*)s—(V? 4+ 2’)r? = 0. 
Diese ist im allgemeinen positiv; wenn aber der oben erwahnte 
Grenzfall eintritt, d. i. der angezogene Punkt in den mit Masse be- 
legten Theil der Ebene des Kreises fillt (@@ =0, r< 1), so wird 
sie fiir 4 =O gleichfalls Null. 
Die vorstehende Gleichung setzt man in die Form 


ot re r 
(a)... late Fei 
die zeigt, dass s fiir 4 = oo gleichfalls unendlich wird. Fiir 4=0 


mag s gleich o sein, so dass man hat 


= i 


£ r 

Cia Pa aaenis. 
und fiir o die positive Wurzel dieser Gleichung (@) nehmen 
muss, aber 0, wenn der Punkt O in die Belegung des Kreises 


fallt. Driickt man w, und nach (@) auch A, durch s aus, so findet 


aonle 
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man sehliesslich 


jerome hee = se dee 
as: ellie bani Gerace 

Fiir den Fall des Newton’schen Anziehungsgesetzes hat man 
n gleich 1 zu setzen; die Formel giebt dann das Potential v des 
homogenen Kreises, der mit Masse von der Dichtigkeit 1 belegt, 
und dessen Radius ry ist, in den Punkten, deren Projection auf den 
Kreis von seinem Mittelpunkte die Entfernung r besitzt, und welche 
von der Ebene des Kreises den Abstand a haben. 

Anmerkung. Man kennt auch einen einfachen Ausdruck fiir 
das Potential einer homogenen Ellipse *), mit den Halbaxen r und 8, 
im Punkte [a, y, 5], naémlich 


i a" y” ae ds 
Vea ato 1 “5 2 
5 Pts Ss sete +9) 


wenn o durch die Gleichung 


2 2 2 
x y B 

- + 5 4 ; ak 
0 r°-+o $°+0 


bestimmt wird. Zur Ableitung dieser Formel geniigen nicht die 
einfachen Mittel, welche nach dem obigen Verfahren bei dem Auf- 
suchen des Potentials fiir den Kreis ausreichten; die iiblichen Me- 
thoden fiir die Ellipse **) vereinfachen sich auch nicht wesentlich, 
wenn, wie in dem Falle des Kreises, die Axen r und $ gleich 
werden. Aus diesem Grunde habe ich oben den Kreis nach einer 
besonderen Methode behandelt. Herr Grube findet das Potential 


*) Schwere, Elektricitat und Magnetismus, nach den Vorlesungen von Bern- 
hard Riemann bearbeitet von Hattendorff, Hannover 1876, § 27 u. 28, Gleich. (4). 
**) M. vergl. zB. Grube, Ueber die Anziehung eines homogenen Ellipsoides, 
in Borchardt’s Journal Bd. 69, S. 359-3864. Er findet das Potential mit Hilfe 
' des Satzes, dass 
"270 dw 


V x? + (t cos wp ze ye 


gleich dem Integrale 


af ds 
a a? y? 22 3 SES 
: yi cues Kacey eas Vs(?+s)(8 +5) 


ist, wenn o, fiir s gesetzt, den ersten von den beiden Factoren des Nenners zu Null 


macht. 
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eines homogenen Ellipsoides, indem er dieses durch parallele Ebenen 
in unendlich diinne Cylinder mit elliptischer Basis zerlegt, deren 
Potentiale, die Potentiale von Ellipsen, die mit Masse von con- 
stanter Dichtigkeit belegt sind, er summirt. Da man das Potential 
des Kreises nach der im Obigen entwickelten Methode unschwer 
findet, so war es angezeigt, das Ellipsoid durch die Kreisschnitte 
zu zerlegen, den Ausdruck fiir das Potential des Kreisschnittes 
nach der obigen Methode zu finden und dieses nach der Methode 
des Herrn Grube zu verwenden. ‘Herr Ziige hat auf diesem Wege, 
den ich ihm vorschlug, die bekannte Formel fiir das Potential 
eines Ellipsoides abgeleitet. *) 

§ 53. Es ist noch der Fall zu erledigen (M. vergl. S. 176) 

II. Die anziehende Masse liegt ausserhalb des Cylin- 
ders. Die Coordinaten von Punkten derselben seien noch immer 
a, b, c oder, statt der letzteren, s und w, die von O wieder ag, y, % 
oder x, r, w. Es wird, nur der Kiirze halber, allein der Fall be- 
trachtet, dass O nicht der anziehenden Masse angehért, sondern im 
Cylinder selbst liegt. 

Erster Fall: Die Axe des Cylinders erstreckt sich von 
—oo bis x. 

Man erhalt dann, entsprechend den Gleichungen (20), 

VS UU =D, 

wo U, und WU, dieselben Ausdriicke sind wie U, und ll,, wenn man 
den dortigen Werth von W mit dem neuen 


W = Jari f RSG ORGa Shaue 


vertauscht. 

Zweiter Fall: Der Cylinder erstreckt sich auf der 
positiven Seite der « nicht in’s Unendliche, sondern nur 
bis # = Ah. 

Dann wird der Theil des Raumes von «=h bis «= ow, in 
welchem r <r ist, welcher friiher leer war, jetzt mit Masse erfiillt 
sein, deren Dichtigkeit k man nach (19) in eine Reihe entwickelt. 
Man hat dann das im ersten Falle gefundene Potential noch um 
das Potential dieser Masse im Punkte O zu vermehren. Bezieht 


*) Ueber die Anziehung eines homogenen Ellipsoides, Inaugural-Dissertation, 
Halle 1875; spiter im 10. Bd, der math. Annalen erschienen. 
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sich auf dieses Potential der Index ' so hat man 
Vee Ue 


wo U' eine ahnliche Gestalt annimmt wie U im zweiten Falle 
unter I, némlich 


U, = 2n S'eosmp f sOs J, (Ar) J, (As) Wa, 
0 0 


WV = 47h e—"2C, (a, s) da. 
h 
Wird aber der Cylinder noch dureh eine zweite Ebene «= —h 
begrenzt, so ist der Summe V+V’ noch ein Potential V" hinzu- 
zufiigen, fiir welches man U" nach derselben Formel wie U’ bildet, 
wenn man in letzterer W vertauscht mit 


Wis ante folie C,(a, s) da. 

§ 54. Ich komme nun zu den Aufgaben, die sich, wie in den 
friiheren Kapiteln, auch hier darbieten, wenn das Potential von 
kérperlichen Massen oder von der mit Masse belegten Begrenzung 
auf der Begrenzung selbst gegeben ist. Es handelt sich um eine 
solche Fortsetzung v dieser Function in den leeren Raum, dass v 
den bekannten Bedingungen der Stetigkeit und Endlichkeit, und 
ausserdem der Gleichung geniigt 7v = 0, d. i. in Cylindercoordinaten, 
der Gleichung (I. 340) 


O’v OV 1 ele OV il sy 
(21) eee Ox? | Or? t or wees Ae Wt O. 


Partikulire Integrale derselben sind, wenn a und w willkiirliche 
Constante bezeichnen, 
J, (ArijeosaA(a—a)cosv(—w), K,(Arijcosd(a— a) cosy(w—w); 
e’#J,(Ar)cosy(w—w), eK, (Ar)cosvQp— ow). 
Wir lésen zunichst fiir einen unendlichen Cylinder, dessen 
Axe in die X-Axe fallt und sich von 2 = —oo bis = ~ erstreckt, 
die Aufgabe, das Potential v im inneren und im dusseren Raume 
zu finden, wenn es auf dem Mantel eine gegebene Function F(a, y) ist. 
Man entwickele F(a, y) in eine trigonometrische Reihe 
(22)... F(x, y) = Sf, (a) cosvp + f.(a) sin yp. 


Die Losung der Aufgabe gelingt, wenn die Functionen f und f so 
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beschaffen sind, dass sie durch das Fourier’sche Doppelintegral 
dargestellt werden kénnen. Dann hat man z. B. 


ee e if sai Jf asf, éenvene) (@Eenpe. 


Hieraus ergeben sich die Werthe von v. Setzt man, dhnlich wie 
im vorigen Paragraphen, 


v= Use, 
ri Eas id CAP) aff Spite vated 
U= oy = cosy f Tit) be f, (a)eosd(a—a)da, 
ee CONCH)! vhs Q 
‘ee pee ye 
U.= 5-3 coson f Kory HY t@oosica x) da, 


und fiir W die Werthe, welche durch Vertauschung von f mit f, 
ferner von cosyy mit sinvyy entstehen, so sind v, und vy, die ge- 
suchten Potentiale im dusseren oder inneren Raume des Cylinders. 
Dies sind im wesentlichen die Formeln, welche Herr Kirch- 
hoff gegeben hat.*) Ich fiige noch den Ausdruck fiir die Green’- 
sche Function (§ 29, § 40) hinzu: Liegt der Pol, von dem die 
Anziehung ausgeht, ausserhalb des Cylinders und sind seine 
Coordinaten a, s, w, so wird die Green’sche Function im Punkte 
(a,r, w) des dusseren Raumes 
G= - S' cosr(w—w) ff Kader 
: ) 


‘Ky, (Ati) Ccosa(a a> a) di. 


Die Function x,, welche nach (6) durch Multiplication mit dem 
Werthe des Potentials auf der Begrenzung und des Flachenelements 
do (hier ist do =rdwosw) und darauf folgender Integration itiber 
den Mantel des Cylinders ‘das Potential v im Punkte (a, s, w) er- 
zeugt, wird 

1 
27° 


= K, (Asi) 
K, (Ari) 


Vie >’ cosy (w— w) cosA(a—a) da. 
0 
Aehnlich verhalt es sich mit den Formeln, die sich auf einen im 
Innern des Cylinders gelegenen Punkt (a, s, w) beziehen. 
Anmerkung. In dem Falle, dass die Function F(@, w) von 
x unabhingig ist, wird auch v von a unabhiangig und daher ver- 


*) Crelle, Journal f. M., Bd. 48, S. 348—376: Ueber den inducirten Magne- 
tismus eines unbegrenzten Cylinders von weichem Hisen. 
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wandelt sich (21) in die Gleichung 


O*v Loy TORY 
Or? a3 cinor + r? ow? ail 


Diese hat statt der oben angegebenen partikularen Lésungen, welche 

die Cylinderfunctionen von r enthielten, solche von der Form 
r’cosyy, r-’cosyy, r’sinyw, r—’sinvy, 

und ausserdem die Lésung logr. Soll v fiir r =r sich in eine ge- 

gebene Function /(w) verwandeln, die wir uns durch die Fourier’- 

sche Reihe 


> 4, cosry + a, sinvy 


(f=) 
gegeben denken, so ist der Werth v, der von r=r bis ov, resp. 
v, der von r =O bis r endlich bleiben soll 


Va = & (a,cosry-+aysinoy)(*), 
v=0 ve 


0 ! r\ 
es = (a, cosyw + a, sinvy)) (=) . 

Driickt man die a und a als Integrale durch die gegebene Function 

aus, in welche sich v fiir * =r verwandeln soll, so lassen sich be- 

kanntlich die Ausdriicke mit Hiilfe der Summenformel fiir die geo- 


metrische Reihe summiren und geben 


2 2 i 
7 a! sibs a f[(w)dw 


7 usizie r’?—2rrcos(y—w)+r? ’ 


wo das Vorzeichen + oder — ist, je nachdem r>r oder r <r. 

Denkt man sich aber die Function v an zwei Flaichen r = r, 
und r=r, gegeben (1, >1,) durch f°(w) und f’(w), die in Fourier’- 
sche Reihen mit den Coefficienten a° und a’, resp. a’ und a’ ent- 
wickelt sind, so findet man, wie friiher in dem ahnlichen Falle 
bei der Kugel, auch die den Bedingungen entsprechende Function 
v, welche von r =r, bis r, endlich bleibt. Um sie bequemer dar- 
zustellen, setzen wir 


log =o, 10g t= .6, > log t, =", , 
und finden 
a Or = 14) 0 Fe Oy 
0,— 9, 
2 a@°siniv(o--o,)+a,siniv(o,—o 
_ $ aisinin(o~o,) + a,8inin(—9) orcs 4 my, 


vel sintv(o,— 9, ) 
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wo Ww, aus dem ersten Gliede unter dem Summenzeichen durch 
Vertauschung von a mit a und von cosry mit sinyy entsteht. 

Nachdem man die a und a, wie oben, vermittelst des bekannten 
Integrales durch f ausgedriickt hat, kann man die unendlichen 
Reihen durch elliptische Functionen (M. vergl. Jacobi, Fundamenta 
§ 51, S. 143) summiren, wie es bei dem entsprechenden Probleme 
der Kugelschale geschah. 

In dem vorliegenden Falle erzeugt man zwar noch immer die 
Anziehungscomponenten durch Differentiation von v nach a, y, 2; 
man darf aber nicht iibersehen, dass v hier nicht das Potential des 
Cylinders im eigentlichen Sinne ist, sondern jener Grenzfall, iiber 
welchen im § 52 gehandelt wurde, das logarithmische Potential. 
Fiir dasselbe existirt, wie bekannt, auch leicht durch Betrachtungen 
nachzuweisen ist, welche den unserigen analog sind, eine Function, 
welche die Green’sche vertritt, die nimlich der Differentialgleichung 
des Problems, den Bedingungen der Endlichkeit und Stetigkeit ge- 
niigt und sich, wenn der unbestimmte Punkt (hier (r, w)) auf die 
Begrenzung riickt (hier r =r, oder r, wird) in den Logarithmus 
seiner Entfernung von einem gegebenen Punkte mit den Coordinaten 
s und w (eines Poles, wie wir uns ausdriicken kénnen), welcher mit 
ihm dieselbe «-Coordinate hat, verwandelt, d.h. resp. in 


log yr? —2r, scos(w—w)+ 12, log yr? —2r, scos(w—w)+ 1°. 
In diesem besonderen Falle vereinfacht sich das Resultat dadurch, 
dass die a und a einfache Werthe erhalten, welche keine Integration 
erfordern; denn man hat fiir die beiden vorstehenden Logarithmen, 
wenn man logs = 7 setzt, die convergenten Reihen, resp. 

gies & ie aes Spe uie @) 


v1 


1 


t > e’ (0-7) Cosy(y— @) . 
y 


1b 
Die Function, welche der Green’schen entspricht, ist demnach fiir 
den Pol mit den Coordinaten (s, w), wenn 
logs=¢, logr==o;, logt,=0,, lost, =e 
Uivsaric tyes ees es 


if) 


vesetzt wird: 
ar: a) (Ors v) 7 (t iT% 0) 0 
0, — 9, 


1 § Sura) { ee ieee mb Gael 


as, v sinty(o,—90,) sinty(6,— 0, ) 
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Die Reihe fiihrt, mit Hilfe der Formeln Fundamenta § 51, S. 144 
auf die elliptischen Functionen der drei Gattungen und die Reihe 
2 sinva 
v=o VSinivy ; 

Diese Reihe fiihrt aber nicht auf die elliptischen Integrale 
dritter Gattung selbst, also nicht auf den Logarithmus von den 
Functionen ©, sondern derjenigen Functionen, aus denen die @ in 
aihnlicher Art zusammengesetzt werden, wie der Sinus eines Bogens 
aus dem Produkte zweier IF; sie stellt sich nimlich sofort als Dif- 
ferenz zweier Functionen logO(q, €) dar, wo O das I. 109, in dem 
Zusatz iiber hypergeometrische Reihen, unter (9) definirte unend- 
liche Produkt bezeichnet. 

Fiir die Behandlung derselben Aufgabe bei dem unendlichen 
Cylinder mit elliptischer Basis benutze man den Ausdruck von ®, 
den man am Anfange des § 58 findet. 

§ 55. Wir behandeln hier die Aufgabe des vorigen Parkive pien 
fiir einen Cylinder, dessen Axe endlich (nicht unendlich gross) 
ist, und betrachten zunadchst zwei Grenzfalle, in denen r unend- 
lich wird, suchen namlich 

a) das Potential v im ganzen Raum, wenn es auf einer un- 
endlichen Ebene gegeben ist. 

Wir verlangen, es solle fir «=O sein v=y(r, w). Indem 
wieder +2 positiv genommen wird, stelle man aus den im § 54 
aufgefiihrten partikularen Liésungen der zweiten Zeile zuerst eine 
solche : 

et /# JAR) 
zusammen. Nach dem Additionstheorem fiir die Cylinderfunctionen 
I, (56) zerfillt dieser Ausdruck némlich in eine Summe nach » 
von Gliedern 
et/* J, (Ar)cosy(w —w) X J, (As), 


in denen J(As) als Constante nach a, r, w auftritt. Es wird daher 
oe oO oT SS = a. 
Vv =f ay asf J(Ayr?+-s?—2rseos(w—o))x(s, @) 0 
1 ‘ 
0 0 0 


ein partikulires Integral, welches sich nach I, (74) fiir «=O in 
x(r,w) verwandelt. Man hat hieraus den Satz: 

Das Potential einer mit Masse belegten unendlichen Ebene 
x =0, welehes sich auf der Ebene in eine gegebene Function 
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x(s,w) verwandelt, kann man als Anziehungscomponente in 
der Richtung der Axe der X darstellen, nimlich von der Belegung 


‘ bl ptcon 1 
der Ebene mit Masse von der Dichtigkeit — 9, Us @). 


Denn da man mit Herrn Lipschitz findet 


3a ¢ 1 Tt risa ‘ 1 
wyssore fe a ff Pe yy) ese 
df é & ) 1. ) e Ve? 4H y) 


0 


so verwandelt sich der obige Ausdruck in 


DEVS ey ye x(s, @) —— ata — . 
0 0 


Dieselbe Gleichung findet man sehr leicht durch die bekannte 
Methode der Spiegelung. Wir suchen die Green’sche Function 
fiir einen Pol (a, s,w) im Punkte O = (a,r, 0). Es sei a, also auch 
x positiv. Der Punkt (—a,s, w), das Spiegelbild von (a, s, w), wenn 
man sich die unendliche Ebene spiegelnd denkt, ist von einem 
Punkte O auf der unendlichen Ebene ebenso weit entfernt wie 
(a,s,@). Daher ist die Green’sche Function 

1 . 
V@+ a) +R? 

Um die Gleichung (6) des § 29 anwenden zu kénnen, beachte 

man, dass man hat 


1 
V@— ay +R? ’ 
dass auf der Ebene « Null und dass die Richtung von », mit der 
Richtung der positiven x tibereinstimmt. Daher ist 
1 a 
20 ya'+ RK 
Beachtet man, dass fiir do zu setzen ist rdrdw, so erhalt man 
demnach aus (6) fiir v das Potential im Punkte (a, s, w) 


= oe tori, Sees rae ’ 


0 


% = 


diese Gleichung stimmt mit der obigen fiir v tiberein, wenn man 
nur r und w mit s und 7 vertauscht. 

Dieselbe Methode liesse sich auch auf die Bestimmung des 
Potentials in dem folgenden Falle 6) anwenden; es bedarf dazu 
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einer unendlichen Reihe von Spiegelungen gegen die beiden dort 
vorkommenden Ebenen. 

b) Das Potential sei auf zwei parallelen unendlichen 
Ebenen gegeben, und zwar sei v= C(r, p) fiir ¢ = h und v= 7(r, W) 
fiir «= —h. 

Aus denselben Lésungen wie im ersten Falle setze man die 
Lésung 


orn) Qn foo) 4 2 
QV =f sos n(s, odo f EUS giasyey 
0 0 0 


sin 2¢Ah 
¥ ee * sintA(h + a 
sh shes C(s, odo ff ee JAR)AOA 
zusammen, die in dem Raume von « = —h bis «x =h allen Be- 
dingungen gentigt. Die Fortsetzungen von «=h bis « = oo und 
von «= —h bis x = —oo findet man aus der Formel fiir v unter 


a) durch eine Coordinatentransformation, indem man im ersten Falle 
in derselben den Exponenten Aw von e mit —A(#—h), im zweiten 
mit A(h-++- x) vertauscht. 

Fiir die Dichtigkeit x,, welche in (6) auftritt und sich zunichst 
auf die Green’sche Function bezieht, in den beiden Ebenen #=-+-h 
findet man aus der vorstehenden Formel fiir v nach der Methode 


von 8. 91 
i) “ sintA(h+a) 
ae — -sinQiah CEN ats 
§ 56. Die Axe des Cylinders sei, wie im Falle 6), gleich 2h, 
der Radius r der Directrix aber endlich. Wir suchen das Potential 
v in dem yom Cylinder eingeschlossenen hohlen Raume (O<r <r; 
—h<a<h) auf, wenn der Werth von v auf dem Mantel und den 


beiden begrenzenden Kreisen vorgeschrieben ist, nimlich 

Vi (Tap). il wo — Nt, 

Y — Gy) eae 

Wee (ee) er 
Damit die Punkte, welche auf der Peripherie eines Kreises liegen, 
sowohl dem Mantel als der Ebene angehéren kénnen, miissen diese 
Functionen so beschaffen sein, dass man hat 


F(h, yp) = Cr, w), F(—h, pW) = 00, py). 
Herr H. Weber hat in seiner erwahnten Arbeit in Borchardt’s Journal 
Bd. 75, S. 87 den Ausdruck fiir das Potential eines Kreises mit dem Radius 
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r gefunden, welches sich auf dem Kreise selbst (fiir 2 = 0) in 4 verwandelt. 
Er erhilt, wenn wieder + a eine positive Zahl bedeutet, 


2 ie 2 On 
v= e+ sin Ay J (Ar) — - 
es (Ar) 
Es ist klar, dass dies in der That der Ausdruck fiir das Potential ist; denn 
erstens geniigt diese Function der Gleichung Zy = 0. Ferner, fiir « — 0 


verwandelt sie sich (I. 184) in 
Ey wee oh 4 ln oO | a 
ah sin Ar J (Ar) soars mae anf cos(Arcos p)sin Ar = 


Bekanntlich wird das innere Integral, nach 4, gleich 470, 7 oder 0, je 
nachdem reosq kleiner, gleich oder grésser ist als y. Daher wird v in der 
That auf der Ebene des Kreises, wo r <1 ist, gleich 1, auf der Peripherie 
desselben gleich 4. 

Die Dichtigkeit der Masse, mit welcher der Kreis belegt werden muss, 
um dies Potential zu geben, ist nach Herrn Clausius *) 


1 i 


—_ 
1” yre—r? 

Da namlich die Normalen auf den Kreis die Richtung der positiven und ne- 

gativen x haben, so ist (m. vergl. S. 91) fiir « = 0 


ov Maia. 
Ann = ag pee = eat sindy J(Ar) Od. 


Setzt man fiir J(Ar) seinen Werth aus I, (30, f), so wird erhalten 


s D) D ' (2) ; og 
4 = =f snr af sin soley acre 


0) 


Nach dem Fourier’schen Lehrsatz ist die rechte Seite gleich 0, wenn r > fr, 
und gleich dem oben angegebenen Werth, wenn r< Y genommen wird. An 
der Grenze r= vy wird der Ausdruck von % unendlich. Denn er wird gleich 
der Grenze von 

AN / eee 

[ e-Psindr (ar) da 

0 
fiir em unendlich kleines positives a Man kann, abnlich wie I, § 64, S. 242 
auch dies Integral ausfiihren und dann a abnehmen lassen. Man findet dann, 
dass der Ausdruck zu oo wichst. 


TC 


Erste Methode. Das gesuchte Potential zerfaille man in die 
Summe von zweien, indem man setzt v=v,+v,. Man bestimmt 
vy, so dass es den ersten beiden von den obigen drei Bedingungen 
fiir v geniigt; dies leistet zB. der Ausdruck vy im § 55 unter b), 
wenn man dort nach s, statt bis oo, nur bis r integrirt. Wir 


*) Ueber die Anordnung der Elektricitiit ete. Poggendorff’s Annalen, Bd. 86. 
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setzen deshalb 
Yr 270 ee 
2nv, = Hi ssf dof [n(s, w)siniA(h — x) 
0 0 0 


+£(s, o)sinia(+ oy} 2) Chey 


in 2idh 
Wenn man bei der Priifung «=h ame x= —h setzt, so darf 
man nicht iibersehen, dass man dann die Grenze des fertigen drei- 
fachen Integrals fiir «= h oder «= —h zu nehmen hat; wiirde 


man in dem Ausdruck, welcher dreimal zu integriren ist, x diese 
Werthe geben-und erst dann integriren, so wiirde als Werth des 
Integrals zwar 2~C(r, w) resp. 2an(r, w) erhalten wenn r <tr, 
aber nur die Halfte wenn r =r gesetzt wird, weil man den Werth 
O findet, sobald r>r ist. M. vergl. S. 180. 

Die Function vy, verwandelt sich fiir r=r in eine Function 
von x und w, die wir mit M(#, w) bezeichnen wollen. Diese Fune- 
tion ® ist daher als bekannt anzusehen. 

Hiernach bleibt noch tibrig, die Function v, so zu bestimmen, 
dass sie im Cylinder die Eigenschaften eines Flichenpotentials be- 
sitzt, sich fiir =r in eine gegebene Function von x und w, nim- 
lich in F(@, p)— O(a, wy), endlich fir «=h und «= —h in 0 
verwandelt. 

Man entwickele dazu F—@, wie es in (22) mit F geschah, in 
eine trigonometrische Reihe 


F(a, ~)— O(a, v) = 3" f,(w)cosrp + f(a) sino; 
jede von diesen Functionen f und f, die fir «= —h und ea=h 
verschwinden, entwickele man in eine Sinusreihe, setze nadmlich 


ere . u(e+h)n  S . u(et+h)a 
f,(@) Satine i Heer = fu sin =A 


Die gesuchte Function v, wird dann durch die Gleichung gegeben 


J, (ixumr) 


mae Oo 3 ey 
= 2 sin(@+ h)xunS Secreto | 


(Cu, Cosry + Cy, Sinvy), 
1 : 
in welcher x, des bequemeren Druckes wegen, fiir Oh gesetzt ist. 
Zweite Methode. Die Ausfiihrung des obigen Verfahrens fiir 
bestimmte Functionen ¢ und 7 verursacht dadurch Schwierigkeiten, 
dass in der Regel die Function ® und damit v, ziemlich complicirt 
wird. Man kann aber ein Potential w, so bestimmen, dass es, wie 


Heine, Anwendungen der Kugelfunctionen. 2. Aufl. 13 
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oben y,, sich fiir «=h und «= —h in die Functionen ¢ und » 
verwandelt, dass es aber noch ausserdem fiir r =r in 0, nicht wie 
oben in @(a,y) tibergeht. Setzt man nunv=w,+4,, so hat man 
u, so zu bestimmen, dass dies Potential sich fiir r =r in die ge- 
gebene Function F(#, w) verwandelt. Man findet also fiir u, den- 
selben Ausdruck wie oben fiir v, mit dem einzigen Unterschiede, 
dass die ¢ und ¢ sich nicht auf die Entwickelung von F—@, son- 
dern auf die unmittelbar gegebene Function F selbst beziehen. 

Sonach ist nur noch statt der friiheren Function v, eine neue 
u, zu bestimmen, die sich fir =h in C(r, wy), fir c= —h in 
n(r, w), fiir r =v in O verwandelt. Wir setzen sie aus partikuléren 
Integralen 

J, (Ar)sin iA (ath) cos» Ap — w) 

zusammen, indem wir A die positiven Werthe ertheilen, welche 
Wurzeln der Gleichung J,(Ar) = 0 sind. Eine Summation in Bezug 
auf diese Wurzeln, deren Anzahl unendlich ist und die simmtlich 


reell sind, wird unten durch ein vorgesetztes S bezeichnet. Wir | 
setzen, wenn e, %, ¢, 3 Functionen von r vorstellen, 
URC D S"e,(r)cosrp +e, (r)sinow, 
Cie) = S's, (r)cosyp + 3r(r)sin vw, 
e(n=SenhAr, eo =Scad-(an, 


N=, 0) =Sb2J,An. 


Die Constanten c, c, b, 6 werden bekanntlich*) durch eine Inte- 
gration aus den Functionen e, e, %, 3 gefunden; es ist namlich 


2 ye : 
= -—— a y(r) J, (ar)r Or, 
[rds any) e, (r)J, (ar)r or 
Als die gesuchte Funetion, die allen Bedingungen geniigt, findet 
man hieraus 


Cy} 


u, = H+ Z, 
wenn gesetzt wird 


sin Ai(h— ax 
== S aaa: (Ar) (ey,cosrp + cy,sinvyp), 


und Z aus H durch Vertauschung von 2 mit —a und von ¢ und 


*) S. den Zusatz zu diesem Kapitel. 
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¢ mit 6 und 6 entsteht. Das Summationszeichen S bezieht sich, 


gemiss der Erklirung, fiir verschiedene Werthe von » auch auf 
verschiedene Wurzeln 4. 

Wiirde man u, nicht die Bedingung auferlegt haben, sich selbst 
fiir r =r in O zu verwandeln, sondern, wie bei manchen Aufgaben 
der Wirmetheorie gefordert wird, statt dessen der Gleichung zu 
gentigen 

Ou, 

Or 
wo h eine gewisse von Fourier eingefiihrte Constante vorstellt, 
so wiirde die Methode nicht wesentlich zu modificiren sein, und 
das Resultat dieselbe Form behalten. Wie man oben die Wurzeln 
A der Gleichung J(Ar) = 0 benutzte, so handelt es sich hier um 
die Wurzeln der Gleichung (M. vergl. § 82.) 


He uae =) J, Ax) = 0. 


anus = Oe fur ray - 


D] 


Entwickelt man eine Function von r, wie die obige e,(r) in eine 
Reihe 


S cad, (ar), 


wo sich die Summation auf jene Wurzeln 4 bezieht, so erhaélt man 


Sp (ce ey a 
Cy = xia . Gian c,(r)J,(ar)r dr. 


§ 57. Auch den dritten Fall der Aufgabe aus § 54 ziehen wir 
in unsere Betrachtung, in welchem naimlich der Cylinder sich aus 
dem Endlichen in’s Unendliche, d.i. in welchem die Axe des 
Cylinders sich von © =0 bis =o erstreckt, und das Po- 
tential in dem inneren Raume, d.i. fiir alle positiven x, waihrend 
r<r ist, gefunden werden soll, wenn man sich v fiir r=r ge- 
geben denkt. Der gegebene Werth von v an der Begrenzung sei 

w= ora), tir, ae 0; 
Was Gay): Ser ey 
wihrend man ausserdem setzen muss v = O fiir v = ow. 

Man zerlege wiederum v in die Summe vy~v,+v,. Nach 

Analogie des Verfahrens bei der ersten Methode im § 56 setze man 


fiir vy, einen Ausdruck ahnlich dem unter a) im § 55, namlich 
13 
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2nV, = fee cine wow f~ e~® JAR) AGA, 
0 0 0 


der im Innern des Cylinders die Eigenschaften eines Flachen- 
potentials besitzt und fiir « = 0 in n(r, w) tibergeht. Die Function, 
in welche er sich fiir r =r verwandelt, heisse O(a, w). 

Entwickelt man ferner nicht F(a, wy), sondern die Differenz 
F—@, die fiir 2 = 0 verschwindet, in eine trigonometrische Reihe, 
und setzt, ahnlich wie in (22) 


F(a, p)— O(a, p) = S"f,(a)cosrp + f,(x)sin wp, 


so wird v, mit v auf S. 186 nahe tibereinstimmen, und man erhiilt 


wag ef sin Aa ae auf [f,(a) cosyp-+f,(a)sin»y]|sin daca. 
Auch die zweite Methode des § 56 bleibt in diesem Falle an- 
wendbar; man findet hier offenbar, wenn man setzt v = u,+u,, 


u, = Dy) S e—’# J, (Ar)(c,,cosvp + cy, 8in yy), 


wo die Buchstaben c und ¢ dieselbe Bedeutung haben wie auf 
8. 194; fiir u, hat man das obige v, zu nehmen, wenn man nur 
bei der Entwickelung in die trigonometrische Reihe @ gleich 
Null setzt. 

Wir wenden die vorstehenden Formeln auf den Fall an, dass 
das Potential des unendlichen Cylinders an der Basis «=O die 
Constante 1, auf dem Mantel 0 sein soll. Man geht davon aus, 
dass das dreifache Integral vy, des laufenden Paragraphen sich, 
ahnlich wie v auf S. 190, als Anziehungscomponente einer Flichen- 
belegung darstellen lasst. Man findet namlich wie dort 


0 [* [?" 7(s, @)sdsdw 
2nv, = —=— —— 
af J ee 


Die rechte Seite ist aber die negative Anziehungscomponente nach 
der Richtung der a des Grundkreises mit dem Radius r, welcher 
mit Masse von der Dichtigkeit (s, w) belegt ist, im Punkte (a, r, w). 
Setzt man, was in unserem Falle geschehen soll, 7(s,@)=1, so 
ist das Integral auf der rechten Seite das Potential eines homogenen 
Kreises; wir kennen dasselbe bereits aus S. 183 in einer einfacheren 
Form, und haben daher 
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45 3; Os 
WV, =X = 
2 
LE Ge ERIS yee 
( ie ) Vs s rts 
wo o derjenige positive Werth von s ist, welcher den Nenner des 
Ausdrucks unter dem Integralzeichen zu Null macht, eventuell 
gleich 0. Dass v, sich wirklich in 1 fiir « =O verwandelt, zeigt 
man sogleich, wenn man s=a’w setzt. Fiir s =o wird dann u 
eine Wurzel v der Gleichung 
av? + (y?— r?— 2) y— rx? = 0, 

Ferner hat man nach dieser Substitution 
(oy fe Ou 


7 e 
ey 0? 4 2 u)uyu yi 


2 ) 


Vig == 


2 ¥/ 


— tay 


also fiir 2 = 0 


Pea e ae e ae Ou 
sr BA = sa 
Vien eerY Me wV¥( ?—r?)u—t? 


anhisey ==) 1, 

Da nun F auf dem Mantel gleich Null gegeben ist, @(w, w) aber 
den Werth v, hat, in dem man r=r machen muss, so ist F—@, 
die Function —v,, von 2 allein und nicht mehr von w abhangig, 
also gleich f,(#) zu setzen, wahrend alle iibrigen f, und alle f, 
Null sind, so dass man erhialt 


‘si ii os J(idr) 3 ; 
Vine Bale sin dx Tia) anf f,(a)sin dada, 


Zum Zwecke einer weiteren Reduction des Ausdrucks von v, 
setzen wir fiir $f,(@) nicht den so eben aufgefundenen Werth von 
—y,, sondern den, welcher durch Differentiation nach 2 aus dem 
Ausdruck des Potentials v auf 5.180 stammt. Nennt man dort 


den Integrationsbuchstaben 6, so hat man 

fee} foe} J ° - is0) : 
Wee ty | ve sind IGYIE) Fons anop f e—“® sin adda, 
0 0 0 


was sich auf das Doppelintegral reducirt 
thee J(idr) ; 
Vee —aef sinha Tle) ven fr (GE A CO) eee B oe 


Das Potential v =v,-+-v, ist also durch die Summe eines ellipti- 
schen Integrals vy, und eines Doppelintegrals v, ausgedriickt, 
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Die Lisung dieser Aufgabe bietet auch insofern einiges Inter- 
esse dar, als v zugleich den permanenten Warmezustand in einem 
Cylinder von unendlicher Linge mit endlichem, nicht unendlich 
kleinem Querschnitt bedeutet, wenn die Basis des Cylinders, der 
im Endlichen liegende Kreis fiir welchen man hat « =O, in der 
Temperatur 1, der Mantel in der Temperatur O erhalten wird. In 
diesem Sinne handeln wir hier noch speciell von der Temperatur 
oder dem Potential auf der Axe. 

Man hat also r gleich Null zu setzen, und findet die Tempe- 
ratur v in dem Punkte der Axe, welcher von dem Grundkreise um 
« entfernt ist, als Summe der entsprechenden Werthe von v, und 
v,, nimlich von 

xv 


— i 
V+ a? 


und von 
wy kee K, (to) SS Ge Oe 
uf sin Oa—A4 if ere 
heats Tia) pet adie) 
Auf den letzten Ausdruck reducirt sich naémlich v, nach einigen 
Transformationen, indem man fiir r =O zuniichst erhalt 


ah Lees ee an eae 
Ope = ff sin r Jai) ot AP? 


setzt man 


a a e—e0shzdz, —J,(8)= re ; 


integrirt nach @ durch Theile, und beriicksichtigt I. 237, sowie, 
dass nach S. 192 


if J(8)sinBzdz 
0 
gleich («*—1)-* oder O wird, je nachdem s > 1 oder z <1 ist, so 
entsteht der angegebene Ausdruck fiir v,. 
Durch die zweite Methode erhalt man ein Resultat von ein- 
facherer Gestalt; hier ist u, = 0, also reducirt sich v auf u,. Nach 


S. 194 hat man die Function $e,(r) gleich 1 zu setzen und in die 
Reihe 


1 = NenJ,(ar) 
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zu entwickeln; nach der dort gegebenen Formel findet man 

a 2 

7 AvJ' (Ar) ’ 

und hieraus die Temperatur in den Punkten mit den Coordinaten 
x und r im Cylinder, namlich 


_ 2 QeNGr) yop Be VA yf 
ak ‘i Sei aaw . 


wenn die Summe sich wie oben auf alle positiven Wurzeln 4 der 
Gleichung J(Ar) = O bezieht. Nach I. 247 wird, wenn nicht r gleich 
Null ist, fiir grosse 2 angenihert 


Co. = 


I(r) 7 cos 7 ir) ie 
aware) > rahi wee ir) alt ; y2 cos (4 -ar ); 
4 


fiir r =O ist es leicht, den vorstehenden Ausdruck zu modificiren. 
In diesem Falle giebt die Formel das (selbstverstindliche) Resultat, 
dass v eine Function vom Verhiltnisse x: ¥ ist. 

Was am Schlusse des § 56 iiber eine verwandte Untersuchung 
in der Warmetheorie gesagt wurde, gilt auch hier: wenn fiir r=r 
nicht v sondern 


Null sein soll, so ist eine nur geringe Modifikation in der Behand- 
lung und im Resultate erforderlich. 

Dass der gefundene Ausdruck von v fiir r =r sich in O ver- 
wandelt, ist klar; auch ist leicht nachzuweisen, dass er im Innern 
den Bedingungen des Potentials geniigt. Nach dem bekannten 
Fundamentalsatze von Abel iiber die Grenze der Convergenz fiir 
Potenzreihen verwandelt sich v fiir «=1 in 

2 J(Ar) 
ae AI AL) s. 
vorausgesetzt, dass diese Reihe convergirt. Es ist also noch nach- 
zuweisen, dass diese Reihe convergirt und ferner, dass sie den ver- 
langten Werth 1 zur Summe hat, wozu der Nachweis des Letzteren 
allein geniigt. Im Vorhergehenden ist dies in der That nur unter 
der Voraussetzung bewiesen, dass sich 1 in eine nach den J(Ar) 
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fortschreitende Reihe, die noch dazu in gleichem Grade convergirt, 
entwickeln lasse; wir tragen deshalb den Beweis nach. 

Streng genommen wird aber noch mehr verlangt, da v als 
Potential nicht nur nach zwei Richtungen r und x, sondern nach 
jeder Richtung continuirlich sein muss.*) Dass der fiir v gefundene 
Werth bis in die Grundfliche nach jeder Richtung continuirlich sei, 
ist bis jetzt noch nicht nachgewiesen worden. 

Um den Werth der obenstehenden Reihe, welche sich auf den 
Fall 2 = 0 bezieht, zu ermitteln, kann man von der Betrachtung 
des Integrales 

i J(rz) 

in 6 J (1s) 
ausgehen, welches tiber alle Punkte 2 genommen wird, die auf der 
Peripherie eines unendlichen Kreises liegen. Dies ist Null, vor- 
ausgesetzt, dass, wie in unserem Falle, »< r genommen wird. In 
der That setzt man 

2=o(cosp+ising), e@=, 

so ist dz:% gleich idg, also endlich; aber J(rs): J(vs) wird nach 
I. 248 (ev. nach der dort angegebenen Methode, welche zeigen 
wiirde, dass J,(a+ pi), wenn p eine positive unendliche Zahl ist, 
gleich 


EP e— 44” 

V2pn 
wird) tiberall auf dem Kreise unendlich klein mit Ausnahme des 
Stiickes, welches einem unendlich kleinen Bogen p entspricht, auf 
dem x reell, = +e wird. Dort ist aber (I. 247) 

J(re): J(ve) = (cosre+sinre) yr: (cosre + sine) /r, 
also endlich, wenn man ¢ nicht gerade einen solehen unendlichen 
Werth giebt, der J(vA) zu Null macht. 
Setzt man fiir das Integral die Summe der Residua, und sum- 

mirt durch das Zeichen S, wie oben, tiber die positiven 4, so ent- 
steht sofort die gesuchte Gleichung 


J(rk) 
iO) Saari as'@l) 


*) M. vergl. den §6 meiner Abhandlung Ueber trigonometrische Reihen im 
71. Bande von Borchardt’s Journal. 
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Bei dieser Verifikation ist der Fall r= 0 auszuschliessen, dessen 
Behandlung eine selbstverstindliche Modifikation néthig macht. 

Wie hier 1 in eine nach Funetionen J(dr) fortschreitende 
Reihe entwickelt werden konnte, wenn 4 alle Wurzeln der Glei- 
chung J(Ar) = 0 durehlauft, so lasst sich nach der Regel auf S. 194 
jede continuirliche Function f(r) in eine Reihe 


fe) = fedQr) 


entwickeln, wo gesetzt ist 


nS [aE v f@)JAr)rdr, 


sobald die gefundene Reihe in gleichem Grade convergirt. 
Dies und noch allgemeinere Satze habe ich im 89. Bande von 
Borchardt’s Journal bewiesen. M. vergl. den nachfolgenden Zu- 
satz zu diesem Kapitel. 

Der kleinste Werth von Ar, durch welchen J(Ar) zu Null wird, 
ist angendhert 

Av = 2,4049 
der nachste schon 5,521; die grésseren liegen zwischen 8,6 und 8,7, 
zwischen 11,7 und 11,8, zwischen 14,9 und 15, etc. und na&hern sich 
immer mehr der Summe von }z und je einem ungeraden Vielfachen 
von $7. 

Nimmt man w so gross, dass fiir die angendherte Berechnung 
von v das erste Glied der Reihe geniigt, so findet man aus der 
Temperatur im Punkte x der Axe, die & sei, diejenige in den 
Punkten, welche ebenso weit vom Grundkreis entfernt sind (das- 
selbe « haben). Ein in der Entfernung r von der Axe pelesener 
Punkt hat dann offenbar die Temperatur 


v = ky(2,4049-). 


So sind in den Punkten, in welchen = gleich 
ee yer caer ne athe ae 
wird, die Temperaturen gleich k multiplicirt resp. mit 
1, 0,960, 0,846, 0,671, 0,455, 0,224, 0,000, 
Zahlen die, wenn man von der Axe aus sich zum Mantel hin be- 
wegt, zuerst langsamer, dann, etwa von der Mitte des Weges aus, 
schneller als r:r zu Null abnehmen. 
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§ 58. Wir kommen nun zur Behandlung einiger Aufgaben iiber 
das Potential eines Cylinders, dessen Directrix eine Ellipse ist, deren 
Excentricitait 1 sein mége. 

Bezeichnung. Den Buchstaben’r, w, s, w in den vorigen Para- 
graphen sollen hier @, g, 0, @ so entsprechen, dass man setzt 

y = rcosw = oecosg, SCOSW = OCOSH, o = cos, 

z=rsinw = Vo?—1sing, ssinw = yo’—I1sina, o = cosiv, 
woraus die Gleichungen folgen — 

sOsdw = (0’— c0s*a) da mrt = sin(@ + w)sin(@— wv) da 0v, 

Rt? = r?—2rscos(w—w)+s? 
= (eo — cospcosa)’ — (Vo’?—1 yo?—1— singsina)’ 
= [cosi(u-+v)— cos(g—@)][cosi(u— v) —cos(p+a)]. 

Die vorstehende Zerfaillung von % in ein Produkt habe ich nur 
deshalb hierhergesetzt, weil sie von Wichtigkeit bei der Behandlung 
solecher Aufgaben tiber das Potential einer Ellipse ist, bei denen es 
auf die Entwickelung von log in eine Reihe ankommt, wie bei 
der Untersuchung iiber den Durchgang eines constanten elektrischen 
Stromes durch eine Ellipse oder iiber das logarithmische Potential 
einer solechen. Man vergl. hieriiber meine Bemerkungen im Monats- 
bericht der Akademie zu Berlin v. 5. Marz 1874 und meine Arbeit 
im 79. Bde von Borchardt’s Journal. 

Transformirt man die Gleichung 4v = 0, indem man die Co- 
ordinaten 9 und @ statt y und 2 einfiihrt, so erhalt man (I. 308) 
zunaichst als Ausdruck des Linienelements 


Ox? + by? +s? = dx? + (0?— eos’ ep) Jeg" + ae i 


und hieraus die transformirte Gleichung 
2 2 
Sgr tVO—1 gp WT) + @' cos") Se = 0. 
Particulare Lésungen dieser Differentialgleichungen sind (I, $103) 
Ucosix, Usindx, Ue-**, 
wo U, wenn man (S. 0.) 
u = log(e+Ve—1), e@ = cosiu 

statt @ einfiihrt, der Gleichung 


2 2 
(a) sa }- = + A?(cos’ p — cos*iu) U = 0, 
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in den beiden ersten von den drei Fiillen mit dem oberen, in dem 
letzten mit unterem Vorzeichen geniigen muss. 

Wir behandeln fiir den elliptischen Cylinder die Aufgabe des 
§ 56, suchen also, indem wir den dort bei der ersten Methode vor- 
genommenen Entwickelungen folgen, das Potential vy im Innern eines 
Cylinders mit den Halbaxen r und yr?—1, und von der Hihe 2h 
auf, welches an den Begrenzungen « =h, « = —h und gp=r in 
gegebene Functionen ¢, 7, F iibergeht. 

Erste Methode. Wir ermitteln zuerst ein Potential v,, welches 
awar fir «=h und «= —h die vorgeschriebenen Werthe C(@, g) 
und 7(@, gy) annimmt, dem aber fiir @ =r ein Werth nicht vorge- 
schrieben ist. Ein solches wird wieder aus dem Ausdruck von v 
im § 55 unter b) gebildet, indem man dort anstatt der Kreiscoordi- 
naten r,s, ete. die elliptischen e, o, ete. einfiihrt, und fiir » und ¢ 
ausserhalb der Integrationsgrenzen Null setzt. Dadureh entsteht 


al wal” (0’ — cos’w) 0a X 


* (a, @)siniA(h—ax) + C(o, w)sintA(h + a) Bs 
J sin 2idh) ACE EED 


Die Function, in welche sich dieser Ausdruck fiir @ =r verwandelt, 
sei M(x, gp); sie wird, mit F(a, qm) verbunden, wie auf S. 193 zur 
Bestimmung desjenigen Potentials v, verwandt, welches zu v, addirt 


Vv giebt. 
Dort wurde v, aus Losungen zusammengestellt von der Form 
Ga 
2h Oy 
wo U, der Differentialgleichung (6) aus I. 341 geniigt 
o’U oo U oU VE ee es 
(0) hes Ow? A or? Her or Ah? U = 0, 


waihrend hier U eine Lésung der ahnlichen Gleichung (@) ist, wenn 
man in derselben nur 


pe 
Ce) Writ Oh 


setzt. Die Lésung U von (6) wurde aus Aggregaten von vier 
Classen zusammengestellt, namlich aus Produkten 


J, (Arijcosyy, J, (Ari)sinyw 
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fiir gerade und fiir ungerade », wo » die ganzen Zahlen von 0 bis 
oo durchliuft. Die Gleichung (a) wird durch ahnliche Aggregate 
€(p) (iu) integrirt, wenn die © jene Functionen erster Art des 
elliptischen Cylinders sind, iiber welche I, § 103—105 u. 109 aus- 
fiihrlich gehandelt wurde. An dieser Stelle wollen wir auch die 
Constante 2 in die Bezeichnung aufnehmen, indem wir die, im End- 
lichen iiberall endliche Lésung der Gleichung (M. vergl. I. 405) 


ae oe 


durch ©, (At, pm) bezeichnen. 


Ich erinnere daran, dass die © in vier Classen zerfallen, deren: erste die 
Functionen von der Form 


C (Ai, p) = $a,+ a, cos2g + a, cosag+-:- 
enthalt. Eine zweite Classe enthalt nur die Cosinus der ungeraden Vielfachen 
von g, wahrend in den beiden anderen die Sinus statt der Cosinus vorkommen. 
Die Coefficienten @ in der ersten Classe sind die Naherungszahler eines einfachen 
Kettenbruchs (I, (67)), namlich von 
1 


—4bs 1 
b(i—s ~—- : 

( ) b(4— wz) —ete. ’ 

dessen Partialnenner simmtlich von der Form b(m?— %) sind, wo 6 nur von A 
abhangt, indem nimlich gesetzt wurde bA? = 16. Fiir % hat man die ver- 
schiedenen Wurzeln der transcendenten Gleichung zu nehmen, welche der Aus- 
druck dafiir ist, dass die unendlich entfernten Naherungszahler Null sind. Diese 
Wurzeln sind simmtlich reell; die Methode, durch welche sie bis zu einer be- 
liebigen Grosse mit beliebiger Naherung berechnet werden kénnen, ist im I. Bde 
angegeben. Man weiss, dass 


—f "E @ME. dg 


Null ist, wenn g und y verschieden sind, gleich einer Constanten, fiir die man 
1 nehmen kann, wenn sie gleich sind. 

Die Functionen © konnten noch in einer zweiten Form dargestellt werden, 
namlich J, 444 durch Reihen, die nach Functionen des Kreiscylinders fortschreiten, 
und die besonders bequem ist, wenn auch die Functionen der zweiten Art auf- 
trelen. Die dortigen Andeutungen vervollstandigend mache ich darauf 
aufmerksam, dass die Differentialgleichung fiir © und % sich nicht andert, wenn 
man g und A mit $—g und A vertauscht. Daher hat man, wenn eine 
Function der ersten Classe © die dort durch (68, a) gegebene Form 


2J, (iAcos p) — N, J, (idcosp) + N, J, (iA cos gq) — ete. 
besitzt, dass Functionen einer zweiten Classe von der Form sind 
2J, (Asin p) — N, J, (Asin) + N, J (Asin) — ete., 


wahrend die dritte und vierte Classe statt der J mit geraden die mit ungeraden 
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Indices enthilt. Die Functionen zweiter Art des elliptischen Cylinders % ent- 
stehen aber aus den (& durch Vertauschung der J mit K. 


Eine Function y,, die allen Bedingungen, welche v—v, zu er- 
fiillen hat, wirklich geniigt, ist die Function 
ea) ua prez 22 C, (At, ui) 

Va = 2 sin FF Gye = Cy, (Ai, DP) E,(Ai, 1 ui) ’ 
wenn die Constanten c ae ef bestimmt sind, wenn ferner u den 
Werth von w fiir 9 =r vorstellt, so dass man hat 


fie loee yr —t), fae Ute 
2h 
Man entwickele die Function F— @ in eine Fourier’sche Reihe 


% . e(et+h)an 
Be, 9)— O@, 9) = 3 fulgsin HEV 
= 
so dass die f als bekannte Functionen von g zu betrachten sind. 
Ferner entwickele man jede dieser Functionen f in eine Reihe, die 
nach den © geordnet ist. Man hat dann 


fP) = FewE Cig k= a 


ty ee : 
cu = — tal GEC, OQ. 
0 


Dies sind die Werthe von c, welche man in den vorstehenden Aus- 
druck fiir v, einzusetzen hat, damit er sich auf dem Mantel, fiir 
u =u, in die vorgeschriebene Function verwandele. 

Zweite Methode. Wie auf S. 193—195 kénnen wir auch hier 
eine zweite Methode anwenden, und v in u,+-u, zerlegen, wo u, der 
vorstehende Ausdruck fiir v, ist, wenn man in demselben 0 statt 
@ setzt. Der wesentliche Unterschied beider Methoden beruht auf 
der Bestimmung von u,, welches sich, wie oben v,, fiir c=h in 
C(e, ), fiir « = —h in n(@, py), ausserdem sich aber fiir @ =r (oder 
wu =u) in O verwandeln soll. Die Lésung erfordert, dass man solche 
Werthe 4 auffinde, fiir welche ©(A, tu) Null ist. 


Ueber das Aufsuchen solcher Werthe von 4 ist das Folgende zu bemerken: 
In die Function (A, iw), die, wenn wir an dieser Stelle, des kiirzeren Aus- 
drucks halber, nur von der ersten Classe handeln, eine convergente Reihe (I. 406) 
ist, von der Form 


(A, iw) = 4a,+ a, cos iu + oa, cos4iu+---, 
setze man fiir das Verhaltniss von a@,, a, elc. zu a, ihre Werthe, die, wie 
der Kettenbruch oder I. 406 zeigt, bekannte ganze Functionen gleichen Grades 
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von % und A—*, und zwar G@,: a, vom n*” Grade, sind. Setzt man noch fiir 
u den festen Werth 1 und nimmt eine ganze Zahl m gross genug, so wird 
(E(A, ia) durch a, mal einer ganzen Function 2" Grades von 3 und A~? mit 
bekannten Coefficienten dargestellt, wo z und A ausserdem so zusammenhangen, 
dass o,, (also angenahert @,41 oder besser o,41:@,, die ganze Function von 
A-? und z vom n-+1%" Grade) Null sein muss. Aus den beiden Gleichungen 
ner und m-+1'" Grades, die zwischen z und A~—? bestehen, namlich den Glei- 
chungen (A, iu) = 0 und a4; = 0, hat man die Wurzeln A und 5 auf- 
zusuchen; fiir jeden einzelnen Werth von A werden alle dazu gehdrenden Func- 
tionen ©, (A, iw) sich, wenn wu = gesetzt wird, in Null verwandeln. 

In einem anderen Falle kommt es darauf an, fiir ein gegebenes A die 
Werthe von w oder g zu finden, fiir welche resp. €(A, iw) oder (A, cos q) 
Null werden. Nachdem man die Function (A, gq) durch die ersten Glieder 
der Reihe ersetzt und dadurch zu einer ganzen Function n*® Grades von cos 2p 
gemacht hat, sucht man die Werthe von cos 2@ auf, welche sie zu Null machen. 
Diejenigen Wurzeln, welche reell und groésser als 1 sind, gleich cos2¢w gesetzt, 
geben die gesuchten w, wahrend diejenigen, welche kleiner als 1 sind, die ver- 
langten gq liefern. 

Nachdem ich im I. Bande die Functionen des elliptischen Cylinders ein- 
gefiihrt und dort tiber eimige Eigenschaften derselben gehandelt habe, werden 
diese Functionen hier zum ersten Male auf derartige Fragen angewandt, mit 
denen sich dieser zweite Theil beschiftigt, ohne dass das weite Gebiet von 
Fragen, welche diese Functionen, die Grenzen der von Lamé selbst eingefiihrten 
Functionen EF, schon hinlanglich durchforscht ware. Indem ich hier einen 
Mechanismus angab, durch welchen man die Wurzeln 4 oder cos2iw oder cos2@ 
aufsuchen kann, fehlt zur Vollstandigkeit noch die Angabe der Mittel, welche 
zeigen, wie gross man m wahlen muss um den gewiinschten Grad der Naherung 
zu erreichen, oder welche zeigen, dass die Gleichungen zur Ermittelung von 
cos2g oder cos2iu wirklich reelle Wurzeln haben. Gehen die Produkte 
(qm) C(x) in die bei dem Falle des Kreiscylinders vorkommenden J, (Ar) cosy 
iiber, wo w dem g, logr dem w entspricht, so findet man, wie bekannt, fir 
ein bestimmtes 4 unendlich viel Werthe 7, welche J(Ar) zu Null und eine 
endliche Anzahl von Werthen cosa, welche cosyw zu Null machen. 


Macht man, wie auf S, 194, u, = H-+ Z, so hat man in unserem 
Falle 
Ea sind(h—ax)i , 
H = Pairs) Ol Lae &, (A, ~) C, (A, ww), 


y=1 
wenn das Summenzeichen S sich auf alle Werthe 4 bezieht, welche 


bewirken, dass die zu ihnen gehdrenden, in unendlicher Anzahl vor- 
kommenden Functionen ©, (A, au) Null werden, und wenn zugleich 
die Constanten c so bestimmt sind, dass 
S ¥ 26,4, 9G, (A in) 
v=) 


gleich der gegebenen Function y(@, g) wird. Wir zeigen hier, wie 
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diese Bestimmung geschieht. Den Ausdruck fiir Z hierher zu setzen, 
wiirde tiberfliissig sein, da bereits S. 194 gezeigt wurde, durch welche 
Vertauschungen er aus H gewonnen wird. 

Es mégen ©,,(A, iw) und G,(l, iw) zwei Cylinderfunctionen sein, 
welche fiir w = sich in Null verwandeln. Von den beiden Aggre- 
gaten 


O O 
Si, (A, ~) aay (, CD a G, (, ) xe &,, (A, f), 
Og op 


&,,(A, iu) se €, (I, iw) — GCI, iw) ee E.(A, iu), 


hat das erste fir g=0O und gy = 2a” gleiche Werthe, das letzte 

fiir «=u und «= —u den Werth Null. Setzt man 
U=6,(,7)6,04,u), W=649qg)6C,4 iw, 

so folgt hieraus, dass 


°27 “UL 
ue ag f (cos 2iu — cos2y) UW du 
0 —— 3 


Null ist, sobald nicht zugleich 2 mit / und w mit » tibereinstimmt. 
Sind namlich 4 und / verschieden, so schliesst man aus der par- 
tiellen Differentialgleichung (a) dieses Paragraphen, dass obiges 
Integral mit 4?—/’ multiplicirt Null ist; bei gleichem 4 und / zieht 
man aus der Differentialgleichung fiir © 


2 
a CA, p) + G4’ cos2 + 4z,)E,(A, p) = 0, 


zunachst die folgende 
if TGS A oie Jf Culh, WE, (A, nou = 0. 
nae folgt Hs 
o=f Cena of CC, iu)E, (A, iueos2indu 
A 


—u 


es oh "G,(2, iu) G, (A, in)éuf "G,. PE, (Ay g) cos 209, 
— 0 
d. i. die zu beweisende Gleichung. 
Wenn 4=1 und w=» wird, so bleibt das Integral, fiir welches 
in den iibrigen Fallen 0 als Werth gefunden war, von O verschieden. 


Setzt man den Ausdruck 
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ah “6h, ~))’cos2g 0g, 


0 
den man aus den Coefficienten a von © bildet, gleich 27.[v], und 
beriicksichtigt, dass man hat 


270 
[GG peg = 7, 
0 
so wird 


[ef (6G, gp) €(A, iu)]?(cos Qiu — cos2p) dq = 2ur.[r], 

0 —uU 
und man findet den Coefficienten c in H schliesslich durch die Glei- 
chung 


il 270 ut : ; 
C= Fay if apf (cos2in— cos2q)n(@, p) Er, 9) G, (Ay in)Ou. 


§ 59. Das Vorstehende wird geniigen, um zu zeigen, wie die 
Lésung der Aufgaben, welche wir fiir den Cylinder mit kreisférmiger 
Directrix behandelten, sich gestaltet, wenn die Directrix eine Ellipse 
ist. Es soll schliesslich noch eine Frage, welche auf ahnliche Glei- 
chungen fiihrt wie die vorhergehenden, beriihrt werden, namlich 
nach dem Gesetze der Schwingungen von gespannten Membranen. 
Die bekannte Gleichung, auf deren Liésung es ankommt, 


O°’w of Ow Ow 

ol? SS Ox?” es Oy* } 
integrirt man durch particuléire Lisungen, von denen z. B. solche, 
welche sich fiir = 0 in Null verwandeln, sind 


w = usinmdat, 
wenn u der Gleichung 
2 2 
i -|- 3a +A7u = 0 
geniigt. Bei kreisf6rmigen Membranen mit dem Radius r erhalt man 
particulare Lisungen fiir w von der Form 
sinmAt cosyp J, (Ar), sinmAt sinrw J, (Ar), 

von denen jede einzelne einen Schwingungszustand darstellt, der 
einen bestimmten Ton begleitet. Soll « am Rande der Membrane 
mit dem gegebenen Radius r Null sein, so hat man in der ersten 
oder zweiten von den oben angegebenen particuliren Lisungen 4 
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so zu bestimmen, dass diese Zahl’eine Wurzel der transcendenten 
Gleichung J,(Ar) = 0 ist, was also auf unendlich viele Arten ge- 
schehen kann. Nimmt man fiir 4 irgend einen Werth, der dies 
leistet und sind 4’, A’, ete. die kleineren Werthe, so ist w nicht nur 
auf dem Kreise mit dem Radius r Null, sondern auch auf den con- 


‘ ; ‘ ! " 
centrischen mit den kleineren Radien a seed ete. Z. B. fiir 
» = 0 wird ein Kreis mit dem Radius r sich in Ruhe befinden, wenn 


man A= 149 


setzt; die concentrischen Kreise mit den Radien 


tt, Tro", tr", vast 
werden dann gleichfalls in Ruhe bleiben. 

Ein zweites System von Knotenlinien erhalt man, je nachdem 
der Schwingungszustand der ersten oder zweiten Lésung entspricht, 
nimlich die geraden Linien, auf welchen cosy resp. sinvy Null 
ist. Endlich wiirde auch der Schwingungszustand 

w = (ccosry + ksinryw)sinmAtS, (Ar) 
ein solcher sein, bei dem das erste System von Knotenlinien, die 
concentrischen Kreise, mit dem friiheren tibereinstimmt, wahrend 
das zweite solchen Geraden entspricht, auf welchen ccos»y + ksinew 
Null ist. 

Von der Gleichung, welche sich auf elliptische Membranen be- 

zieht, erhalt man particulare Loésungen 

sin mA, (A, p)G, (A, a), 

welchen unteren Index » man auch den € ertheilt, d. h. fiir welche 
Wurzel s man auch die © gebildet hat, und welcher von den vier 
Klassen diese Functionen auch angehéren. Wird 4 so bestimmt, 
dass ©(A, ii) Null ist, so werden simmtliche Zahlen u, welche die 
aus dem festen 4 gebildete Function ©(A, iu) zu Null machen, ein 
System von Knotenlinien geben. Anstatt diese Werthe w direct aut- 
zusuchen, kann man nach den trigonometrischen Functionen der- 
selben, nach cosiw auflésen. Diejenigen reellen positiven Wurzeln 
cosiu, welche groésser als 1 sind und welche den Factor ©, (A, w) zu 
Null machen, geben das erste System von Knotenlinien, die den con- 
centrischen Kreisen im vorigen Falle entsprechen, welche durch 
Auflésung der Gleichung J,(Ar) gewonnen wurden. Diejenigen 
Wurzeln cosiu, welche kleiner als 1 sind, also einem imaginaren 
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uw entsprechen wiirden, setze man gleich cosg. Sie machen den 
Factor ©,(A, p) zu Null, so dass hier, in dem allgemeinen Falle, 
beide Arten von Linien durch Auflisung derselben Gleichung 
gewonnen werden, die sich in dem specielleren Falle in zwei 
spaltet, in die Gleichung J,(Ar) =0 und, je nach der Klasse, in 
cosyg = 0 oder sinym = 0. 

Indem die Knotenlinien zum Theil einem constanten w oder g, 
zum Theil einem constanten g entsprechen, besteht also das eine 
System derselben aus Ellipsen, das andere aus Hyperbeln, welche 
simmtlich confocal mit der Ellipse sind, welche die Membrane be- 
grenzt. 
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Ueber Entwickelungen nach Cylinderfunctionen. 


(a) In dem vorstehenden Kapitel, ebenso wie in dem 2*" und 3'" des 
folgenden Theiles, treten Entwickelungen von continuirlichen Functionen einer 
Veranderlichen f(r) nach Cylinderfunctionen erster Art, und zwar der zweiten 
und dritten Ordnung, auf. Man sucht nimlich Constante @ so zu bestimmen, 
dass man ftir alle Werthe r von 0 bis r hat 


4)... (2) = Sa,@n, 
die J mégen Functionen der zweiten oder dritten Ordnung sein. Hier ist » 
irgend eine feste ganze Zahl, die Null eingerechnet, und der Buchstabe 4, nach 
dem summirt wird, stellt die simmtlichen verschiedenen Wurzeln einer trans- 
cendenten Gleichung vor, entweder der Gleichung J,(Ar) = 0 oder von 
(2)... AUY(ax)+ hd, (at) = 0, 

wo h eine positive Constante bezeichnet. Diese Wurzeln sind simmtlich reell; 
zu jeder positiven gehdrt eine gleiche negative, so dass es geniigt, in (1) nur 
die positiven Wurzeln einzusetzen. Der Index 4 von a in (1) bedeutet, dass 
diese Constante sich auf die Wurzel A bezieht. 

Wir handeln zunichst ausschliesslich von den Functionen J der zweiten 
Ordnung. 

Dass die Wurzeln A simmtlich reell sind, zeigt sich unten; dass ihre An- 
zahl unendlich sei, folgt sofort aus dem Werthe, den J,(6) fiir 6 = 00 ein- 
nimmt. Man hat naémlich nach I, 247, je nachdem y gerade oder ungerade ist, 
fiir 0 = oo die erste resp. zweite der folgenden Formeln 


®” Vn 0J,(0) = cosO+sin0, it Vn OJ, (0) = cosO—sin. 
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Die Untersuchungen tiber die Vertheilung der Wurzeln im Endlichen fiir 
jedes y sind noch so unvollkommen, dass ich tiber den Gegenstand hinweggehe, 
der bisher nur solche Resultate geliefert hat, welche auf der Hand liegen. 

Aus den Tafeln, welche die Werthe von J, und J, enthalten *) kénnte 
man J, durch die Recursionsformel I. 243 successive berechnen. Man wirde 
dann eine ahnliche Gleichung finden, wie die, durch welche Poisson aus sinr 
und cosr die Cylinderform age Ordnung w, darstellt (M. vergl. unten § a); 
bequemer findet man sie durch Anwendung der Kettenbriiche, und erhialt so 
aus der allgemeinen Formel I. 284 unmittelbar 


2Z2,J,(r)—rN,J,(r) = 


ee 2) Grn, 


wenn die Z und N, die Niherungs-Zihler und Nenner eines Kettenbruchs, 
folgende Reihen vorstellen, die man bei r?” abbricht: 


y r\? (v—1)(»—2) rN 
Grek ape) t (v1) Ga? 
(vy — 2)(v — 3)(»— 4) we NS 
eer OSE T ye) Care “Tae 
y—1 r? (v—2)(v— 3) - 
y+1 2.4 (v+1)y 2.4.4.6 


(b) Wiahrend der folgenden Rechnung setze man f(r) statt J,(r). Dann 
geniigt f nach I. 236 der Gleichung 


AO), ©) +(r— 


N, = 1— 


— etc. 


~ f(r) = 0. 


Hier setze man ar fu r ae erhalt 


any 2 ( — mh) (2 — a'r) f(ar). 
Hieraus entsteht 


rye 5 d df (ar 
pi (=< — a'r) f(ar)f(ar)ar = whe far) ———(r f - Dar. 
0 
Eine zweimalige Integration durch Theile verwandelt die rechte Seite in 
d, df (ar df (ar 
CE ta to) TE | + [ten a 1) ar, 
wo das letzte Integral mit 


ae (@ —i*r) f(ar)f (Ar) dr 


vertauscht werden kann. So erhalt man 


a)” flar)f(aryrdr = v[af'(ar)fC@x)— fx) (Car). 


*) Bessel hat solche Tafeln berechnet, Hansen sie erweitert; man findet sie 
auch in einem Aufsatze von Herrn Schlémilch, im 2. Bde seines Journals und in 
den Studien etc. des Herrn Lommel. M. vergl. die Angaben I. 189. 


14* 
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Es sei erstens A eine Wurzel der Gleichung J, (Av) = f(Ar) = 0; dann 
verwandelt sich die rechte Seite in 
— rAf'(Ar) f(ar). 


Ist a@ eine andere Wurzel derselben Gleichung, so wird dieser Ausdruck Null, also 
rT 
J fler)f@ryrdr = 0. 
0 
Ist aber @ = A, so wird 


J (faryPrar 


der wahre Werth von $, namlich von 


ryf'Ar)fat) 
oe? — A? 


He. "A, 


i. gleich 
£(f'(an))’ = $[rd, an)”. 
Diese Gleichung kann man noch durch I. 243, (a) transformiren; ist namlich 
J,(@) = 0, so wird J, (0) = —J,41(9) und man hat den Satz: Das Integral 


r 
J, (ar) J, (ar)r dr 
0 
ist O, wenn @ und A verschiedene Wurzeln der Gleichung J,(Ar) = 0 sind. 
Wird aber a = A, so ist das Integral 


= $[tJ,410r)]’. 

Aus dem ersten Theil des Satzes folgt, dass die Wurzeln 4 sémmtlich reell 
sind. Ware namlich 4 eine complexe Wurzel, so nimmt man fiir @ die con- 
jugirte an. Dann wiirde rJ,(ar)J,(Ar) positiv, also das Integral hiervon, 
nach r zwischen 0 und ry genommen, positiv sein, und nicht gleich Null, wie 
es nach dem obigen Satze sein sollte. 

In ahnlicher Art findet man, wenn A zweitens eine Wurzel von (2) 


vorstellt, 
oh f(ar)f(ar)rdr = rf(ar) af" eo Es 


also 0, wenn @ eine von A verschiedene Wurzel von os bedeutet, woraus 
wiederum folgt, dass simmtliche Wurzeln A reell sein miissen. Ist aber a = A, 
so sucht man den wahren Werth von $ auf. Die Differentialgleichung, welcher 
f geniigt, zeigt, dass man hat 


drf"(Ar) + £'Gr) + (ar— 4) par) = 0; 


eliminirt man beim Aufsuchen jenes wahren Werthes f"’(Ar) vermittelst dieser 
Gleichung, und f’(Ar) durch (2), so entsteht schliesslich 


J ATSC dee ont aia 
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(c) Vente dieser Gleichungen kann man die Coefficienten a in (1) 
unter der Voraussetzung bestimmen, dest die Function f sich in eine derartige 
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Reihe entwickeln lasse, die im gleichen Grade convergirt. Man findet namlich 
1 Y 
CS) es an [ tos, (Ar)r dr, 
0 


wo man, je nachdem A eine Wurzel der Gleichung J,(Ar) = 0 oder von (2) 
ist, die erste oder zweite von den Gleichungen zu nehmen hat 


‘ i? h? Ze are ; 
eA ee ee eee (an 


Zum Abschlusse wiederhole ich hier, dass, wie bereits S. 201 gesagt wurde, 
in einer Arbeit *) ,,Einige Anwendungen der Residuenrechnung von Cauchy‘ 
sich allgemeine Untersuchungen tber die Entwickelung einer continuirlichen 
Function nach Functionen finden, welche u. a. die Cylinderfunctionen und die 
Kreisfunctionen als specielle Fille unter sich enthalten. Aus denselben folgt: 

Wenn fiir eine gegebene continuirliche Function f(r) die Reihe (4), in 
welche man fiir die @ die Ausdriicke (3) einselzt, in gleichem Grade von r = 0 
bis r =r convergirt, so stellt sie auch f(r) in diesem Intervalle dar. 

Z. B. hat man, wenn @ eine Constante bezeichnet und man J statt J, 
setzt, als Entwickelung von J(a@r) nach den Functionen J(Ar) 


Jon) a2 S A J(ar) 
a Ss a? — A? J'(ar) ’ 
wo A eine Wurzel der Gleichung J(Ar) = 0 ist; J'(Ar) lasst sich mit —J,4; (Ar) 
vertauschen. Ferner hat man 
J(ar) aes: S V’ J(ar) 
aJ'(ar)+hJ (ar) (a?—A?)[v?— (A? h*)y7] ST (ar) ’ 
wenn A der Gleichung (2) geniigt. 
(d) Kin ahnliches Verhalten zeigen die Cylinderfunctionen dritter Ordnung 
w, (r) (S. 1. 240). Es wird sich auch hier um Entwickelungen nach Functionen 
w,(Ar) handeln, wo die 2 Wurzeln der Gleichung w,(Ar) = 0 oder der wie 
(2) gebildeten unten folgenden Gleich. (4) sind. Dass solche Wurzeln in un- 
endlicher Anzahl vorkommen, zeigt man ebenso, wie das ahnliche Verhalten fiir 
die Wurzeln unter (@) nachgewiesen wurde, naimlich indem man fir unendlich 
grosse 0, je nachdem y gerade oder ungerade ist, die erste oder zweite Glei- 
chung erhalt 


: sin0 : ge 
w@® =, oO =a. 


Man beweist dies auch I. 244, woraus man zunachst erhalt 
1 
—76y,() = f POG) eds; 
=I 
eine Integration durch Theile verwandelt die rechte Seite in die Summe von 
e!9 P(1) — e—? P™ (—1), 
*) Borchardt, J. f. M. Bd. 89, 8. 19—39, Man fiige dort in (4) rechts den 
fehlenden Factor —— hinzu, setze in (4*) —a@(a) fiir J(@r), in (5) Wy 44 Ar) statt 


w, (a2). 
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und einem Integrale, welches vernachlassigt wird, da es mit @ multiplicirt noch 
endlich ble®t. Hiermit ist der Beweis der obigen fiir @ = oo geltenden Aus- 
driicke von yw(@) geliefert. 

Die Functionen wy, lassen sich aus y, und w,, oder besser, wenn man 
den in (14, a), I. 240 vorkommenden Factor 

3.5.7...(2v+1) 
mit 
se PMO +h 
ay 


vertauscht, aus 


Qsinr 
Ws) (Cost, 
durch eine Gleichung 
sinr poet 
Ls INCOSE = 


2.1.3..Qrpty Yn 
zusammensetzen, die ebenso wie die entsprechende im § @ aus I. 284 unmittelbar 
folgt, und die Poisson im wesentlichen gegeben*) hat (Vergl. I. 83). Hier 
bedeuten Z und N folgende Reihen, die man bei r?” abbricht: 


s y r? (v—1)(v—2) r 

A ae Cag ePIC Ye 1.2 1.3.@741)@7—1)” 
+s v—1 r? (v—2)(v—3) Be 

AD Sl Sara RES 1.2  8.5.Qv+-1)Qr—1) 


(e) Aus der Differentialgleichung von w,(r) oder kiirzer w(r) 
OVO 4 fatty] y(r) = 0 


findet man, 


ive iie eee eee 


Ist erstens A eine Wurzel der Gleichung w, (ar) = 0, so verwandelt 
sich die rechte Seite in 


dx? (ar) y' (ax) 
a? ae ss 
verschwindet also, wenn @ eine von A verschiedene Wurzel der Gleichung 
war) = 0 ist. Setzt man aber a@ = A, so giebt der vorstehende Ausdruck 


sew, Ar)? = $r°[W4iQr)’. 
Hieraus erhalt man z. B. 
Wr(ar) 2 =§ W, (ar) / 
Wy (ar) ar Wr4i(Ar) 


Ist zweitens A eine hn der Gleichung 


(A)... AW, (Ar) + hw, (ar) = 0, 


*) Théorie mathématique de la chaleur, Paris, 1835, No. 82, S. 161. 
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so wird ferner 
t ! 
2 gn — yo op’ (ar) + hy (ar) é 
Sf very Qnrtdr =p DT VCD waar, 


also 0, wenn man fiir @ eine von Q verschiedene Wurzel von (4) setzt, aber 


Me wee | era 1) Mt 9 +1) 


2 
farw A = x. 
Mit Hilfe des erwahnten allgemeinen Satzes erhilt man das Resultat: 
Die Reihe 


S ap, (r), 


in der man setzt 
1 v ; 
a = roe fr) yy Ar)? dr, 


und durch 6 den ersten oder zweiten yon den Werthen bezeichnet 


= $0 r)]’, 


as 


b= [ger [he (he —1)-+ 4v?—»( +4)], 


je nachdem A die positiven Wurzeln der Gleichung w,(Ar) = 0 oder von (4) 
vorstellt, ist gleich der continuirlichen Function f(r), zwischen r = 0 und 
r = vy, sobald die Reihe in gleichem Grade von r =O bis r convergirt. 

Die Realitét der Wurzeln wird hier ebenso wie im vorigen Falle, der 
sich auf die J bezog, bewiesen. 

(f) Aehnliches liisst sich von Reihen sagen, die im 2. Kapitel des III. Theiles 
vorkommen werden, die nach Sinus oder Cosinus von A-fachen Bogen r ge- 
ordnet sind (wenn r zwischen 0 und r liegt), wo A aus Constanten h und r 
durch die erste resp. zweite von den Gleichungen 


htangdy = —A, Atangdr =h 
bestimmt wird. Setzt man 
, 5 a 2M) 
~ tA? h(i rh) ’ 


so werden die Reihen resp. 


Ss bsin Ar f(r) sin dr dr, 
0 


S beosAr ‘f(r)eos urdr, 
0 


wenn sie in gleichem Grade convergiren, gleich f(r) sein, vorausgesetzt, dass 
die Function f(r) von r = 0 bis r = continuirlich bleibt. 

(g) Wir schliessen mit der Angabe des allgemeinen Resultates, welches 
in der erwihnten Abhandlung abgeleitet wurde. 

Es handelt sich, wie in den vorhergehenden drei Fallen, um die Ent- 
wickelung einer von r = 0 bis r = yY continuirlichen Function f(r). 
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Wie bisher die Entwickelung nach Functionen J,(ar), W,(ar), sinar 
oder cosar erfolgte, so soll sie allgemeiner nach gegebenen Functionen O(a, r) 
geschehen. 

Bisher durchlief a@ die Werthe A der Wurzeln einer transcendenten Glei- 
chung J) (Ar) = 0 oder w,(Ar) = 0, oder von 

AJ, (Ar) + hd, (ar) = 0, 
oder einer dhnlichen. Jetzt soll a allgemein die Wurzel einer Gleichung 
(A) = 0 durchlaufen, wo w!(@) mit @(c) nicht zugleich 0, auch nicht im 
Endlichen unendlich wird. 
Die @ sollen folgende err hes besitzen : 


a) Es soll 
(ee 0, ds 
(—a)a(s) ’ 


nach z auf einem Kreise mit unendlichem Radius integrirt, 0 werden. Geschieht 
dieses, so lisst sich O(@, 7) in eine nach Functionen O(A, 7) fortschreitende 
Reihe entwickeln. Diese Reihe, speciell fiir die Entwickelung von J,(a@r), 
findet man im § ¢, fiir w,(ar) im §d. Fiir sinar, wenn man 


@(a) = acosar+hsinar 


setzt, ist sie 


sin ay 26+ Vreere 
aw(a) a v9 (h?+ 2*)r-+h 
wo das Zeichen -- so zu verstehen ist, dass das Glied der Reihe mit dem 
kleinsten 2 das positive Vorzeichen erhalt und die Glieder abwechselnde Zeichen 
besitzen. 

b) Die nach den O(A, 1) fortschreitende Reihe fiir O(a, r) soll in 
gleichem Grade convergiren, wie das in den drei speciellen Fallen zutrifft. 

c) Es soll eine endliche Function g von r existiren — in den drei 
speciellen Fallen ist sie resp. r, r®, 1 — so dass 


J “O(a, r)O(4, r)gdr 


Null ist, wenn yw eine von a verschiedene Wurzel der Gleichung @(a) = =0 
hezeichnet, nicht Null ist fiir = d. 
d) Das Integral 


sindr, 


2 


Jf O(a, r)y(r) gar 


0 
soll nicht fiir alle Wertbe, die man q@ ertheilt, Null sein kénnen, obne dass 
die Function ¥(7) Null ist. 


Sind diese Bedingungen erfillt, und convergirt die Reihe 
ifs Lr) 0(A, r)gdr 


Ne, 
if 


(0(a, x)? gar 
0 


in gleichem Grade, so ist sie zugleich die Entwickelung von f(7) nach den Func- 


tionen O(A, 1). 


-§ 60, 22. Kegel. 217 


Fiinftes Kapitel. 
IDcear gn isne 2/6 I 


§ 60. Der Scheitel eines Rotationskegels wird zum Anfangs- 
punkt rechtwinkliger Coordinaten a, y, s gewihlt, und die Rotations- 
axe sei die Axe der X. Man fiihre Polarcoordinaten ein und setze 

x =rcos0, a = scosn, 

y =rsinOcosy, b = ssinncosa, 

s=rsinésinw, c = ssinnsing, 

logr=e, logs=o0, w—w=q, 
Ran, O =< Oona; $2200 Sp ay R <<) 
Dann ist 0 der Winkel, welchen der Radiusvector r vom Scheitel- 
punkte nach dem Punkte [a, y, 2] mit derjenigen Richtung der Ro- 
tationsaxe (der positiven) bildet, welche mit der positiven X-Axe 
iibereinstimmt. 

Die Aufgaben, zu deren Lésung das Material hier zusammen- 
gestellt wird, beziehen sich auf das Potential zundchst in einem 
Raume, welcher durch den Mantel eines (halben) Rotationskegels 
begrenzt wird. Bezeichnet 6, eine Constante zwischen 0 und $7, 
so ist die Gleichung eines solchen Mantels 6 =0,. Durch die 
Festsetzung, dass 0, ein spitzer Winkel sein soll, ist zugleich die 
positive Richtung der X-Axe bestimmt; die Unbestimmtheit im Grenz- 
falle 0, = 4a ist unerheblich. 

Es handelt sich dann erstens um die Bestimmung des Potentials 
V in einem der beiden Riume 6 => 0,, welches sich auf eine Masse 
mit gegebener Dichtigkeit k bezieht, die im Raume resp. 0< 6, 
vertheilt ist, zweitens um das Potential v einer Flachenbelegung 
des Mantels 6= 0, in den beiden Riumen 6< 0, und 0>46,. 
Aehnliche Aufgaben kénnen auch fiir die drei und mehr Ra&iume 
behandelt werden, in welche der ganze Raum durch zwei oder 
mehr Flachen 0 = 0,, 0=6,, ete. zerschnitten wird. Der Bogen 
6,, der (s. 0.) unter w zu nehmen ist, kann dann seibstverstandlich 
nicht immer unter 4 gewahlt werden, wie es fiir 0, freistand. 
Wir setzen fest, dass 0, < 0, <a sei, wahrend noch immer 
0, <4 bleibt. Ist Masse mit der Dichtigkeit k in dem Raume 
6, <0<6, vorhanden, so kann man das Potential V in den beiden 
Riumen 0<0<06,, 0, <9< 7 auffinden; ferner ist das Flichen- 
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potential v auf den beiden Mantelflichen 06= 0, und 6= 9, ge- 
geben, so lasst es sich in den drei Raumen 0<9,, 0, <9< 4, 
$,<0<~_ ermitteln. 

Sind 7 und 6 zwei Werthe der Coordinaten 0, welche Punkten 
angehéren, die in demselben oder in verschiedenen von den beiden 
oder von den drei getrennten Riumen liegen, so kann man immer 
die positive Richtung der Axe der X so bestimmen, dass nicht 
beide Bogen 7 und @ zugleich, sondern héchstens einer von ihnen 
grésser als 4m wird. Dies wird mit Riicksicht auf das unten fol- 
gende Additionstheorem (25) bemerkt. 

Die Gleichung 4vy = 0 verwandelt sich nach Einfiihrung der 
Polarcoordinaten in die I. 303 fiir T gefundene, auch hier, im zweiten 
Bande, bereits auf S. 81 Sane ae 


o*(rv) 1 : Leis atx 
Or? a sind 00 sul + aeo sin?0 dw? 
Fihrt man e@ = es oe r ein, so “nt aus ihr 
O’v O’v 
Sor + ge + age + 80te8-Sy yt Sate oy* tase 


Diese Gleichung kann hier nicht auf dieselbe Art integrirt 
werden wie bei den Untersuchungen iiber die Kugel. Dort hatte 
man namlich Lésungen aufzufinden, welche zugleich mit ihren ersten 
Differentialquotienten nach @ und w, aber nicht nach r, im ganzen 
Raume zwischen zwei Kugeln, von denen eine event. den Radius 0 
oder oc besitzt, continuirlich bleiben, wahrend hier, ausser der 
Continuitét der Function selbst noch die der Differentialquotienten 
nach r und w, nicht nach 0, in zusammenhdingenden Raiumen ge- 
fordert wird. 

Wir suchen zunichst eine geeignete Entwickelung von T, der 
reciproken Entfernung von Punkten [2, y, 5] und [a, b,c], oder von 
Punkten (r, 0, w) und (s,7,w) auf. Man hat 


T = I oe et (g+0) 1 


Vr?— 2rscosy +s? V2[cosi(o —0)— cosy] 
Der Satz von Fourier giebt*) 


iene a ee cos u(o—o) du f eee come 
x 0 0 Ve 


OS at— COSY 


*) M. vergl. I. 300—301. Dort wurde bereits kurz iiber die Kegelfunctionen 
gehandelt, welche in diesem Kapitel ihre Anwendung finden; ebendaselbst sind die 
Arbeiten citirt, in welchen Herr Mehler diese Functionen einfiihrte. 
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Bedeutet # irgend eine Zah!, so setzen wir 


(23)... RK” (2) = ‘es Se oe ee ee 
Voosai-+ a 
wo die Quadratwurzeln positiv zu ee sind. Die Constante, 
welche das Integral multiplicirt, ist nach der Bestimmung des Herrn 
Mehler so gewahlt worden, dass man hat §“(0) = 1; unendlich 
wird das Integral nur fiir « = —1. 

Unter der Kegelfunction f*(2) werde ich das arithme- 
tische Mittel aus ®“(#+0.7) und ®“(#—0.i) verstehen*); im 
allgemeinen ist daher &“(«) = f“(#), und nur dann unterscheidet 
sich £ von & (und damit Andert die hier gegebene Definition der 
Kugelfunction die urspriingliche in einem Falle ab), wenn a eine 
negative reelle Zahl und zugleich absolut grésser als 1 ist. 

Nach der Festsetzung unter (23) wird, wenn man einen Buch- 
staben ZT einfiihrt, erhalten 

1 


PT Deter oge Rte ig 
yrs 
8 ee aye 
(24)... taf ste (— cosy) du 


Ehe wir zu weiteren Umformungen der rechten Seite dieser 
Gleichung iibergehen, handeln wir iiber die verschiedenen Aus- 
driicke der Kegelfunction durch ein Integral, betrachten 
aber nur den Fall eines reellen a. 

1) Wenn @ positiv ist und 

a) x>1, so setze man « = cos@i und verstehe unter 0 die 
positive Zahl. Dann lasst sich f(cos6i) oder, was dasselbe ist, 
K(cos@) durch folgende Integrale darstellen 


7" d ® eosaud 
—*_ (cos6i) = cosumi f lei e z — -f{ bia sea 
v2 +  yeosai+cos6i 4 Yeosdi— cosai 


nth si d 
= icotgunif act ceatilebie 
A Vcos at — cos bi 


Diese von Herrn Mehler gefundenen Ausdriicke beweise ich im 

*) Herr Mehler bemerkt in seinem Osterprogramm (Elbing 1870), dass die 
Kegelfunction ebenso wie beim Kegel sich auch beim Rotationshyperboloid ver- 
wenden lasst. 
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89. Bande von Borchardt’s Journal*) durch die Methoden von 
Cauchy. Aus je einer von den Gleichungen 


Cosus ds =a a sin 2 dz =a 
Vcos 0i— coszi Vcos0i — cossi 


in denen die Integration nach der complexen Zahl 2 iiber das 

innere Ufer eines Rechtecks erfolgt, welches die vier Punkte 
A=—o, B=w, C=xotmi, D=—x~—-TI 

zu Eckpunkten hat (wo unter oo das auf reellem Wege Wachsende 

zu verstehen ist), ergiebt sich namlich fast ohne Rechnung, dass 

in der obigen viergliedrigen Gleichung fiir £ das erste Integral 

gleich dem zweiten, resp. dass es gleich dem dritten sei. 


Jedes der obigen beiden Integrale nach % setzt sich namlich aus vier Inte- 
gralen zusammen, die successive tiber die Wege AB, BC, CD, DA zu nehmen 
sind. Die Integrale tiber BC und DA sind Null, da der Zaihler der Function 
cosuz resp. sinuw% und der Integrationsweg endlich, der Nenner, d, i. die Qua- 
dratwurzel, unendlich wird. Daher ist jedes der Integrale tiber DC gleich dem 
Integrale derselben Function iiber den inneren Rand von AB. Man _beachte 
dass im ganzen Innern von ABCD niemals cos0i—coszi negativ und reell 
wird; der reelle Theil der Quadratwurzel hieraus wechselt daher nicht das 
Zeichen, sondern bleibt positiv, wenn wir ibn fiir einen Werth von % positiv 
nehmen. 

Der Weg DC umfasst die Punkte = w+ 7%, wo x von —oo bis co 
wachst; daher sind die beiden Integrale nach % auf dem Wege DA resp. 


a fa cos ux dx : if cosux dx 
COS (4700 SIN UTE SSS 
/, Voosdi+ cosxi / VeosOi+ cosxi 
d. i. nach (23) resp. 

mY 2'(cosOi), mY 2tang pri f (cos Oi). 

Wir kommen zu der Integration auf dem innern Rande von AB, so dass, 
wenn € eine unendlich kleine positive Grosse bezeichnet, 3 die Gerade 3=a + 
zu durchlaufen hat, wo aw von —oo bis oo wachst. .Wir haben die Quadrat- 
wurzel im Nenner der zu integrirenden Function auf diesem Wege zu verfolgen, 
auf dem wir noch die Punkte —@-+ 7% und 6-4 72 in’s Auge fassen miissen. 

Man hat 

cos Oi — coszi = (cosiO — cosix.cosé) —isinewxsins. 


Der reelle Theil dieses Ausdrucks ist negativ von # = —oo bis x = —0, ferner 
von @ bis oc; er ist positiv von a = —@ bis a = @. Der imaginire Theil 
ist positiv fiir negative a, negativ fiir positive a. Ist q eine beliebige, p eine 
positive Zahl, so werden die mit positivem reellen Theile genommenen Wurzeln 
aus —-q-+pt bekanntlich durch folgende Gleichungen gegeben 


V—qtpi = V—4g +4 tetildq tsp +e. 


*) Kinige Anwendungen der Residuenrechnung yon Cauchy S. 23—27. 
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Bei uns wird p unendlich klein, also, je nachdem q positiv oder negativ ist, 
der reelle oder imaginare Theil der rechten Seite unendlich klein und man 
findet, dass 

V.cos Oi = cos zi 
auf dem inneren Ufer von AB ist 


iVcosai—cos0i von w=—oco bis r= —8, 
VoosO0i—cs#i ,, x= —O 2 a= O, 
—iVcosxi—cosOi ,, 2 =O 5 MOO, 


Hieraus folgt unmittelbar, dass, wenn man nach % iiber den Weg AB inte- 
erirt, sel 
cos uz dz =f cos ux dx 
4h 
y cos i — cost Vcos Oi — cosaxi 


fh sin uz dz ae -2f" sinux dx 
y.cos Oi — cos zi 


Vcosai —- cos Gi 


Mierdurch ist die viergliedrige Gleichung A £(cos i) bewiesen. 
b) Wenn aber « < 1 ist und man 2 = cos0, O<. 0 < 4m setat, 
so wird 


Spe 00) = count [= | ee 
Veosaitcos6 -~ ycosa—cosd 


Vr 
Man erkennt dies aus der Gleichung 


ve Cos ust ds = 9. 


Vcosz— cos0 


in welcher die Integration auf dem inneren Ufer eines Rechtecks 
erfolgt, welches die vier Punkte 

A=-—a, B=a, C=n24+nwo.1, D=—nt4+”.,.1 
zu Eekpunkten hat. 


Man findet nimlich, wenn man wie oben verfahrt, dass das Integral uber 
CD Null wird, weil die zu integrirende Function verschwindet; ferner dass 


V/coss — cosO 
auf dem inneren Ufer von BC ist, fir 2 = 2+ yt: 
— i ycos yi + cos Von ai == 0, | Dis) 72 00% 
auf dem inneren Ufer von AD ist, fiir 3 = —a+yi: 


iy cosiy + cosO Vontushi— 0) Dis 1 = 00% 


auf dem inneren Ufer von AB ist, fir z= a: 
iVcos@— cose von c=—z bis «= —O, 
Vcosa — cos6 LC); . oe= O; 


—iycosO—wsx , 2t=80 » C=. 


| 
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Setzt man diese Ausdriicke in das Integral nach ein, so erhalt man sofort 
den angegebenen Ausdruck von f(cos@). 
2) Wenn & negativ reell ist und 
a) «© =—cosM, d.h. w negativ und grésser als 1, so wird 
nach (23) 
RK" (— cos 0i+0.%) 


y2 lye cosauda tele cosau da |. 
oe ee ,  Veosai—cos(Bi+0.1) cos ai — cos i 
In dem ersten Integrale hat man die Wurzel aus einem Ausdruck 


—p+0.é zu ziehen, wo p positiv ist; diese, wenn man den unend- 
lich kleinen reellen Theil positiv nimmt und dann zur Grenze iiber- 


geht, verwandelt sich (s. 0.) in -+é/p. Demnach lasst sich das 
erste Integral nach der viergliedrigen Formel unter 1, a) durch 
f(cos6i) ausdriicken, so dass man erhalt 


SK“ (— cos 0i-0.1) 


5. sg d aed ; 
= V2 cosuni f te +i cosumi ft (cos 02). 
x 6  Vcosat—cosi 


Nimmt man das arithmetische Mittel aus den beiden vorstehenden 
Werthen, so erhalt man schliesslich die Gleichung 


£ (—cos6i) = = cos nui fo Fae 
¢ 


___ cosaudea 


OS at — cos G4 


b) Setzt man fiir x eine negative Zahl, die kleiner als 1 ist, 
also # = cos0, wo man $47 <0< 7 zu nehmen hat, so ist f=R 
und f(@) wird in diesem Falle durch die rechte Seite von (23) 
ausgedriickt; auch die Gleichung unter 1, 6) bleibt in diesem Falle 
giiltig. 

Wir finden also u.a. das Resultat: Die Kegelfunction 
fw) lasst sich fiir alle Werthe von a, mit Ausnahme der 
Werthe « = —cosi0, durch das Integral 


{(«) = P cosuni f Bla 
™ ‘ Veosai+a 
darstellen. 
Durch die Substitution « = logs nimmt dies die Form an 


> M—i dx 
(x) = AMES % 
iP V1+ 2er + 2° 
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Versteht man unter 0 eine positive Zahl, so ist ferner 


£“(—cos6i) = y2 cosserci f cosauda ‘ 
ae ,  Veosati— cos bi 


Anmerkung. Die Werthe von * fiir ein unendliches mu er- 
halt man durch die im I. Bande angegebenen Methoden. So findet 


man als angeniherten Werth erstens von f“(cosé) 
Ss a ae he 
m2 Vcosa—eos6 ’ 


und nach der Substitution a = 0—8 


eno fe dp 

== e—H8 

mV 2¥, V2sin(0 —4A)sin} 
Man macht uf=-2, wodurch die Grenzen von 2 Null und wl 
werden, tiberzeugt sich aber leicht davon, dass es gentigt, wenn 


man nur bis Oyu integrirt. Das Integral unterscheidet sich dann 
nur um einen von 1 unendlich wenig verschiedenen Factor von 


(Nehie ofa ea tde = ae ; 
Vusind4 


Vusind 


so dass man mit Herrn Mehler findet 


eo 


f“(cos0) = PSTD 


V2usin 0 ” 
Um zweitens den angendherten Werth von f*(cos@i) zu er- 
halten, gehe man von der Formel aus 


“(cos 6t) = ye a s FR ee pet Cee te 


0861 — cosan 


eae f° cos Oucosfu + sin Ousin Bu ap. 
a‘ V cos 0i— cos(0— f)i 


Setzt man. statt des Nenners das Produkt 


1 B 
VB “F cos0i—cos(O— B)i ’ 


und bemerkt, dass der zweite Factor fiir ==) in 


Ey a Cine 


ae 
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iibergeht, so giebt der 4. Satz I. 62—63 sofort 

2 cos(ué a ee 

ume Ve? — e-9 
Behandelt man drittens das Integral fiir f(— cos 6%) auf gleiche 

Art, und bemerkt, dass es geniigt, das Integral bis zu einem end- 

lichen Werth, nicht bis co zu nehmen, so erhalt man 


“(cos Ot) = 7 


2cosumt cos(ud + 47) 
Wun yeae? 
Aus den verschiedenen Formen fiir f findet man, mit Herrn 
Mehler, wenn @ unendlich gross und uw endlich ist, ohne Schwie- 
rigkeit 


2ie— [eo Ts ede of” pele 
“(cos 0i) = ea 0s uO + sinuwd ei ‘ 


und wenn uw unendlich gross aber 0 eo klein, doch so be- 
schaffen ist, dass w0@ ein endlicher positiver Werth «x wird 


i (cos =) = J(a). 


§ 61. Wenn die Kegelfunctionen auf diese Art definirt sind, 
so findet man, ahnlich wie bei den Kugelfunctionen (I, (52)), ein 
Additionstheorem fiir die Kegelfunctionen. Hier beschranke ich mich 
darauf, es in dem Falle anzugeben, dass die beiden Argumente x 
und y, auf die es sich bezieht, zugleich grésser oder zugleich kleiner 
als 1 sind. Es wird das Additionstheorem fiir die Kegel- 
funetionen durch die Gleichungen ausgedriickt: 

(25)... 2 = ay—ya2?—1 yy?— 1eosg, 

(4Vx?—1 Vy? — 1)’ cosyp 0” (a) 0” F(y) 
4u?+ 1)4u?+9)...(4u?+Qr—1)) da ay” 
Hier kann man fiir beide Buchstaben x und y positive 
Zahlen setzen, oder fiir einen eine positive, fiir den an- 
deren eine negative Zahl. Ist nimlich entweder e>y>1 
odera<y<1, sokann man 2z auch einen negativen Werth 
ertheilen. Die Quadratwurzeln ya’—1 und yy’ —1 erhalten 
das Zeichen von @ resp. y. 

Fiir den Fall, dass x und y positiv und grésser als 1 sind, hat 
Herr Mehler diese Gleichungen im wesentlichen angegeben. Er 
findet néimlich durch eine Methode, welche allerdings eine unmittel- 


f“(— cos0i) = 


u= ow, 


eos) 
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bare Uebertragung auf andere Falle nicht zulisst, fiir K“(s) in 


diesem Falle, d.i. also zugleich fiir (=), wenn wieder « = cosi0 
und y = cosin gesetzt wird, die Formel 


i) = 2 >" A, B, cos v—, 
wo man unter A folgende Function von « zu‘verstehen hat 


1 7 mie 4 1 ; 
A, = oO (cos 01+ isin 6t cosy) + cos yp dp 


0 
_y2,. Mo-t-ui) |... =f ossi = 
=/2 GS iGa se ) (cosOi— cos at)” cos uada. 


Man erhalt hieraus B, durch Vertauschung von 6 und « mit 7 und 
y, und von uw mit —u. 

Um den Beweis der Gleichungen (25) vorzubereiten, zeigen 
wir, dass die Kegelfunctionen nichts anderes sind als Kugel- 
functionen, deren oberer Index m imagina&r ist. Hierdurch 
ist der Gang unserer ferneren Untersuchungen vorgezeichnet, und 
man hat nur geringe Modificationen der friiheren Entwickelungen 
zu erwarten. 

Definirt man fiir positive x, wie I, (5), die Function erster 
Art P dureh 


TOs («+ cos. Va*—1)" dg, 


wo rechts auch » mit —n—1 vertauscht werden darf*), und Q wie 
I. 161 (25, ec) durch ein Glied der Doppelgleichung 
uy ducgey iF. du bey Aiea i pera hoe 
oS = (a+ cosiu. ¥ax?— 1)" = Gav REINS snl Pe 
doch so, dass im Querschnitt (fiir ein 2, welches kleiner als 1 ist) 
Q" (x) das arithmetische Mittel aus Q"(v+0.%) und Q”(@—0.%) be- 
deutet, so erhilt man, wenn 2 eine positive Zahl bezeichnet, 
die beiden Gleichungen 
Co). (2) =P 2 @) =e), 
ELE 


i“(—a) = (Oe Oa): 


Die erste von ihnen hat ts Mehler gefunden. 


*) Unter einer nten Potenz von z hat man hier die (eindeutige) Hauptpotenz 
zu yerstehen. Hauptpotenz 2”, wenn z nicht eine negative reelle Zahl bedeutet, ist 
die Exponentialreihe fiir ¢”'°S*, wenn man dem natiirlichen Logarithmus log einen 
imaginiren Theil giebt, welcher zwischen —7i und 77 liegt. 


Heine, Anwendungen der Kugelfunctionen. 2. Aufl, 15 
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Anmerkung. Wie allgemein Pi?“ mit P>*“ zusammen- 
hingt, zeigt die erste Gleichung auf I. 207. 

§ 62. Zu diesen Beziehungen zwischen f, P und Q gelangt 
man, wenn man davon ausgeht, dass T derselben Gleichung wie 
v, also 

T = [2(cosi(e—o)— cosy) |“? 
der folgenden 


ee arg 1 og 
haga’ s s05 oi + 3in?0 Ow? 


—4T =0 


geniigt. nye man dieselbe mit cosu(e—o)do und integrirt 
von —oo bis ox, so folgt unmittelbar, dass das Integral, also nach 


(23), dass &“(cosy) ein Integral von 


OR OK 1GTTKOR 


QT)... Gor t cotg0 3g + sag aye w+ DE = 0 


sei. Hier treten die in y vorkommenden Bogen 7 und @ als Con- 
stante auf; setzt man 7 = 0, so verwandelt sich y in 6 und man 


findet, dass ®“(cos@) ein Integral von 


d*y 
iB + cotg goo —(u'+d)y =0 


ist, gleichgiiltig, ob @ einen reellen oder imaginaéren Bogen be- 
zeichnet. Setzt man #—6 statt 0, so andert sich die Gleichung 
nicht; da ferner &(cos@) fiir @ =O endlich bleibt, wéahrend 
Keos(a— 0) fir 6=0 unendlich wird, so sind R“(cosé) und 
K“(— cos0) zwei verschiedene Integrale von (27, a). 

Setzt man —4$+pui=n oder —4—pi=n, so geht (27, a) in 
(6) auf I. 49 und (27) in I, (61), die Gleichungen der Kugelfunce- 
tionen von cos@ resp. cosy iiber, und die Kegelfunctionen sind 
daher in der That nichts anderes als Kugelfunctionen mit imagi- 
nirem oberen Index » = —4$+wi. Das Additionstheorem fiir die 
Kegelfunctionen erster Art lisst sich also, indem man durch die 
Differentiation von f(@) nach # Zugeordnete bildet (welche fiir 
endliche « endlich bleiben, wenn nicht «= --1 gesetzt wird), 
genau auf dieselbe Art ableiten wie dies fiir die Kegelfunctionen 
auf der Seite 312 im ersten Bande geschah; nur die Bestimmung 
der dort auftretenden Constanten a wiirde eine besondere Betrach- 
tung erfordern. 


(205) 2. 
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bad 


Wir beweisen nun die Gleichungen (26), und zwar erstens 
die erste derselben; hier sind zwei Falle zu unterscheiden. 

a) Es sei « = cosiO und 6 reell und positiv. 

Diesen Fall behandelt Herr Mehler, indem er in das Integral 


PUG) == = f{"@+eosq. Ve 1)" dg 
0 


fiir @ eine neue Verinderliche « durch die Gleichung 
a+ ¥2’—1.cosp = cosi0 —isiniOcosp = e« 
einfiihrt, so dass a, wihrend g von O bis m wachst, von 6 bis 
— 6 abnimmt. Man findet also 
Pp tticg) oh, 1 =a eteri da 
wy2~, yVeosdi—cosai ' 
d. i. nach § 60, 1, a) gleich &“(w) und endlich gleich f(a). 

Anmerkung. Indem man dieselbe Transformation in dem 
Ausdrucke auf der rechten Seite von (35, f) in I. 215 anbringt, 
erhalt man das dritte Glied der Gleichung des Herrn Mehler fiir 
A, im § 61. . 

b) Es sei « = cos0, O< 0 < dn. 

Setzt man cos0—isinOcosg = x, so hat man, um das Integral 
fiir P nach g von O bis a zu nehmen, nach 2 iiber die Gerade zu 
integriren, welche die Punkte a = cos@ —isin@ und b = cos0+isin0 
verbindet. Diese ist parallel der Axe des Imaginaéren. Es wird 

it dz i dx 
sinOsing i ~~ @ ¥1—2zcosO+2° ’ 
wo die Wurzel positiv zu nehmen ist; Null wird sie nur an den 
Endpunkten a und 6. Das Integral, welches gleich P”(cos6@) ist, 
wird also 


dg = 


ae pe if 2" dx 

Bet V1— 2zsc0s0 +3? ’ 
wenn das Integral tiber die Gerade ab genommen ist. Dafiir kann 
man die Integration auch iiber den ganzen Bogen des Einheits- 
kreises (des Kreises um den Anfangspunkt mit dem Radius 1), 
welcher a und 6b verbindet, ausfiihren. Denn die zu integrirende 
Function verschwindet nicht in dem Innern des Kreisabschnittes 
zwischen der Sehne ab und dem Bogen ab, verschwindet nur in 


den beiden Punkten des Randes a, 6. Auch bleibt z” im Ab- 
15 
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schnitte continuirlich und eindeatig, da z dort nicht negativ reell 
wird. Setzt man dann s = e*, so durchlaéuft s den Bogen, wenn 
a von —@ bis 0 wichst. Daher wird 


P+ ¥' (6980) = 1 sy fe «H dee : 
mV24_, Voose— cos 

Nach § 60 unter 1, 6) ist die rechte Seite f*(cos@), und dadurch 
der Beweis von der ersten der Gleichungen (26) geliefert. 

Zweitens beweisen wir die Gleichungen (26), welche sich auf 
Q beziehen. 

a) Es sei = cos@i, und 6 reell und positi . 

Durch die Substitution 

x + cosiu. Va?—1 = e* 

entsteht aus der ersten Gleichung fiir Q im § 61 


; e—*H da 
PAS a cost) = 
y2 Ue ( ) air Vcosait 


ai — cos Oi 


Nach § 60 unter 1, a) zieht man hieraus 


i cosumiQ” *** (cos 6) 


=P cosunif~ a ae + isin wi. f (cos Gi). 
7% , Veosai— cos hi 

Vertauscht man hier « mit —u, wodurch f*(cos@) sich (S. 219) 
nicht dndert, und addirt die so entstehende Gleichung zu der vor- 
stehenden, so ergiebt sich (26). — Endlich ist der Beweis derselben 
Gleichuny zu fiihren 

b) wenn # = cos, O< 6 < in. 

Da das Argument a hier im Querschnitt liegt, also Q(a) das 
arithmetische Mittel aus Q(a-++0.i) ist, so setze man, um beide 
Valle gleichzeitig zu behandeln, je eines der beiden Paare von 
Gleichungen 

cos O-FisinOcosiu = et, a= ptqi. 
Wahrend w von 0 bis co wichst, wiichst p von 0 bis oo ohne je 
abzunehmen, und q von 0 asymptotisch zu 47a. Man hat daher 
e—%4"* da 
sin @siniwe 2* 


yf (cosO+isin Ocosiw) ? “du = + 


Das Quadrat des Nenners auf der Rechten ist identisch 2(cos ai — cosd), 
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bo 
bo 
ue) 


der Nenner selbst das Produkt der positiven Grosse 

— isin 0 sin tu e—2 
mit i(cos$qg-Fisindg). Derselbe hat also auf dem Integrationswege, 
je nachdem die oberen oder unteren Zeichen genommen werden, 


das positive oder negative Zeichen, so dass in beiden Fallen die 
rechte Seite der obigen Gleichung 


ies e—"Hido 
+ /2(cos ai — cos 0) 


+0i 


als Nenner einen Ausdruck mit positivem reellen Theile besitzt. 
Als Integrationsweg kann statt der vorgeschriebenen, von + 4% aus- 
gehenden und nach coo+47i gefiihrten Curve eine andere diese 
beiden Punkte verbindende gewahlt werden, die in dem Recht- 
ecke bleibt, welches zu Eckpunkten hat 
0, 4a, cotta, oo. 

Wir wahlen, um die Punkte +0 nicht zu umschliessen und die 
Linien auszuschliessen, welche in der Entfernung $7 der Axe des 
Reellen parallel laufen, als Weg das innere Ufer der drei Geraden 
von +6% nach 0, von 0 nach oo, von oo bis cot dai. Da ferner 
das Integral nach @, von oo bis «+4i, Null ist, so kann man 
statt des urspriinglich vorgeschricbenen Weges von a@ den gerad- 
linigen von +0 zu O und darauf von O nach co nehmen. Man 
erhalt dadurech 


eo 
ee i: 
(cos0+-isin Ocosiu) * “du 


+0% eH? do if e— “#7 da 
us A V2(cosai—cos0) 4% — 1/2(cosai—cos8) 
Bildet man nun das arithmetische Mittel der beiden Integrale auf 
der Linken, fiihrt auch im ersten Integral at statt a als Verander- 
liche ein, so entsteht 


i eS ee dior 0 sin auido 
O-***"(c0s0) -/ 
0 


V2(cosai—cos0) ~ /2(cosa— cos) 


Aendert man schliesslich w in —w um und addirt die entstehende 
Gleichung zur obigen, so erhalt man 


40 #*(cos0) +40 *(e080) = f° 
0 


cos au da 


V2(cosai — cos) ’ 
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und dies ist die zu beweisende Gleichung aus (26), da das Integral 
auf der Rechten, nach § 60, 8. 222, gleich ist 


piesa ey a ai 
* cosumt FC ;: 


Aus den Functionen f(@) kann man, dbnlich wie aus den 
Kugelfunctionen, »** Zugeordnete bilden, indem man sie » mal nach 
w differentiirt und mit der » Potenz von f«?—1 multiplicirt. 
Diese Zugeordneten bleiben, ebenso wie jene Differentialquotienten, 


ausser fiir 2 = —1 endlich. Man bildet diese Differentialquotienten 
sofort, wenn a positiv ist, indem man den Ausdruck von f“(«) 
ph . i 
nL cCOsumt sos a 
TG A Vcosai-+ a 


y mal unter dem Integral differentiirt. Ist aber « negativ, so kommt 
man durch das so eben gewonnene Resultat zum Ziele, nach wel- 
chem f(—a) (im wesentlichen) mit der Function Q(#), also die 
zugeordnete Kegelfunction mit dem Ausdruck von QS auf I. 224 


fe — cosiv.Vx’— 1)" cosivedv 
0 


iibereinstimmt. 

Den Ausdruck solcher Zugeordneten durch hypergeometrische 
Reihen findet man im § 64. 

§ 63. Bedeutet z, wie in (25), den Ausdruck 

z= ay—ya?—1/y’?—1eosq, 
so ist die Function f"(z) selbst, und mit ihren Differentialquotienten 
nach g, (s. d. Schluss des § 62) endlich und continuirlich nach g, 
wenn 2 fiir keinen Werth von g zwischen —za und z gleich 
—1 wird. 

Es seien, bis die Bestimmung (in diesem Paragraphen unten) 
wieder aufgehoben wird, # und y positive reelle und ungleiche 
Zahlen, entweder beide grésser als 1 oder beide kleiner als 1. In 
dem ersten Falle bleibt s offenbar fiir jeden Werth von @ positiv. 
Im letzteren Falle, setzt man # =cos0, y = cosy, und nimmt 6 
und 7 zwischen O und jz, so bleibt s fiir alle Werthe von g zwi- 
schen —z und zw positiv. 

Da f(x) und die Differentialquotienten von £ nach auch 
periodisch nach g sind, so lassen sie sich nach dem Zusatze zu 


§ 63, re Kegel. 231 


Dirichlet’s Satz tiber die Entwickelung von Funetionen in trigo- 
nometrische Reihen, der sich auf die Entwickelung periodischer 
continuirlicher Functionen bezieht, (und, aus einer friiheren Arbeit 
im Borchardt’schen Journal, I. 56 wiederholt wurde), in gleich- 
missig convergente Reihen entwickeln, woraus man beweisen 
kann, dass man den Differentialquotient von f(z) erhilt, indem 
man die Summe der Differentialquotienten aller Glieder der trigono- 
metrischen Reihe fiir f(z) bildet. 

Setzt man w—o fiir g und cos@ und cosy fiir 2 und y, so 
wird f(s) der Gleich. (27) geniigen. Entwickelt man ferner £“(z) 
in die trigonometrische Reihe 

f(s) = S'u, cosr(w— «w), 
so wird w, eine Function von a und y, welche offenbar derselben 
Gleichung geniigt, wie die Zugeordneten P(x) und Q(x) in Bezug 
auf x, oder wie P;(y) und Q;(y) in Bezug auf y, wenn man nur 
n= —4-+ wi setzt, naimlich der Gleichung 


(a)... GA—2’) Te Se a= |p Be 


Da f“(@) und f"(—~) zwei Lésungen derselben fiir » = 0 sind, 
so ist aus den Untersuchungen des ersten Bandes klar, dass die 
Lésungen von (a) fiir ein at hae heat v Zugeordnete sind 


@), (@’—1} i (—2). 


Aehnliches lasst sich iiber die Art sagen, auf welche y in u, 
eingeht. 

Fir f“(@) und f“(—«) setzen wir nunmehr ihre Werthe aus 
(26), driicken die ersteren also durch P und die letzteren durch Q 
aus. Man benutzt nun die fiir die Zugeordneten gefundenen Formeln 
aus I. 204 und 206 

n i Pa ep /7.2 4" d 
Pa = Ti9n (a -+ cosp | x?—1)"cosypdp 
TniIn—v (Pay vr Be (a) 
WIC ee Tee 
so wie die aus I. 224, I. 160 und (e) in I. 227 (in Bezug auf die 
Ableitung der letzteren vergl. m. die 1. Anmerkung zum laufenden 
Paragraphen) 


(a* Sie 


SA i ware 
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- TI(2n +1) Uy oe pean : 
0; (a) = >. | (w— cosiv. fa’ — 1)" cosivn do 
2” TIn Tn 4 | 
wa T1Qn +1). COS V7E yo?—1 d” Q” (2) x 
2" Tn T(n +r) du 


(», ar 4 log ae : 

Man setze diese Werthe zuerst in das Additionstheorem I, (52) 
fiir die Kugelfunctionen erster Art P ein und giebt dort ay die 
Form 

a? — 2 gn HD ln—® | 
‘ 1 II (n+ v)IT(n-- v) 


Dasselbe bleibt noch fiir » = —4-+-mi, wenigstens wenn 4 positiv 
ist, giiltig, da die Ableitung desselben durch die zweite Methode 
I, § 76 in diesem Falle noch gestattet ist. Vergl. 2. Anm. zum 
laufenden Paragraphen. (Man sieht aus derselben, dass vorlaufig, 
wenn « und y kleiner als 1 sind, 7 und 0 unter + genommen 
werden mussten.) So entsteht die Gleichung 


P-¥+Hi(s) 
Ba eye Layo  Lyy = Y| cusp fe Ye oes 
=e (4u?-+-1)(4u?4 9)... (4? + (2»— 1’) Ox” Oy” 


Eine zweite Gleichung erhalt man fiir die Kugelfunction zweiter 
Art aus der vorstehenden, wenn man in ihr gleichzeitig P(s) und 
P(x) mit Q() und Q(@) vertauscht, vorausgesetzt, dass 2 der Be- 
dingung gentigt (m. vergl. die I. 334 gegebenen nothwendigen Be- 
dingungen) 


Es muss also fiir solehe a und y, die grésser als 1 sind, vw > y, 
fiir solche, die kleiner als 1 sind, « < y, also (« = cos@, y = cosy) 
der Bogen 7 kleiner als 6 sein. 

Benutzt man nun die erste der Gleich. (26), so ist die vor- 
stehende Formel selbst das Additionstheorem (25), aber nur fiir 
positive « und y. Die zweite, Q enthaltende Formel liefert die Er- 
gingzung, wenn man sie zu der addirt, welche aus ihr durch Ver- 
tauschung von « mit —w entsteht. Multiplicirt man nimlich die 
Summe noch mit cost und dividirt durch a, so verwandelt sich 


§ Oasis Kegel. 239 
nach (26) die linke Seite in 

Ma) = May t fo 1 PI cosy) 
wahrend die rechte Seite, abgesehen von den numerischen Con- 


stanten, welche man aus (25) entnimmt, als Factor von cosrp 
enthalt 


Pee Seem) aot) 
(Vx ae vy 1) 5 oy” 

Versteht man jetzt unter y noch immer eine positive, unter « 
aber eine positive oder negative Grosse und giebt Va?—1 das 
Zeichen von 2, so hat man das Additionstheorem (25) mit 
denim § 61 angegebenen naiheren Bestimmungen bewiesen, 
— vorlaufig freilich, in dem Falle dass a und y kleiner als 1 sind, 
noch mit der Beschrankung fiir g, dass cosy positiv sei. So lange 
n und @ unter 47 liegen, ist diese von selbst erfiillt. 

Von diesen Beschrankungen lisst die Formel sich jedoch be- 
freien; man wird auch bemerken, dass im Falle «<1, y <1, eine 
der beiden Formeln geniigen wiirde, indem man durch die folgenden 
Betrachtungen aus ihr auch die zweite gewinnen kann. Es ist néim- 
lich sowohl f(cosy) als der Differentialquotient dieser Function nach 
7% oder @ eine continuirliche periodische Function von gm, so dass 
man nicht nur wie am Anfang dieses Paragraphen setzen kann 


(6)... (cosy) = Su, cosrg, 


sondern auch, wenn ¢ eine Function von 7 und 6 bezeichnet, 
elon cane) i 
=< SS) Uy i 
30 f* (cosy) cosyp 


Die letzte Reihe muss ebenso wie die erste in gleichem Grade con- 
vergiren; ihr Integral nach 0 wird also genommen indem man sie 
gliedweise integrirt. Hieraus folgt, dass (6) nach g, 7 oder 6 da- 
durch differentiirt werden kann, dass man die Reihe auf der Rechten 
gliedweise differentiirt. M. vergl. die Bemerk. auf S. 231. 

Da f(cosy) und der Differentialquotient dieser Function nach 
7 oder 6 offenbar continuirlich bleiben, indem bei uns cosy nicht 
—1 werden kann, so bleiben auch u und die Differentialquotienten 
von uw continuirlich. 

Wir bezeichnen hier, wo es sich um Werthe von « handelt, 
die kleiner als 1 sind, nicht ganz analog der Bezeichnung bei den 
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Kugelfunctionen, mit ff, der Zugeordneten, den Ausdruck 
» 7) 
dg? 


wo V1—a’ das Zeichen von a erhalt, und c eine hier gleichgiiltige 


i (2) = cyl—a« 


Constante vorstellt. Man beachte, dass f(x), wenn # vom Positiven 
zum Negativen tibergeht, sich bei 2 =0 nicht in f(—a), sondern 
in cos» f’(—a) continuirlich dndert. Es seien ferner a, b, g, h Con- 
stante. Dann wird uw, weil es der Differentialgleichung (a) geniigt, 
von der Form sein 

u, = [aft (cos) + bf (— cos 0)] [gf (cos7) + hEy (— cosn)]. 
Setzt man 7 = 0, so wiirde uw, unendlich, also f(cosy) nicht con- 
tinuirlich sein, wenn nicht h gleich O wire. Der Ausdruck w, muss 
aber im ganzen Verlauf dieselben Costanten g und h behalten, weil 
wu und sein Differentialquotient nach 7 continuirlich bleiben. Folg- 
lich wird h = 0 bleiben fiir alle 7 von O bis an $7. Ebenso be- 
weist man, dass b Null ist, dass also 

u, = agfy (cosn)f, (cos0) — 

fiir alle 1 und @ sei, die in Frage kommen. Wahlt man 7 und 6 
so, dass cosy fiir alle @ positiv bleibt, so kennt man bereits die Con- 
stante ag; dieselbe hat man also fiir alle 7 und 6 unter $7 fest- 
zuhalten. 

Hatte man aber den zweiten Fall des Additionssatzes zu be- 
handeln, also 7 <0< 4a zu nehmen und 

f“(— cosy) = f“(— cosn cos 6 — sinn sin @ cos) 
darzustellen, so wiirde man, um die Constanten in uw, zu bestimmen, 
zuerst ny = 0 setzen. Hierdurch zeigt sich, dass h Null ist, und man 
erhalt 
£“(— cos 0 cosy — sin @ siny cos g) 
= Xf! (cosy) [at!(cos0) + BEY (— cos 0)] cosrg. 


Nun lasse man 0 wachsen, von einem Werth tiber 7 bis $7, und 
dann dariiber hinaus bis w—C, wo yn << €< 4a. Da weder + cos 
noch —cosy durch —1 geht, so bleibt Alles auf beiden Seiten con- 
tinuirlich und man erhalt, wenn man noch g in w~—q umwandelt 


f“(cosy cost + sinn sin cos q) 
= Xgl} (cosy)[aty (— cost) + Bf (cost) cosyg. 
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Diese Formel muss mit der fritheren iibereinstimmen; man hat daher 
«= 0 und g gleich der friiheren Constanten ag zu setzen. Setzt 
man dies ein, so findet man in der That 

t“(— cosy) = Sagf (cosy)! (— cos 0) cosyq. 

1. Anmerkung. Bei dem Beweise I. §. 53, dass Q? sich durch 
das bekannte Integral darstellen lasse, war S. 227 ausdriicklich vor- 
ausgesetzt worden, dass » einen positiven reellen Theil besitze. Dies 
ist hier nicht der Fall. Der Umstand aber, dass dieser reelle Theil 
ein negativer echter Bruch, hier —4 ist, erlaubt es, die Formel 
auch im vorliegenden Falle anzuwenden. Wir miissen dazu das Be- 
weisverfahren, welches I. 225—228 angewandt wurde, dem vor- 
liegenden Falle entsprechend abindern und zwar den Beweis von 
(6) in I. 226 modificiren. 

Das dort 8. 225 behandelte Integral w, giebt offenbar, wenn 
der Buchstabe x, wie bei uns, in der oberen Grenze des Integrals 
vorkommt, statt der dortigen Gleichung (a) eine solche, die man 
aus ihr erhalt, wenn man die erste Zeile derselben unverdndert 
lasst, ihre zweite Zeile aber durch 

(—1) A@’*—1) 
ersetzt, wo A folgende Bedeutung hat 
a 


Ag re| sin(y +1) p —sinog —2 Tay + cosrp.ya?—1 Be 


foot see es rsinyvg ue |, 
sing ES 
wo g den Werth dieser Veriinderlichen an der oberen Grenze be- 


zeichnet. Ist diese nicht die Grésse, fiir welche r verschwindet, son- 
dern nur derselben sehr nahe, naémlich durch 


4 | cos (sing — 


gegeben, wo « eine unendlich kleine Constante bezeichnet, so wird 


der Faktor von cosyp gleich 
1 
—1)sin 


sing + (o 
und daher 


ecosyp + Vx*—1 cosy +1)g 
(7? —1)sing 


A == perl 
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Da in unserem Falle a + ++ wi ist, so verschwindet also A fiir 
é=0 mit r und die Gleich. ( 6 auf S. 226 ist bewiesen. Der tibrige 
Theil des Beweises bleibt unveradndert. 


2. Anmerkung. Die Berechtigung zur Anwendung der Substitutionen, 
deren man sich beim Beweise des Additionstheorems fiir die P und Q bediente 
(1. 319 resp. 335 unter b), bedarf auch in dem vorliegenden Falle emes com- 
plexen » keiner weiteren Untersuchung, wenn die positiven Zahlen a und y, 
dort # und a,, grésser als 1 sind. Die Entwickelungen auf S. 319 bedtrfen 
aber einer Erganzung, wenn die positiven Zahlen w und g, kleiner als 1 sind, 
indem dann eine imaginare Substitution auftritt, welche fir ganzzahlige m un- 
bedenklich war. 


Setzt man dort 
gia) 008.0, jage= cost, 40a 0 =e er Oe <a hg, 
so fragt es sich, welchen Weg y durchlauft, wahrend 7 auf reellem Wege von 


0 bis ~ wachst. Man hat nach I. 39 zwischen y und 7, wenn man das 
Imaginire aus dem Nenner durch Multiplikation fortschafft, die Beziehungen 


cosy — isiny cos 0 

1-+-sin@siny ; : 
Setzt_ man y = —a-+ bi, so wird a mit 7 von O bis 7 wachsen, und e~? 
wird der Modulus der rechten Seite obiger Gleichung, also 


ex = 


sin A—sinOsinn 
~ 4+sin Osinn 


ee — 
: ee ; ; ts a 0 
Hieraus folgt, dass 6 positiv bleibt, und nicht grésser wird als log cotg( — =): 


Die Gleich. (34, a) in I. 244, welche unverandert gilt wenn # eine be- 
liebige Zahl bezeichnet, zeigt, dass 


(w, + eos(py) Va; —1)", (w+ cosy Va? 1)" 
sich in eine nach Cosinus der Vielfachen von m+ yx, resp. von x fortschreitende 
Reihe entwickeln lassen, wenn a2 und a, positiv sind und der Modulus des 
imaginaéren Theiles von x, d. i. wenn 6 kleiner bleibt als resp. 


1 
flog fl Hi ae 


d. h. als logeotg$Z, resp. paarery Diese beiden Bedingungen sind bei uns 
sicher erfiillt, wenn 


is a 6 
logcotg | —- — — )< logeotg$@, logeotg ae oe < logcotg} 
7 : 
Die Bogen, deren Cotangenten zu nehmen sind, liegen unter a die Be- 
4 
dingungen lauten also 


Geet > 0. 


Sind diese Bedingungen erfiillt, so giebt die Summe der beiden Integrale nach 
xy in I. 349 offenbar dasselbe, als ob x auf reellem Wege von 0 bis 7 wachst. 


§ 64, 27. Kegel. 237 


In der That hat man nun 
(@,-+ cos(p+y). Ya? —1)" = J'a,cosv(p+y), 
(w+ cosy. Va?—1)-"-1 = 3'b, cosny, 


wo a, und b, aus I. 244 bekannte Functionen von x, und & sind. Die 


Addition der beiden in der ersten von diesen zwei Gleichungen enthaltenen 
Ausdriicke giebt 


23'a, cos vg cos vy ; 
indem das Integral von 2cos’yydy von 0 bis 7 gleich 7¢ wird, hat man das 
verlangte Resultat. 
Das Integral I. 319 


°76 
us (a— beosn + csinn)”" dn, 
0 


in welchem nach 7 auf reellem Wege integrirt wird, lasst sich, wie ebendaselbst 
gezeigt ist, in 


— 


TC ess 
of (2 — cos(n +0). ¥s?—1)" dn 
0 
verwandeln. Hier ist 


% = cosOcos€ + sinOsin€ cose, 
also sicher positiv (da 04+€< $7). Aus den dortigen Gleichungen 
—ib = cossinO — cospsinCcos0 = cosd ¥1— 2°, 
—ic = sinCsing = sind Vi— 2° 
ist klar, dass 0 reell ist. Man darf also in dem obigen Integral 0 fiir 0 setzen, 
wodurch es sich in P”(z) verwandelt. 

Die Untersuchungen iiber Q, auf S. 335, bediirfen keiner Ergiinzung. 

§ 64. Von dieser Stelle an behandele ich ausschliesslich den 
Fall, der fiir das Folgende allein von Wichtigkeit ist, in welchem 
die in s vorkommenden 2 und y kleiner als 1 sind. In diesem 
Falle kann man die Gleichung der Zugeordneten zu f, na&mlich 
Gleich. (a) des § 63, durch Reihen integriren. Setzt man in (a) 
voriibergehend n(n +1) statt w’-+-4, so wird nach Legendre C1. 221) 
eine Lésung derselben durch eine hypergeometrische Reihe ausge- 
driickt, naémlich durch 


1—a \i” —2x 
Ge) ie. « BEL 5 F(—n, aise ‘Pleo 5): 
142 
Herr Hermite, ausgehend von seinen allgemeinen Untersuchungen *) 
iiber die Lamé’schen Functionen, zeigte, dass man durch Ver- 


*) M. vergl. den am Schlusse dieses Bandes befindlichen Zusatz zu S. 221 
des I. Bandes. 
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tauschung von # mit — x, wie in jenem allgemeinen Falle, wiederum 
eine Lésung derselben Differentialgleich. (a) erhalten miisse, nimlich 


Rice nies 


Bei Herrn Hermite stellt, in dem allgemeinen wie in dem spe- 
ciellen Falle, x eine ganze positive Zahl vor, wihrend » dort eine 
beliebige positive Zahl wird, und dieser letztere Umstand gestattet, 
die Gleich. (a) durch die Lésungen () und (@) vollstandig zu inte- 
eriren. Denn es lisst sich zeigen, dass immer und nur fiir »=0, 
1, 2, ete. m diese beiden Liésungen gleich sind. Auch bei uns, wo 
fiir » eine ganze Zahl, fiir » aber —4-+-wé zu setzen ist, werden 
die Lésungen (a) und (@) verschieden. 


Wir zeigen zunachst, dass die beiden Losungen fir alle ganzen 
positiven wm und y, die letztere Zahl nicht grésser als nm genommen, 
gleich sind. Zuerst fiir » = 0 reduciren sie sich auf die Ausdriicke (6) und 
(c) in I. 18 fiir P"(a). Man hat demnach fiir alle ganzen m, wenn man 
1— a = 2 setzt, 


(vy)... P"(@) = F(—n,n+1, 1, v) = cosnn.F(—n, n +4, 1, 1—v). 


Integrirt man diese Gleichung ymal nach v» von 0 bis v, so wird die linke Seite 


—n,n+1,v+41, v). 


So lange m eine ganze Zahl ist, hesitzt diese Reihe eine endliche Anzahl 

Glieder, also auch eine endliche Summe fiir » = 1. Diese wird 
ITv IT(v —1) 
F(—n, n+1, »-+1,1) = 
( BF ; ) (y+ n)IT(v —n—1) ’ 

also, wegen des unendlich grossen JI(v—mn—1), Null so lange die ganze 
Zahl » nicht nm iiberschreitet. Daher ist das »-fache Integral der rechten Seite 
von (y) nach v gleich 


cos fe i vn 


-(1—v)” F(—n, n+1, »+1, 1-0). 


Die aaa (a) und (@) sind aber in dem Falle des Herrn 
Hermite oder in dem unserigen verschiedene Integrale, da (q@) fir 
x = 1 Null, (8) aber oo wird. 

In der That sind dann die Faktoren, welche die hypergeometrischen Reihen 
in (a@) und (@) multipliciren resp. 0 und oo, die Reihen selbst resp. 4 und 
F(—n,n+1,v+1,1). Ist m= —}+ mi und » = 0, so hat die letzte 
Reihe eine unendliche Summe (I. 108); ist » eine gréssere Zahl, so ist die 
Summe endlich und von Null verschieden. Aehnlich verhalt es sich, wenn n 
eine ganze Zahl, » eine gebrochene oder irrationale ist. 

Man bemerke noch, dass die Differentialgleichung der hypergeometrischen 
Reihe, welche eine Lésung F(a, 6, y, ©) besitzt, auch eine zweite, im allge- 
meinen verschiedene 


(8) 00.0 a VAS ayo Re, Tey i Paes) 
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besitzt, woraus fiir o = —n, 6B =n+1, y=v-+41 die beiden Lésungen 
im vorliegenden Falle entstehen, wenn man @ mit $(1-+-a) vertauscht. Gleich 


werden die Lisungen immer, wenn, wie in unserem speciellen Falle, von den 
Constanten 


Guy tba | Gate eb 7— 
II(y — «—1) 1 (y — 8 —1) II(e —1)I1(8 —1) 
die erste 0, die zweite endlich und von Null verschieden ist. Man tiberzeugt 


sich hiervon, wenn man F(a, 8, y, x) durch zwei andere Integrale der Diffe- 
rentialgleichung fiir die hypergeometrische ausdriiekt, naimlich setzt 


F(a, &, Y, £) = aF (a, 6; pap 1—47, i) 
1 bF(1—2a)’—* * F(y—a, y—68,y+1—a—8,1—2), 
und die Constanten @ und b bestimmt, indem man & gleich 0 und darauf gleich 


4 setzt. Der Faktor von 6 ist aber gleich dem Ausdruck (0) nach der be- 
kannten Gleichung 


F(@, 8, y,v) = (A— wy? Py — a, y— B, y, @). 

Von den Funetionen f(x) und f(—~) ist die erste endlich fiir 
x= 1 und unendlich fiir « = —1, die zweite unendlich fiir «= 1 
und endlich fiir «= —1. Dasselbe gilt von den Produkten von 
yx?—1 in die »*" Differentialquotienten von f(a) resp. f(—2). 
Der Ausdruck (a) verhalt sich daher wie f(x), und (8) wie f(— 2), 
so dass 


yo" 


PS d {(a v a t(—ax 

ao yx?—1 fC ) 
sich nur durch einen constanten Faktor von (a) resp. (@) unter- 
scheiden. Man hat also 


(1— 2)” ter = (Gr) Ze n, n+l, Tile 9 eT )) 


fiir positive Werthe von a, und dieselbe Gleichung, die nur statt c 
eine andere Constante c, enthalten kénnte, fiir negative a Nun 
ist aber nach 8. 222, da # absolut genommen 1 nicht tiberschreitet, 


(@) = 


2 ff” cosaud 
li sey fee RIL 


Veosai+ a 
Der Werth 2 = 0 gehdért als Grenzfall dem Falle des positiven und 
des negativen 2 an. Fiir «= 0 reduciren sich die hypergeometri- 
schen Reihen auf dieselbe Constante 

F(—n, n-+1, 1+», 4)} 
es wird daher c,=c, und dieselbe Gleichung gilt fiir positive und 
negative a Die Summe der hypergeometrischen Reihe mit dem 
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letzten Element 4, und hieraus ¢, findet man durch die Gleichung 


F(a, 1a 7,0) = day '#(25%, LES 5, se(—2)); 


die Summe ist naimlich gleich 
ay r(-t5*, 75", 14%, 1) 
1 Va IIy 
je wie n 2v—1+ 2m A 2v—1—2ui 
4 4 
Bequemer, nimlich ohne Benutzung der Hiilfsgleichung, bestimmt 


man aber c aus dem Werthe «=1, der die hypergeometrische 
Reihe zu 1 macht; man erhalt naémlich 


Es kommt daher darauf an, den Werth des Integrals 


cos au da 
(costat)"+1 


zu finden, oder, was auf dasselbe hinauskommt, von 


wae 8 Loser es 
A A+a2yr TQv+1) 
Das Produkt auf der Rechten reducirt man auf 
Ler ie pe eee 
G+ wa) G—ni) = 


So erhalt man einen einfachen Ausdruck fiir c, und daraus 


¢ Ee d’ f* (a) 
(28) .2. A= 2@*) ie 


cu pikdain eect Ae AD Adee PD £(x), 


wenn man setzat 


id Ce 


hy we 
ie) FG + oi dai, 14», 5°). 

Setzt man diesen Ausdruck in die Gleichung (25) des Ad- 
ditionstheorems ein, und macht ausserdem 2 = cos@, y = cosy, so 
findet man: 

Sind 7 und 6 zwei Bogen, entweder beide unter 47, 
oder dererste unter $a, der zweite zwischen 7 und 05 
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liegt ferner g zwischen —z und +7; setzt man endlich 
cosy = cosy cos6 + sinn sin 6 cosg, 
— 9 Get DGu'+9)...4u'+Q@r—D')) eg 
[2.4.6...(2y)]? ae : 
f; (cos6) = tang’£0.F(4-+4 ui, + — wi, 147, sin?40), 
so ist das Additionstheorem 


(29)... £(eosy) = Sa, f (cosn) f; (cos 0) cosy cosrg. 
Macht man 7 = 0=47, so wird f/(O) dureh den Ausdruck 
gewonnen, der oben schon (S. 240), fiir den Werth 4 des letzten 
Elementes, als Summe einer hypergeometrischen Reihe gefunden 
war. Man erhalt dadurch 
Va Ivy 
2” WTA Qy —1+ Qui) T14¢-(2r —1— Qui) 
Setzt man diesen Werth in die Additionsformel ein, so findet man 
die Darstellung von f(cosq) durch eine trigonometrische 
Reihe 


f“(cosp) = al4+—4 


vO = 


e+ 
4u?+9 


(4u?+ 1)(Au*+ 25) | 
(du+ ) Gur p49) OPT 
we+9 (4u?+9)(4u? +49) - | 
cae loos + 7 Ape op Pt Gaal) okt 
wo a und b durch die Sete bestimmt werden 


cos2g + 


a AGRE __ 16cos’ uni 
= (I(—4+4u)M(—4t— fui)’, ab = UW 4n70 
Der ect yon ab ist hier zusammengezogen mit Hiilfe der Formel 
Vn 
ThallGQa—4)= 5 Ia. 


Bei der Angabe der vorhergehenden Forme! sind der besseren 
Uebersicht halber die Glieder verschoben, wihrend die Reihe, um 
f fiir alle g, also auch fiir g = 0, zu geben, so umzustellen ist, dass 
die Vielfachen von in der Ordnung der natiirlichen Zahlen auf- 
einander folgen. Uebrigens lisst sich der Coefficient von cos»p 
auch u. a. in die Form bringen 

2v—3 ie 2v —3 Me 
COSPTE. COSUT 4 yes Sears 


1 ee 2v—1 a a ae id io 


wo fiir » =O die Hilfte zu ree as 


Heine, Anwendungen der Kugelfunctionen. 2, Aufl, 16 


’ 
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§ 65. Vermittelst der im Vorhergehenden gefundenen Glei- 
chungen findet man aus (24) die Entwickelung von 7 nach 
Kegelfunctionen. 

In der That, setzt man in diese Gleichung den Ausdruck fiir 
f“(— cosy) aus (29) ein, so erhilt man fiir die reciproke Ent- 
fernung zweier Punkte mit den Coordinaten r oder oe, 0, w 
und s oder o, 7, die schliessliche Form 


Bee te Seoa(w —w) x 
Vrs 


y i i) Ee, 0 a — ae 
J a, f, (cos(7 — 0))f, (cosn) cos u(e — 0) Siena 
Hier kénnen 7 und 0 zwischen 0 und m liegen, aber fiir 7 ist der 
kleinere von den beiden Bogen zu nehmen (7 < 8). 

Den Quotienten von @, und cosui kann man auch durch die 
Formel umgestalten 


at, — 2 Ho+ui—H00—wui- 


COS Ut 1 Ty TIy 


Wir sind nunmehr im Stande, die Hauptaufgaben zu lésen, um 
welche es sich bei den Untersuchungen tiber das Potential fiir den 
Kegel handelt. Zur Abkiirzung setzen wir in diesem Para- 
graphen tiberall f ohne Index fiir f. 

Das Potential v sei als Function von r und w, (oder von e 
und yw), auf dem Mantel eines Halb-Kegels 0 = 0, oder zweier 
6 = 0, und 0= 94, gegeben; man soll es in den beiden resp. den 
drei Riumen aufsuchen, in welche der ganze Raum durch die eine 
oder die zwei Flachen getheilt wird. 

a) Es soll v sich auf einer Flaiche 6=46, allein in eine 


gegebene Function, ste w) verwandeln, wo f fiir 7 =O von w 
r 


unabhingig sein muss. Wird dieselbe dort unendlich, so findet man 
streng genommen nicht ein Potential v, sondern den Grenzfall 
eines solchen. Ebenso stellt v dann keinen Zustand des elektri- 
schen Gleichgewichts dar. Die Dichtigkeit x darf unendlich 
werden (M. vergl. 8. 62), ohne dass die ganze Masse unendlich wird. 
Man entwickele f in eine trigonometrische Reihe nach w 


fe. W) = S'f@)cosrp + f (@) sin yap. 
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oO 


Jede von diesen Functionen f%)(@) oder f°(@), die zuniichst schlecht- 
weg durch f(@) bezeichnet werden mag, lasst sich durch. ein 
Fourier’sches Integral darstellen, so dass man hat 


Ole Can Wenitomen 
2a Hs 


——OO 


Da die Functionen 


f(cos0)cosu(e—o)cosrp, £(cos 6) cosu(e —o)sinry, 
der Differentialgleichung fiir T im § 62 gentigen, so wird 


1 aif m AUer( cos) ah 
On f Er ccste) J f(a) cosu(e — 0)d0 
mal cosyy oder sinvyy ein Ausdruck sein, welcher der Differential- 
gleichung fiir U geniigt, sich fiir 0 = 0, in das Produkt von cos»y 
oder sinvyy und f(@) verwandelt, und fiir 0< 0, endlich bleibt. 
Man hat demnach: Die Function 


lpmsiie fs 
v= = oy Ou xX 
Qn yr ox A 


ip “Toes (f(o) cosy + {(6)sin rw) cosu(o—6)d0 


ist das Potential, welches sich auf der Kegelfliche in die 
gegebene Function f(@, w) verwandelt und im Innern der Kegel- 
fliche endlich bleibt. Vertauscht man den Quotienten f(cos@):f(cos8, ) 
mit £(—cos6):f(—cos0,), so ist der entstehende Ausdruck v,, das 
Potential im dusseren Raume. 

Die obige Formel kann man offenbar mit 


1 =f" ‘i 
ote dw] f(o,w)d0 x 
: Qn? Vr ala ay \ 


© £(cos 0) a = 
) HENRI eS 0)cosy(w —w)du 


vertauschen; fiir v. erhalt man den Ausdruck, welcher aus dem vor- 
stehenden durch Vertauschung des Quotienten f(cos@):f(cosé,) mit 
f(— cos0):f(— cos0,) entsteht. 

Diese Formen verschaffen uns unmittelbar x,, die Dichtigkeit 
der Belegung des Kegelmantels fiir die Green’sche Function. Was 
S. 90 in Formel (6) durch v,do bezeichnet wurde, ist hier in einem 
Punkte (s, 0,,) des Kegelmantels 0 = 0, gleich f(o,)s* dds, da 

1G 
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das Oberflichenelement 
ssin0,d0sdw = s’sin 0, dwdo 


wird; man hat daher als die Dichtigkeit derjenigen Belegung 
im Punkte (s, 0,,@) des Mantels, welche der Green’schen 
Function fiir den Pol (r, 0, w) im Innern des Kegels ent- 
spricht 


1 o, {°° feos) 
meet, £(cos8,) cost(o — 6) cosv(y — w) du. 


Xx, = 


2n’sVrssin$, 


Liegt der Pol im dusseren Raume, so giebt dieselbe Formel die 
Dichtigkeit, wenn man nur @ und 0, mit 7— 0 und m — 0, vertauscht. 

Die Green’sche Function selbst entnimmt man sofort dem 
Ausdrucke von T am Anfange dieses Paragraphen. Fiir den Pol 
im Innern, der hier durch (s, 7, @) zu bezeichnen ist, wird sie im 
Punkte (r, 0, w) des Inneren 


=— $"q, cosr7 cos v(w—w)X 
yrs 


dhe f(— cos 0, )f(cosny) (cos 0) cosu(e —o) du 


f(cos 0, )cosumi 


G, = 


Liegt aber der Pol (s, 7, w) im Aeusseren, so hat man im Punkte 
(r, 0, w) des Acusseren 


G, = 


"a, Cosy cosy(w— w) X 


= 
ih (cos 0,)f(— cosn)f(— cos 0) cosu(e — o)du 
f(— cos 0, cosumi 


0 


Endlich suchen wir die Dichtigkeit x der Flichenbelegung des 
Mantels 0 = 0, auf, welche die Potentiale v, und vz auf dem Mantel 


selbst zu zal (e, yw) macht. Diese ist nach S. 91 
; 


1 Ov, ot 
Sa PAR a ) fiir = Of 
Um diesen Ausdruck zu iat hat man 
1 1 
f(cos0,) 5 AG dR emery i AGS 


fiir 0=0, zu bilden; man kennt aber das einfache Verfahren, 
welches den Werth einer solehen Verbindung von zwei Lésungen 
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einer linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung reducirt. Nach- 
dem man die bei demselben eintretende Constante dadurch, dass man 
6 = 0 macht, bestimmt hat, erhilt man fiir das obige Aggregat 

2 Cosumi 

7m a, 8in0,f(cos0,)f(— cos0,) 
Setzt man dies ein, so findet man als Dichtigkeit im Punkte 


(r, 6, W) 


% = Te ee rey pou. Cw an w)0o < 


iE aeRO Gl a nanwtl 4 
ay f(cos 0,)f(— cos 0, ) os 


6) Nach denselben Prinzipien bildet man das Potential v,,, 
welches sich an den beiden Flichen 6=0, und 0=9O, in 
gegebene Functionen rf,(o, y) und r—4f,(e, ) verwandelt, 
und endlich bleibt, wenn 6, <6 < 0, ist. Man findet 


RON he fae 
Vu = On yr Sf ips Oo X 
SJ. [hoo 0) Ag, +f, 0) A, Joosp(@— 0) cos (w— 00) Ap, 


wenn man setzt 


A 


f(cos 0) f(— cos 6, ) — f(— cos 0) f(cos@, ) 
oar £(cos6,)£(— cos, ) — f(cos0,)f(— cos8,) ? 
wo ferner die fortgelassenen, den £ anzuhingenden oberen und 
unteren Indices w und » sind, und A,, aus A,,, durch Vertauschung 
der Indices 0 und 1 entsteht. 

Hieraus findet man die Dichtigkeit, welche der Green’schen 
Function fiir den Pol (r, 0, yw) entspricht, wo 0, << 0 <0, ist. Man 
liest sie aus dem vorstehenden Werth von x ab, indem man dort 
den Quotienten f(cos@):f(cos0,) durch A,, oder A,, ersetzt, je nach- 
dem es sich um die Belegung des Mantels 0 = 0, oder 0 = 6, handelt. 

Es wird iiberfliissig sein, die Resultate noch fiir andere Auf- 
gaben derselben Art hier abzuleiten. Wir schliessen unsere Unter- 
suchungen ab, indem wir na&her auf ein oben, unter a) gewonnenes 
Resultat eingehen. 

Der dort gefundene Ausdruck x, giebt die Dichtigkeit der 
idealen Vertheilung von Masse im Punkte (s, 6,,@) des Kegel- 
mantels, welche die Wirkung des Poles (r, 0, w), mit der Masse 1, 
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in den zusammenhiingenden Theil des Raumes ersetzt, in welchem 
der Pol nicht liegt, oder er giebt die Dichtigkeit der Elektricitat, 
welche auf dem Mantel des Kegels durch den im Pol befindlichen 
elektrischen Massenpunkt 1 erregt wird. Hier tritt nun der Fall 
ein, dass im Scheitel des Kegels die Dichtigkeit unendlich werden 
kann, withrend die ganze Masse, die auf irgend einem endlichen 
Theile des Mantels lagert, sogar auf solchem, in welchem der 
Scheitel sich befindet, endlich bleibt. 

Wir behandeln nur den einfachsten Fall, in welchem der Pol 
auf der Axe, und zwar in der Entfernung 1 vom Scheitel liest. 
Hier ist also 0 =O oder 0= a, je nachdem der Pol sich auf der 
positiven oder negativen Seite des Kegels befindet, so dass von 
ihm aus gesehen der Kegel concayv oder convex erscheint. Man 
hat also zu setzen 9 = 0, r=1, 0=0 oder a; @, ist, wie schon 
im Eingange, S. 217, bestimmt wurde, nicht grésser als $2. Da- 
durch wird der Ausdruck der Dichtigkeit im Mantel, je nach der 
Lage des Poles, im ersten resp. zweiten Falle 


1 “ cosuodu 
X%y = Faro Fan = EF ant 
dn? ys*.sind, ~, €(cos0,) 


i! cosmo du 


xy = 


dn? y's*.sin0, 7, €“(—cos0,) 
Den Werth, welchen die vorstehenden Integrale fiir s =O oder 
o =-—ooe annehmen, auf dessen Ermittelung es hier ankommt, 


findet man mit Herrn Mehler auf folgende Art: 

Um die beiden Falle nicht einzeln behandeln zu miissen, setzen 
wir im ersten 0,, im zweiten ~—9O, gleich 2, und fiihren einen 
Buchstaben a durch die Gleichung aA = 7 ein. Man geht davon 
aus, dass (S. 221) 

(cosh) = V2 ae cosauida 
Vcosa—cosd 
fiir ein reelles « nicht Null wonton kann, weil das Element des 
Integrales positiv bleibt. Dagegen verschwindet £ genau an einer 
Stelle, wenn w die imaginéren Werthe von 0 bis ai, oder bis — ai, 
durehlauft. 
Ks ist néimlich 


ssf (cosd) alts me es 


5 cosa — cosa 
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— 


offenbar positiv (ae bleibt namlich unter 7), wiihrend f(cosa) 
schon negativ sein muss, wie man sieht, wenn man das Integral 
von 0 bis 4 in eines von O bis $2, und eines von 44 bis A theilt, 
das letzte aber durch die Substitution 4—o = 6 umformt. Dadureh 
erhalt man niimlich 


 fi(cosd) =f" | io eee d -lcosaada:; 
A Vcosa—cos&  yeos(a—’)—cosh 


das Element des Integrales auf der rechten Seite ist hier negativ. 

Daher geht f“’, wenn « von O bis a wichst, einmal durch 0, 
und zwar genau einmal und so, dass an dieser Stelle der Diffe- 
rentialquotient von f nach w nicht verschwindet. Denn, 


abgesehen von einem positiven constanten Faktor, ist derselbe 
a 


asin aida 


Vcosa—cosi ” 
also negativ, da das Element des Integrals positiv bleibt. Die 
Function f’ selbst nimmt also ab, wenn w von O bis a wiichst. 

Dieser Werth von w, der f“ zu Null macht, heisse e; er 

liegt, wie man sieht, zwischen 4a und a, und man hat daher 
En <eh<on. 

Lasst man w alle Punkte eines unendlichen Rechtecks durech- 
laufen, dessen vier Eckpunkte sind — ow, o«, ~ + ai, — 00 +-al, so 
wird €“ nur fiir einen Werth von w, nimlich fiir w = «i, gleich Null. 

In der That, bezeichnet man solche Punkte durch g+-hi, wo 
h kleiner als a sein muss, so wird 


4 cosgaicoshada fi singaisin hada 


Vcosa — cosa Vcosa —cosd 


Soll die foie f verschwinden, so muss auch ihr imaginirer 
Theil, d.i. das letzte Integral, Null werden, wahrend doch das 
Element desselben sein Zeichen nicht wechselt. 

Nach diesen Vorbereitungen transformirt man das oben in x, 


vorkommende Integral 
IP eT Ha du 
/, ¥ (cosa) ’ 


indem man davon ausgeht, dass dieselbe Function nach w nicht 
auf der Geraden von — oc bis oo, sondern auf der ganzen Be- 
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erenzung des erwiihnten Vierecks in positiver Richtung genommen, 
gleich ist dem Integrale der Function auf einem unendlich kleinen 
Kreise um den Mittelpunkt «¢ in positiver Richtung, d. i. in 
unserem Falle 


27 ef9 
= ap a 
wo A den Differentialquotienten von f“’ nach w fiir w= ¢ bezeichnet, 
wo also zu setzen ist 


ta ie a asineada 
Vcosa—cosd 


Daher wird A eine endliche von O verschiedene Grésse, sobald 
man nicht 4=0 nimmt, in welchem Falle der Kegel in seine Axe 
itibergehen wiirde. 

Das Integral iiber das Viereck zerfallt in die Summe von vier 
Integralen, von denen zwei Null sind, naimlich die von co bis 
co+ai und von —co bis —co+ai. In der That ist 


(eas e— Ha du 

A £“ (eos) 
fiir g=-+co Null da, wenn man w=g-+2i setzt, wo x von 0 
bis a wachst, das Integral in 


jew f pei sake 
pa eea (Cond) 
iibergeht und die Function f im Nenner wie e% in’s Unendliche 
wichst, wihrend der Zihler des Integrales, da o gleich —co wird, 
mu Null abnimmt. 

Endlich das Integral von —co+ai bis co-+ai ist gleich dem 


Produkte 
= er tde 
eof waite; 4) 
fers tttor (COSAy) 
in dem das Integral sicher nicht unendlich wird. Beriicksichtigt 
man, dass «4< mw und adA=7, also s <a ist, so ist klar, dass 
das Integral von —oo+ai bis co+ ai fiir o = —oo noch stirker 
zu Null convergirt als das Integral tiber den unendlich kleinen 
Kreis um den Mittelpunkt ei, und man findet daher 
72 e Haid 
if STE wae cat ngs 
f“ (eos) 


— 
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had 


fiir o = —oo oder s=0, wenn b eine endliche Grésse vorstellt. 
Daher hat x die Form 

b 
=F cial ae 
47”. sin 8, 


role 


%y = 


das Element der Masse, in welchem der Scheite! des Kegels liegt, 
ist ferner 


Viger” 
Tae * 20sOu. 


Hier bezeichnet also « die kleinste positive, zwischen und 7 


7 
| Mm 
liegende Wurzel der Gleichung f*(cosd) = 0, d.i. von der Glei- 
chung 
eee (1— 4e”)(9 — 4”) 
free hr ane ae 

Fiir den gréssten Werth, den 4 annehmen kann, namlich 2 = 7, 
oder vielmehr, wenn 4 unendlich nahe an w herankommt, wird « 
gleich 4, genauer unendlich wenig grésser als 4. In der That 
folgt aus der vorstehenden Gleichung zunichst 

cde hale 4 
omer ean 

die Reihe auf der linken Seite wird fiir 4= m2 wunendlich, und 
zwar +o0o, wenn é¢ < 3 ist, wiahrend der Ausdruck auf der rechten 
Seite zu + oo wichst, wenn man « unendlich wenig iiber } nimmt. 

Lisst man 4 abnehmen, so wird fiir A=42 die Wurzel « 
gleich 3; dies ist der Grenzfall, in welchem der Kegel in eine un- 
endliche Ebene iibergeht. Nimmt 4 noch weiter ab, so wird, wenn 
man A etwa gleich 0, 3.7 nimmt, « = 3. Fiir ein unendlich kleines 
4 verwandelt sich unsere Gleichung in J(Ae) =0, und man hat 


sin*44-+ ete. = 0. 


daher « etwa gleich 2, Me zu setzen. 


Hieraus geht hervor, dass die Dichtigkeit der Masse im Scheitel, 
wenn der Pol auf der convexen Seite (in der Entfernung 1 vom 
Scheitel, und auf der Axe des Kegels) liegt, unendlich wird; wenn 
der Pol auf der hohlen Seite liegt, Null wird; im Grenzfalle, beim 
Uebergange des Kegels in eine Ebene, endlich bleibt. Die Dichtig- 
keit x, in einem Punkte des Mantels, welcher vom Scheitel die 
Entfernung s besitzt, wird nimlich mit abnehmendem s oo oder 
O etwa von der Ordnung 
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wie <s): fit.h =a; 
Ss” LA = 4n, 
s oe AsO ese, 

24 
wie s' fiir ein kleines 2. In allen Fallen bleibt also das Massen- 
element endlich, da dies in dem angegebenen Falle von derselben 
Ordnung ist wie eine Potenz von s mit dem Exponenten resp. 


24 
0, 1, 2, 1+ 407° 


Zusatz zum fiinften Kapitel. (M. vergl. S. 231 und 233.) 


Unter f() ist eine von 2 = —z bis « =z endlich bleibende, con- 
linuirliche und einwerthige Function zu verstehen, die nicht unendlich oft vom 
Wachsen zum Abnehmen iibergeht. Ihr Differentialquotient nach a sei eine 
Function f’(a) mit denselben Eigenschaften. Ferner sei f(7) = f(— 7). 

Aus dem Zusatze ,,Ueber trigonometrische Reihen‘‘ im 1. Bande ist be- 
kannt, dass jede von den beiden Functionen f(@) und Fi) sich durch eine 
Fourier’sche Reihe 


f(z) = $a, +a, cosnx +A, sinna, 
f'(v) = 4), +23, cos na + SB, sinnx 


darstellen lasst, die in gleichem Grade convergirt. Von solchen einfachen 
Functionen f(a), um die es sich gerade vorzugsweise bei den Anwendungen 
der Mathematik auf die Physik handelt, lisst sich beweisen, dass der Differential- 
quotient der ersten trigonometrischen Reihe die Summe der Differentialquotienten 
der einzelnen Glieder sei. Es ist also zu zeigen, dass man hat 


Dia Ajay ye a ln 
Beweis. Zunichst erhalt man 


nb, = f"f"(w)de = f(n)—[(—n) = 0. 


Fiir die weitere Beweisftthrung sei daran erinnert, dass na,, nb,, nA, 
und 2B, nie unendlich werden. Indem man nun f'(a) von 0 bis a nach 
x integrirt, erhalt man 

sin na COS nx 


Aloha fo) +2— Bust Sty sea eSBs 


n 


Diese trigonometrische Reihe muss mit der fiir f(a) gegebenen iibereinstimmen. 
Man hat daher, wenn 2 > 0, wirklich 


by = 0A,’ 'Bi = 00, 
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Dieses Resultat modificirt sich, wenn f(«) nicht mehr allen obigen Be- 
dingungen geniigt. War z. B. f(—z) nicht gleich f(z), sondern ist 
f()—f(—7) eine von Null verschiedene Constante, die wir gleich 7x 
setzen, so wird b, = %. Ferner wird durch die Integration von f! (a) nicht 
mehr f(#) gleich der vorstehenden trigonometrischen Reihe, sondern ist gleich 
dieser vermehrt um xa. Setzt man dies Glied in eine trigonometrische Reihe 
um, durch die Gleichung 

1 


42 = —Z— cosnasinna, 
n 


so findet man also 
s 1 sin nx COSRX 
f@) = fO)+2— B,4+3(6,—«tosnn) —— — SB, —— - 
n n n 
Hieraus folgt, dass ausser der obigen Gleichung 0 
ist, die folgenden bestehen: 


b,—xcosnm = nA,, B, = —ndy. 


) == 4%, noch, wenn » > 0 


Also wird der Differentialquotient von 
f(w) = ta,+ 3a, cosnx 4-3 A,sinnwr 
nicht mehr, wie im vorigen Falle, die (nicht nothwendig convergirende) Reihe 


—Jna,sinne + Sn A, cosnx, 
sondern es wird 


f'(@) = $e—Zna,sinne +3 (nA, + xcosnm)cosnx. 
Es entsteht also f'(a#) nicht, wenn man die gegebene Reihe fiir f(a) 
gliedweise differentiirt, sondern erst dann, wenn man die (offenbar) gleiche Reihe 


% 
fe) = $a,+ dur +2a,,cosna + (A, + ee nrt) cos Nx 


gliedweise differentiirt. Aebnliche Siitze findet man fiir Entwickelungen nach Kugel- 
functionen. 


Sechstes Kapitel. 


Die Methode der reciproken Radii vectores. Zwei Kugeln. 
Rotirendes Kreissegment. 


§ 66. Die Methode, tiber welche hier gehandelt wird, riihrt 
von Herrn William Thomson her. Im 10. Bde des Liouville’- 
schen Journals*) entdeckt man schon dic zu Grunde liegenden 
Gedanken, deren Ausfiihrung sich in zwei Briefen des Verfassers **) 


*) Extrait d’une lettre de M. W. Thomson a M. Liouville p. 864—367; 
datirt Cambridge, 8. October 1845. 

**) Extraits de deux lettres adressées & M. Liouville par M. William 
Thomson. Liouville, J. d. M. T. 12 p. 256—264, M. vergl. auch Cambridge 
and Dublin math. Journal Vol. V, p. 1—9. 


252 Potential. § 66, 29. 


aus Cambridge, 26. Juni 1846 und Knock, 16. Sept. 1846 findet. 
In einer unmittelbar dieser Arbeit folgenden Abhandlung*) giebt 
Herr Liouville weitere Entwickelungen iiber diesen Gegenstand, 
ihm gebiihrt auch das Verdienst, ,die ganze Wichtigkeit der Arbeit, 
von welcher der junge Mathematiker von Glasgow“ einen kurzen 
Auszug gegeben hat, sofort erkannt zu haben. 

Prinzip der Abbildung. Von einem festen Punkte y aus 
bildet man jeden Punkt p im Raume in einem Punkte p ab, der 
auf der Geraden yp derartig liegt, dass yp.yp = 1 wird. Ist y der 
Mittelpunkt eines Kreises mit dem Radius 1, und zieht man durch 
p einen Durchmesser, so sind die zwei Schnittpunkte des Durech- 
messers mit dem Kreise und das Punktenpaar p, ) vier harmonische 
Punkte, und zwar sind p und p zugeordnet. Wesentlich nach 
Thomson, der den Radius allgemein lasst und nicht gleich 1 setzt, 
nennen wir p und p reciproke Punkte und p das Bild von p. 

Bezeichnung. Wenn ein rémischer Buchstabe verwendet 
wird, der sich auf den abzubildenden Gegenstand bezieht, so ver- 
wenden wir den entsprechenden deutschen fiir das Bild. So be- 
zeichneten wir Punkte, die abgebildet werden mit p, die Bilder 
mit p. In 4hnlicher Art setzen wir yp gleich r, und yp = vt. 

Beziehung zwischen Gegenstand und Bild. Bildet man 
Punkte p und q, von y aus, in » und q ab, so findet unter den 
geraden Linien pq und pq die Beziehung statt 

Pq: pa = py qy = Li py.gy. 
Ist die Gerade pq unendlich klein, so findet man fiir die Grésse 
ihres Bildes, d. i. fiir die Gerade pq die Gleichung 
PY = Pq- py”. 

Ebenso wird auch pq=pq.qy’. Daher ist das Bild der Geraden 
pq dieser unendlich kleinen Geraden parallel. Indem dasselbe, was 
fiir pq auch fiir jede von p ausgehende Gerade gilt, findet man: 

Das Bild (f) einer unendlich kleinen Fliéche (f), auf 
welcher ein Punkt p liegt, ist zu f parallel und man hat 
f = f-py*. | 

Das Bild 1 einer unendlich kleinen Geraden », die auf einer 
Ebene, im Punkte p, senkrecht steht, ist auf dem Bilde der Ebene 
senkrecht, und man hat = n.py’. 


*) §. 265—290: Note au sujet de l’article précédent. 
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Beziehung zwischen dem Potential des Gegenstandes 
und des Bildes. Zwischen dem Potential, welches sich auf eine 
Fliche, und dem, welches sich auf ihr Bild bezieht, findet ein Zu- 
sammenhang statt, der hier entwickelt wird. 

Fiihrt man statt der rechtwinkligen Coordinaten x, y, = wie 
friiher (I. 302) Polarcoordinaten ein r, ¢, w, wo ¢ (wie friiher 0) 
der Bogen ist, welcher sich zwischen 0 und wm bewegt, so ist die 
Differentialgleichung des Potentials v, wenn man sie so umformt, 
dass man nach logr, statt wie in (50, d) nach r, differentiirt 

O’v OV O°v ov ibe scene 
else ower er ORs ar mE ous 
Es sei v = F(r, C, w) eine Lisung dieser Gleichung, welche, wenn 
der Punkt (7, C, w) oder p auf eine gegebene Flache riickt, sich in 
eine gegebene Function von ¢ und w verwandelt. Der Anfangs- 
punkt der Coordinaten (r = 0) sei der Punkt y, von dem aus wir 
durch reciproke Radii vectores abbilden, und r wird so bestimmt, 
dass man hat tr = 1. 
Setzt man 


== (); 


Dv ace ¢ w), 


so wird » derselben Differentialgleichung wie v geniigen, wenn man 
dort den Buchstaben r mit dem Buchstaben rv, rein formal, vertauscht. 
In der That, wenn man fiir r seinen Werth in r setzt, also —-logr 
statt logr, so bleibt die Gleichung mit Ausnahme der ersten beiden 
Glieder ungeindert. Diese geben aber 
0’v OV 
Coe Olber” 
und wenn man setzt v = rp, 


| O*y i Ov |. 
(Ologr)? Ologr 
Ferner verwandelt sich » tiberall in dem Bild der gegebenen Flache 
in den Werth, welchen rv in den entsprechenden Punkten der ge- 
gebenen Flaiche annimmt. 

Wir haben daher das Resultat: 

1) Eine geschlossene Fliche ist gegeben. Man wahlt einen 
beliebigen Punkt y, von dem aus man abbildet, den man zugleich 
zum Anfangspunkt von Polareoordinaten r, C, w macht. Jedem 
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Punkte p = (r, G w) entspreche der Punkt p=(1,¢,w), wo rr=—1. 
Liegt y im inneren Raume, so entspricht jedem Punkte p des inneren 
resp. diusseren Raumes ein reciproker Punkt des dusseren resp. 
inneren Raumes, welcher durch die Bildflaiche bestimmt wird; liegt 
aber y im dusseren Raume, so gehéren p und p zugleich dem inneren 
und zugleich dem dusseren Raume des Bildes an. 

Ein Punkt p auf der gegebenen Fliche wird mehrfach, wenn 
die Deutlichkeit dadurch gefdrdert wird, durch p,, der ihm zu- 
gehérige Radiusvector durch r, bezeichnet; auf den entsprechenden 
Bildpunkt beziehen sich p, und r,. Handelt es sich um zwei ge- 
gebene Flaichen, so werden auf der zweiten die Verinderlichen mit 
dem Index 1 versehen. 

Man will das Potential v finden, welches sich auf der 
gegebenen Flaiche in eine gegebene Function v, = x(6, w) 
verwandelt. 

Dazu sucht man das Potential », welches sich auf der 


Bildfliche in 
1 if 
D, rm 7%, ° == 7, *G wW) 
verwandelt. Ist dieses gefunden, und erhalt man fiir das- 
selbe in dem Punkte p=(t,%,w) den Ausdruck 


v =f, ¢ YW), 


so wird das gesuchte Potential im Punkte p 
15 7k 
Vi =—f(—, be w) = rw. 


Aehnlich verhalt es sich, wenn statt einer mehrere Flichen 
gegeben sind, auf denen das Potential vy vorgeschriebene Werthe 
Vo, V,, ete. annehmen soll. 


Ausser dem Potential v hat man in der Regel die Dichtigkeit 
der Masse x zu ermitteln, mit der man die betreffende Flache zu 
belegen hat, um das Potential zu erzeugen. Diese wird (S. 70) 
durch die Gleichung 


(@) 0. —4nx = 4 


in dem Punkte einer Fliche gefunden, zu welchem die dussere und 
innere Normale m und m, gehéren. Auch x lisst sich ermitteln, 
wenn man fiir den entsprechenden Punkt des Bildes die Dichtigkeit 
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SS 


a) 


f der Belegung des Bildes kennt, welche erforderlich ist, um v als 
Potential zu erzeugen. Diese ist mit » zugleich bekannt, da man hat 


Cee 


ont On, 
Setzt man in (a) fiir v seinen Werth ry, so hat man 
Ov Siete) bas 
On ~~ On te ee ae 


und weil or: On an der Fliche continuirlich bleibt, also gleich und 
entgegengesetzt Or: On, ist, 


On 9 On, . - qn = 5) 
Beriicksichtigt man die 8S. 252 gefundene Beziehung zwischen den 
unendlich kleinen Normalen On und on 
Chit On Oni 17 ON, 
so ergiebt sich schliesslich 
ov ov 
tr erat eae Pena 

Man hat also x =r’°f, d.i. das Resultat: 

2) Die Dichtigkeit der Flichenbelegung in Punkten p, 
der Oberflache, welche daselbst ein Potential v, erzeugt, 
ist gleich rv; mal der Dichtigkeit einer solchen Belegung 
des Bildes in den entsprechenden Punkten yp, des Bildes 
der Flache, welche daselbst ein Potential », hervorbringt. 

Auf diese Art ist das Aufsuchen des Potentials und der Dichtig- 
keit der Flachenbelegung einer Figur auf die Ermittelung des Po- 
tentials einer reciproken Figur zuriickgebracht. 

Aus dem Vorstehenden geht u. a. hervor, dass die Ermittelung 
der Green’schen Function, die sich auf einer gegebenen Flache 
und einen Pol y bezieht, gelingt, wenn man das Potential » er- 
mitteln kann, welches auf derjenigen Bildflache, die bei der Ab- 
bildung von y aus entsteht, sich in 1 verwandelt. Man hat dann 
nur G=ry. Ein Beispiel, die Anwendung dieses Resultats, wel- 
ches auf S.91 angegeben wurde, auf einen speciellen Fall, die 
Ermittelung der Green’schen Function fiir die Kugel, findet man 
im § 67. } 

§ 67. Wir wenden in diesem Kapitel die Thomson’sche Me- 
thode ausschliesslich zur Bestimmung des Potentials v und der 
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Dichtigkeit x bei solchen Flichen an, welche, von einem passend 
gewihlten festen Punkte y aus abgebildet, sich in eine Flache 
verwandeln, fiir welche man das entsprechende Potential » und die 
Dichtigkeit f bereits kennt, so dass die gesuchten Ausdriicke v und 
x unmittelbar durch eine Substitution erhalten werden. Man 
kann diese Functionen z. B. sofort fiir eine Elasticitatsfliche be- 
stimmen, auf welcher der Werth von v, gegeben ist, indem man 
sie von dem Mittelpunkte aus abbildet, weil das Bild der Elasticitats- 
fliiche die Oberfliche eines dreiaxigen Ellipsoides ist, fiir welches wir 
aus dem III. Kapitel » und f kennen. Da die Formeln keine bemer- 
kenswerthen Resultate ergaben, so fiihren wir die Rechnung nicht aus. 

Wir behandeln hier einige Rotationskérper, auf welche die 
Resultate, wie bei dem bekannten Problem der zwei Kugeln, oder 
Schwierigkeiten, welche man lange Zeit nicht tiberwinden konnte, 
die Aufmerksamkeit gezogen haben. Fiir die Lésung derselben ist 
bei der Methode dieses Kapitels, welche eben nur in einem Sub- 
stituiren in bekannte Formeln besteht, der Umstand, dass sie Ro- 
tationskérper sind, vollig unerheblich. Im folgenden Kapitel da- 
gegen betrachten wir Rotationsflichen, die wir nicht von einem 
festen Punkte y abbilden. Wir bilden dort vielmehr jede Meri- 
dianebene von einem in derselben liegenden Punkte y ab, der also 
fiir die verschiedenen Meridianebenen seine Lage wechselt (ver- 
schiedene geographische Liingen erhilt). Wenngleich wir dort eben- 
falls die Bestimmung von v und x auf die von v und f fir das 
Bild zuriickfiihren, so geschieht dies nicht durch eine Substitution 
allein, sondern ausserdem durch eine Betrachtung, fiir welche es 
wesentlich ist, dass man den Kérper durch Rotation erzeugen kann. 

Die erste bedeutendere Aufgabe, die hier gelést wird, betrifft 
das Potential v im ganzen Raume, wenn es auf der Oberfliche 
zweier Kugeln mit Radien a, und a, gegeben ist, erstens, von 
denen die eine die andere ganz einschliesst, zweitens, welche 
verschiedene Theile des Raumes einschliessen. In beiden Fallen 
ist auch der Grenzfall zu beachten, wenn die Kugeln sich beriihren, 
was erstens von innen, zweitens von aussen geschehen kann. Der 
Fall, in welchem die Kugeln sich durchdringen, in welchem also 
ein Kérper vorliegt, der durch zwei Kugelkalotten mit gemeinsamem 
Rande begrenzt wird (eine Linse), ist gleichfalls zu betrachten. Er 
findet im nichsten Kapitel seine Erledigung. 
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Die Aufgaben in den Fallen, in welchen die Kugeln sich nicht 
durchdringen, hat Thomson bereits im Jahre 1846 in dem ersten 
der erwahnten Schreiben (Liouville’s Journal XII, S. 256—263) 
so weit gefiihrt, dass man sie als von ihm gelést betrachten kann. 
Die kurze Arbeit scheint in Deutschland nicht unmittelbar nach 
ihrem Erscheinen die Beachtung gefunden zu haben, die ihr ge- 
biihrte und erst indirect, durch Dirichlet’s Vorlesungen, bekannter 
geworden zu sein. Dieser zeigte gegen den Schluss seiner Vor- 
lesungen tiber die Krafte, welche im umgekehrten Verhiltnisse des 
Quadrats der Entfernung wirken, aus dem Sommersemester 1856, 
wie ich einem Collegienhefte entnehme, welches von Herrn Dede- 
kind herriihrt *), wie die Aufgabe, durch die Methode der reciproken 
Radii vectores, sich auf den einfachen Fall zuriickfiihren lisst, dass 
die beiden Kugeln concentrisch sind, indem, bei passender Wahl 
des Punktes y, die Bilder der Kugeln concentrische Kugeln werden. 
Die hierher gehérenden Aufgaben fiir den Fall concentrischer Kugeln 
sind aber im I. Kapitel § 23, S. 72 und § 21, 8.56 und dadurch 
also auch die vorliegenden gelést. 

Den Grenzfall, den Fall der beriihrenden Kugeln, behandelt 
man bequemer direct, indem man ihn auf den Fall zuriickfiihrt, in 
welchem das Potential, statt auf zwei concentrischen Kugeln, auf 
zwei parallelen Ebenen bekannt ist. 

Dirichlet hat in jener Vorlesung zwar alles fiir die Losung 
Erforderliche, aber nicht die fertigen Endformeln gegeben. Diese 
finden sich erst in einer Arbeit **) des Herrn C. Neumann, der 
das fertige Resultat, und zwar durch die Coordinaten 0, w von 
Thomson ausgedriickt giebt. 


Wir beginnen mit don Verhaltnissen, welche bei der Abbildung 
einer einzigen Kugel in Betracht kommen. Die Kugel m, d. h. 
mit dem Mittelpunkte m und mit dem Radius a wird vom Punkte 
y aus abgebildet, der in der Figur, ganz willktirlich, in das Innere 


*) Derselbe hat die Giite mir die Benutzung des Heftes zu gestatten. Nach 
Dirichlet’s Vortrag mache ich unten die Ermittelung des Punktes y von einer 
quadratischen Gleichung abhangig. 

***) Allgemeine Lésung des Problems iiber den stationiren Temperaturzustand 
eines homogenen Kérpers welcher von irgend zwei nichtconcentrischen Kugelflachen 
begrenzt wird. Halle, 1862. 

Heine, Anwendungen der Kugelfunctionen, 2. Aufl. il'% 
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) 
. 
hee ak 
m ane 


d 


b 
ym = 2, yp =r, yp =v, myp =C, yp.yp = 1. 


der Kugel gelegt ist. Die Linie my sei.«, und der Winkel, den r, 
die von y nach dem beliebigen Punkte p der Kugelfliche gezogene 
Gerade, mit ym bildet, heisse €. Das Bild von p, ein auf yp liegen- 
der Punkt, sei p. Es ist der geometrische Ort von p zu ermitteln, 
wenn p auf der Oberfliche der Kugel fortriickt. 

Wenn p fortriickt, so éndern sich r und ¢; sie sind durch die 
Gleichung verbunden 


(a)... a = w’—2ereos$ +r’. 


Man findet den Ort von », wenn man nur ¢ an Stelle von r durch 
die Gleichung rr = 1 einfiihrt. Dadureh erhalt man 


2racos Ai 
ies eae G vat 


A re ar 


und nach einer leichten Transformation 
( a eng © sie Zar cost ee 
Cais vas ae j 


Diese Form, verglichen mit (a), zeigt, dass der Ort von p eine 
Kugel wird, deren Radius die positive Grosse 


eo dbas 


yo? 

ist, wo also das obere oder untere Zeichen genommen wird, je 
nachdem y innerhalb oder ausserhalb der gegebenen Kugel liegt. 
Ferner wird die Entfernung des Mittelpunktes uw der abbildenden 
Kugel von y 


wo ein positiver oder negativer Werth der rechten Seite anzeigt, 
dass man von y aus zu w gelangt, wenn man den Zahlwerth der 
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rechten Seite, wie in der Figur, von y aus auf der Verlingerung 
der Linie my iiber y hinaus resp. nach der entgegengesetzten Rich- 
tung abtragt. In ahnlicher Art ist das Zeichen in der Gleichung 
x 

a’— a’ 

zu deuten. Man beachte, dass der Mittelpunkt w der abbildenden 
Kugel das Bild eines Punktes « wird, welcher der vierte harmo- 
nische, y zugeordnete Punkt zu d, y, b ist. Denn man hat 


al a? 


mu = my-- yu = w+ 


ee 
Aber man setzte = my und hat my.ma =a’. Also ist die rechte 
Seite der vorstehenden Gleichung ma—my d.i. ay, daher wirklich 
a der reciproke Punkt zu uw. 


Anmerkung. Bekanntlich findet man durch ganz elementare 
geometrische Betrachtungen, dass das Bild eines Kreises m bei der 
Abbildung von y aus wiederum ein Kreis ist. Zieht man von einem 
Aebnlichkeitspunkte y zweier Kreise m und w aus Secanten, so 
sind deren vier Durchschnittspunkte mit den Kreisen paarweise 
potenzhaltend. Ist nur der eine Kreis m mit dem Radius a und 
ein Aehnlichkeitspunkt y gegeben, ferner die gemeinschaftliche 
Potenz beider Kreise, — hier soll sie 1 sein — so ist der zweite 
Kreis w mit seinem Radius @ bestimmt. Vermittelst der elementaren 
Sitze iiber Aehnlichkeit der Dreiecke erhalt man auch die Aus- - 
driicke von @, wu, etc. durch die gegebenen Stiicke, dieselben, welche 
man oben fand. Riickt p auf die Periphie des Kreises m fort, so 
bewegt sich der Potenz haltende Punkt p auf der Peripherie des 
Kreises wu. 

Beispiel. Nach den Prinzipien von Thomson suchen wir 
die Green’sche Function fiir eine Kugel m mit dem Radius a in 
Bezug auf einen Pol auf, der y heisse. Wir bilden jeden Punkt p 
der Kugel vom Punkte y aus in p ab, und setzen wieder yp =r, 
yp =r. Man hat demnach eine solche Function » fiir das Bild, 
die Kugel w mit dem Radius ge, zu suchen, welche sich auf der Be- 
grenzung in 1 verwandelt, also im Innern der Kugel w constant 1 
bleibt; in einem Punkte p des diusseren Raumes der Kugel « ist aber 


@ 
y= — 
ep 
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) Liegt, wie in der neben- 
stehenden Figur, der Pol y 

im Innern der Kugel m, 

p so wird fiir einen gleich- 
falls im Innern von m liegen- 
den Punkt p, der reciproke 


| tb (04 
a i Ne ee » ein dusserer der Kugel u; 
yp =r, yp =, HP = @. also ist @ in p 
Loo Oy 40 


—— 


roup  yp.up? 
wihrend G, wenn p in den dusseren Raum von m iibergeht, selbst- 
verstindlich < wird. 

Es hat keine Schwierigkeit, den vorstehenden Ausdruck von G 
so wnzugestalten, dass er nur die unmittelbar gegebenen Stiicke 
enthalt. Um ihn aber in die bekannte einfache Form zu bringen, 


fiihrt man den y zugeordneten vierten harmonischen Punkt zu d, y, b 
ein, der @ heisse. Dann ist 


2 ese. my ay 
Ferner ist Jupy = Japy, da sowohl yp.yp als auch yu.ya gleich 
1 wird. Also wird 
MP: yp = ap: ay, 
und hieraus / 
Ge ak 1 ah a 


my ay yp.up  yp.yp.ap my 


’ 


oder schliesslich 
1 a 


ap. my 

Die Green’sche Function im Punkte p fiir den Pol y ist also das 
Potential einer Masse a:my, die im vierten harmonischen Punkt « 
wirkt, im Punkte p. 

Dasselbe;Resultat findet man, wenn y und p zugleich im dusseren 
Raume liegen. 

Derartige Aufgaben, welche sich auf die Kugel bezichen, kann 
man auch, wie es im § 71, in dem Falle der Kugeln die sich be- 
rithren, geschieht, auf Aufgaben iiber das Potential einer mit Masse 
belegten Ebene zuriickfiihren, indem man von einem Punkt y der 
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a 


Kugeloberfliche selbst abbildet. Auch auf diesem Wege lisst sich 
z. B. die Green’sche Function fiir eine Kugel, mit Hiilfe dieser 
Funetion fiir eine unendliche Ebene (§ 56, S. 190) bilden. 


§ 68. Wir wenden uns nun zu dem Falle der zwei Kugeln, 
also zur Bestimmung des Potentials im ganzen Raume, wenn es auf 
der Oberfliche zweier Kugeln gegeben ist. Da wir an dicser Stelle 
die Falle ausschliessen, in denen die Kugelflichen sich schneiden 
oder beriihren, so kommen nur die zwei Fille in Betracht, erstens, 
dass die eine Fliche die andere einschliesst, welcher vorzugsweise 
Interesse fiir die Anwendung auf die Wirmetheorie darbietet, und 
zweitens, dass die Kugeln verschiedene Riume einschliessen, der 
fiir die Anwendung auf die Vertheilung der Elektricitit tiber zwei 
Kugeln von Wichtigkeit ist. Beide Falle behandeln wir zugleich. 

Bezeichnung. Fiir die beiden gegebenen Kugeln verwenden 
wir dieselben Buchstaben, denen wir bei der kleineren den Index 0, 
bei der grésseren 1 anhiingen. Es ist m, der Mittelpunkt der klei- 
neren, m, der grésseren, die Centrale m,m,—=c; die Radien der 
Kugeln sind a, und a,, wo a,<a,. Die Axe m,m, schneidet die 
Kugeln in Punkten 6 und d, deren Anordnung, je nachdem eine 
Kugel in der anderen liegt oder sie auseinander liegen, die erste 
oder zweite Aufstellung zeigt. Man bemerke, dass die Buchstaben b 
bei der ersten Aufstellung so gewahlt sind, dass die Linie 0, 6, 
kleiner ist als d,d,. 


DEL De m, m, d, d, 
b, m, d, b, mM, d, 


Die Richtung der Axe von 6, nach d, soll die nérdliche heissen. 

Wir kénnen einen Punkty auf der Axe so bestimmen, 
dass die Bilder der beiden Kugeln m, und m,, die (s. 0.) 
Kugeln sind, auch concentrisch werden. 

Man sucht dazu das Punktenpaar a, y, welches sowohl 
mit dem Punktenpaare b,, d,, als mit dem Punktenpaare 
b,, d,, harmonisch ist. Der nérdlichere Punkt des Paares 
ist 7. 

Bildet man nimlich die Kugeln von y aus ab, und schneiden 
die Bilder die Axe in Punkten b,, 0,; ,, 0,; bezeichnet man die 
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Mittelpunkte der Bilder mit «, und w,, so findet man, ebenso wie 
sich S. 259 fiir eine Kugel ergab yo.yu =1, jetzt fiir die beiden 
yoyo = 1, yo.yu, = 4, 
so dass wirklich die Mittelpunkte der abbildenden Kugeln «, und 
u, in einen Punkt zusammenfallen. Ferner sagen die obigen zwei 
Gleichungen, dass dieser Punkt das Bild des Punktes @ sei, wenn 
auch er von seinem zugeordneten Punkte y aus abgebildet wird. 
Wir bezeichnen diesen Mittelpunkt der concentrischen 

Bilder durch wu. 

Die Aufeinanderfolge der hier erwahnten Punkte im ersten 
Falle, in welchem c> a,-+ a, ist, und im zweiten, in dem c<a,+4, 
ist, zeigt sich in der ersten resp. zweiten von den folgenden Auf- 
stellungen: 


e @ e e—e e ° ° ° ° 


b, i DS Dy ott, See ee. d 


b, b, my a D, d, u b, b, Y my d, D, 


Man bestimmt nun jeden Punkt p im Raume: 

a) durch den Winkel w, welchen der durch ihn gelegte Me- 
ridian mit einem festen macht. Der Winkel wird von O bis 27 
gezihlt. 

b) durch das Verhaltniss der Linien ap: yp. Wir setzen 

ps 7p eo <1. 

c) durch den Winkel apy, den wir mit 0 bezeichnen und von 
O bis w zihlen. Wesentlich ist, dass dieser Winkel 6 mit 
demjenigen iibereinstimmt, welchen der Radiusvector von 
jw aus, nach dem Bilde p, mit der Centralen m,m, bildet. 
(S. u.) 

Dies gilt fiir die Aufgabe der zwei Kugeln; bei der Unter- 
suchung iiber den Ring, welcher durch eine Drehung um eine auf 
m,m, senkrechte Axe erzeugt wird, hat ‘man diese Festsetzungen 
iiber 0 und w ein wenig zu modificiren. Die Coordinaten o und 0 
des Herrn Thomson nennt Herr C. Neumann, wegen der Be- 
zichung zu den beiden Punkten @ und y, die dipolaren. 

Die beiden Kugeln mégen, ihrer Grésse und Lage nach, voll- 
stiindig gegeben sein, so dass man also ihre Radien a, und a,, so wie 
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ihre Centrale c kennt. Es kommt darauf an, die Lage von y und 
a hieraus nicht nur, wie oben, geometrisch, sondern auch analytisch 
zu bestimmen. Dieses geschieht mit Hiilfe der Gleichungen, welche 
wir S. 258 bei der Abbildung einer Kugel gefunden haben. Wir 
nehmen hier die Centrale zur Axe der X, m, zum Anfangspunkt 
und die Richtung von m, nach m,, gleichgiiltig, ob sie die nérdliche 
oder siidliche ist, zur positiven Richtung. Ist nun « nicht mehr 
die Entfernung des Punktes y von m, wie oben (S. 258), sondern 
die Abscisse von y, so wird 
4 
My = & + oa 
Ferner hat m, zur x-Coordinate die positive Centrale c; daher hitte 
y in Bezug auf den Anfangspunkt m, und dieselbe Richtung der 
x-Achse die Abscisse = 2—c, und es wire 
x—c 
Mm, b= aan cee 
Die Bedingung dafiir, dass die Punkte uw, und u,, wie hier verlangt 
wird, zusammenfallen, ist, dass sei 
mM, 4, —M, UW, = C. 

Setzen wir die so eben gefundenen Werthe ein, so erhalten wir: 

Die nothwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass die 
Bilder der gegebenen Kugeln zusammenfallen, ist, dass man von 
einem Punkte abbildet, dessen Coordinate «, von m, als Anfangs- 
punkt aus gerechnet, wenn m,m, die positive Richtung ist, der Glei- 
chung geniigt 

cx® —(a?+ c?—a})a+ca; = 0. 

Wenn, wie hier, die Kugeln m, und m, sich nicht schneiden, also 
in den beiden Fallen, dass c>a,+a, oder dass c< a,—a, ist, 
hat diese Gleichung zwei reelle Wurzeln; im ersten Falle sind beide 
positiv, im zweiten beide negativ. Ihr Produkt ist aj, so dass eine 
Wurzel kleiner, die andere grésser als a, wird. Die Wurzel, welche 
unter a, liegt, die also einen Punkt verschafft, welcher in die Kugel 
m, hineinfallt, sei y; den anderen Punkt nennen wir «. Wir 
finden also: 

Der Punkt y, von dem aus abgebildet die Kugeln m, 
und m, concentrische Kugeln als Bilder geben, hat vom 
Punkte m, eine Entfernung, welche durch den Zahlwerth 
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der kleinsten Wurzel der Gleichung 

cx*—(a?+ c’—a})a+ cai, = 0 
gegeben wird. Je nachdem die Wurzeln positiv oder ne- 
vativ sind, liegt y von m, in der Richtung nach m, oder 
umgekehrt. 

Der Zahlwerth der zweiten Wurzel dieser Gleichung ist die 
Entfernung des Punktes «, welcher der zugeordnete harmonische 
zu y ist, von m,. Dieser liegt auf derselben Seite von m, wie y. 

Die Radien der abbildenden concentrischen Kugeln sind (S. 260) 

a a 
—_ 0 a ee 
Po ay.ym, ’ °1 ay.ym, 

Die Formeln fiir die Stiicke, welche hier vorkommen, werden 
durch Einfiihrung von Gréssen o wesentlich vereinfacht, welche man 
aus den gegebenen durch die Gleichungen berechnet 
a> + c?— a} 


2ca, 


tena} 

po 2ca, : 

wo die doppelten Zeichen so zu verstehen sind, dass die rechten 
Seiten positiv genommen werden. Wir nehmen o, immer positiv, 
6, positiv oder negativ, je nachdem c<a,—a, oder c>a,+a, 
ist. Man hat dann 


C080,t = + , coset = 


ym, = 4,e-%, am, =a,e%, ym, =a,e-%, am, = a,e%; 
— —O — — 
ay = a (e% ae °) ca +a, (e% pic m1), 
. — 20) — . 
ab, : yb, = e%:1 = ad, : yd,. 


Man setze ay = 2f und erhalt dann fiir die Radien @ der abbilden- 
den Kugeln 
2 Op. = Cfty ce 20 ener 

Durch die Berechnung der Constanten o, und o, aus den un- 
mittelbar gegebenen Stiicken werden zuerst die Punkte @ und y 
festgelegt. Ist dies geschehen, so bestimmt man jeden Punkt p im 
Raume durch die oben 8. 262 unter a) bis c) angegebenen Coor- 
dinaten w, o, 0. Der Winkel w ist also die Neigung der Meridian- 
ebene, in welcher p liegt (und zwar der halben Ebene, welche auf 
der einen Seite durch die Axe begrenzt wird), gegen eine feste 
Meridianebene (0 << yw < 2m). Die Verinderliche o wird durch die 
Gleichung 


logap —logyp = o 
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a 


eingefiihrt und es ist 6 der Winkel, welchen die Radii vectores 
mit einander bilden, die von p nach « und y gezogen werden 
(0<O0<~7). Bei festgehaltenem w ist der Ort von p eine halbe 
Meridianebene; halt man o fest, so ist er eine Kugel, sein Durch- 
schnitt mit dem Meridian ein Kreis, welcher die Axe in solchen 
Punkten b, d schneidet, die mit dem Punktenpaare a, y harmonisch 
sind, also dieselbe Rolle in dieser Beziehung spielen, wie das 
Punktenpaar b,, d, oder b,, d,. Bleibt endlich 0 constant, so ist 
der Ort von p eine Kugel, in der Meridianebene ein Kreis, welcher 
durch die Punkte a, y gehen und die Kugel des constanten o ortho- 
gonal sehneiden. 

Die Coordinate o durchliuft alle Werthe von —oo bis co. Im 
ersten Falle, d. i. wenn die Kugel m, die Kugel m, einschliesst, 
fallt p fiir o = —co in a; wihrend o bis o, wachst, durchliuft p 
den ganzen Raum ausserhalb der Kugel m,; wachst o weiter, so 


@ 
ho a , Bi Bo = ty 21 11% dy D9 dy 
y=r, P=, up =e, Capy = Cpuy = 8, bm, =a, bm, = a,. 


tritt p in die Kugelschale ein, welche durch die Oberflichen von 
m, und m, begrenzt wird, und tritt endlich, wenn o den Werth o, 
iiberschreitet, in die kieinere Kugel m, ein,. wo p fiir o = co mit 
y zusammenfillt. In dem zweiten Falle liegt p fiir o = —co in a, 
also innerhalb der Kugel m,, in welcher der Punkt p bleibt bis o 
gleich der negativen Grésse o, geworden ist. Dann tritt p ein in 
den unendlichen iusseren Raum jenseits dieser Kugel, tiberschreitet, 
wihrend o vom Negativen zum Positiven iibergeht, die Ebene, 
welche senkrecht auf der Axe in dem Halbirungspunkte der Linie 
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bo b; Nty a Dy dy U A Y b, OY Mo do Do 


ay steht, tritt bei o=o, in die Kugel m, ein, und fallt fiir o=co 
mit y zusammen. 

Bildet man, wie in den Figuren, p von y aus in p ab, so dass 
yp=r, yp =r ist, so wird die Entfernung e des Bildes » vom 
Mittelpunkt « der concentrischen Kugeln 

e? 
Ce Ota 
Ferner ist der Winkel puy, welchen ge, von uw nach p ge- 
zogen, mit der nérdlichen Richtung der Axe bildet, gleich 
6 (s. S. 262, c). Denn die Dreiecke epy und ypu sind ahnlich. 
Weil naimlich « das Bild von @ ist, so wird ay.yu = 1; ebenso hat 
man yp.yp =1; der Winkel pya endlich, welcher auf S. 258 als 
Winkel ¢ auftritt, ist beiden Dreiecken gemeinsam. 

Wiederholend stelle ich einfache Bezichungen zusammen, welche 
oben gefunden wurden, fiige auch einige anderen hinzu, welche sich 
sehr leicht ableiten lassen: 

1) Gegeben sind die Mittelpunkte m,, m, und die Radien 
a,, a,; die Centrale mm, heisst c; a, >a). 

2) Bestimmung der festen Punkte a, 7, uw. 

Man setzt 

at-inctena® 


2ca, 


: ve+e—a@ 
= coso,t, —+— : 


= 'COS0.%; 
AT Ban 2lQ, ae 


0, ist positiv, o, im ersten Falle, d. i. wenn c << a,—a,, positiv im 
zweiten, wenn ¢ > a,+a,, negativ. 
ym, = a,e—%, ym, = a,e-"3, am, = ae, am, = a,e%; 
ab, = yb,.e%, ab, =yb,.e%;, ad, =yd,.e%, ad, = yd,.e%; 
1 
at = a,(e—e-%) = +a(e—e-), =e, ay = 2 


a 
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3) Bestimmung der Punkte p und yp, der Linien r, tr, @ 

dureh o und 0. 
70 eA DEVE om OD; 
o=logep—logyp; Leapy= Z puy=o0. 
Man setzt 
V/cosot—cos0 = (a, 0), 
eh Lig ae Bs 
sei Se r= P= Ga = Gale 
Das ee SOLD oto, 
r £/2 

4) Rechtwinklige Coordinaten &, n, C. 

Der Anfangspunkt ist die Mitte zwischen @ und y. Die 
positive Richtung der 3-Axe ist die nérdliche der Drehungsaxe; 
die Axe der A liegt in der halben Meridianebene, die yw = 0, die 
Axe der Z in derjenigen, welche w = 4a entspricht. 


» __ fésinio __ fsind cosy pos fsin Osin yp 
sS= ; Q? Faye Ly a REE Oe @? 
cosio — cos cosio — cos cosio — COs 
14 esto 


Sek ee ee eat Genres 

§ 69. Das Problem der zwei Kugeln, die sich nicht 
bertihren, wird nun nach § 66, Nr. 1 gelést. 

Das Potential v ist auf der Oberfliiche der beiden Kugeln m, 
und m, bekannt; nachdem einmal die Punkte « und y festgelegt 
sind, driickt man diese bekannten Functionen durch die Thomson’ 
schen dipolaren Coordinaten jedes Punktes p, und p, der Flachen 
m, und m, als Functionen f, und f, aus, setzt nimlich 

Vi (On) Lite dr=053 
v=fGy , 6 = 0;. 
Man hat also erstens ein solches Potential v aufzusuchen, welches 
auf den Bildern der Grenzflichen, d.i. auf den concentrischen 
Kugeln mit dem Mittelpunkte « und den Radien 
e% e% 
Clarins) a C= OF } 


sich resp. in 


1 V2 ns 
DY, = 7, fo (9, w) = (s,, 0) fo; we 3 °, 
il £2 
Daan er ts ce 0) f, (6, pe 


Y, 
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verwandelt. Ist der Ausdriick dieser Function » in jedem Punkte 
p gefunden, so hat man zweitens als Werth von v in jedem 
Punkte p 
©, 6) oF , 
(Oa Vi 1 Wa Ce 

Es ist aber bereits im I. Kapitel unserer Untersuchungen iiber 
das Potential im § 26 die Aufgabe, ,das Potential im ganzen Raume 
zu finden, wenn es auf den Oberflichen zweier concentrischen 
Kugeln gegeben ist“, vollstindig gelést (m. vergl. die Formeln 
unter b) auf S. 72), und zwar wurden dort die gewéhnlichen Polar- 
coordinaten zu Grunde gelegt. Der Winkel 6, nimlich epy, welcher 
hier bei den dipolaren Coordinaten eines der Bestimmungsstiicke 
von p ist, stimmt mit dem itiberein, welcher bei den gewéhnlichen 
Polarcoordinaten zur Festlegung von » dient, néimlich mit puy; 
ferner (in Bezug auf p) ist hier 9 dasselbe was dort r, und w hat 
hier dieselbe Bedeutung wie dort. Daher erhalten wir » durch 
eine einfache Substitution in die friiheren Formeln, und dann v 
aus » durch (a). Friiher hatte man f, (0, w) und f,(@, w) nach Kugel- 
funectionen zu entwickeln; jetzt tritt aber als gegebener Werth an 
den Oberflichen ein Produkt auf, r,f, oder r,f,, welches, abgesehen 
von Constanten, ist 

(¥) £0, W) | 
(0,6) ’ (6, 8) 

Durch Substitution der neuen Coordinaten statt der alten erhalt 
man sofort das Resultat: 

Man entwickele r,f,(,w) und r,f,(@,w) nach Kugel- 
functionen, indem man setzt 


80)... OW) = 6 ).E YO, w), 
[.(0, W) = (04, 0) & YP(O, )- 


Alsdann wird das Potential in dem Punkte p derjenigen 
Schale, welche durch die Flichen o=o, und o=o, be- 
grenzt ist (,<o<o,), wenn man setzt nt+}=y, ausge- 
driickt in den dipolaren Coordinaten o = logap — logyp, 
0 = Zapy, und wp 


sin(o—o,)vi_ 


e: 2 sin(o—o, )r 
Nee ae sin(o, —o,) 


n=0 sin (0, Se) a, vi 


YQ, w) + ¥ , W). 
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Offenbar bedarf es nicht der dipolaren Coordinaten, um die Fort- 
setzung des Potentials in die beiden Riume o<o, und o><g, (4. i. 
im ersten Falle in den Raum ausserhalb m, und innerhalb m,, im 
zweiten innerhalb m, und m,) anzugeben. Man entnimmt die Aus- 
driicke unmittelbar den Formeln S. 72, 6). Fiir manche Zweceke, z. B. 
wenn man unten aus den Formeln die Dichtigkeit x einer idealen 
Vertheilung von Masse auf den Kugelflichen ermitteln will, welche 
vy zum Potential hat, ist es aber vortheilhaft, den Werth von v in 
den drei verschiedenen Riiumen durch dieselben Coordinaten aus- 
zudriicken. Die Substitution ergiebt 


©) LF 6,0) F YOO, wero, (o> a,), 
n=0 
(c)... v=(0,0) = YO, pero—), (a <o,). 


Wir bestimmen nunmehr die Dichtigkeit der Masse, mit wel- 
cher man die Kugelflaichen m, und m, belegen muss, damit das 
Potential dieser idealen Belegung auf den Kugelflichen sich in die 
gegebenen Functionen f, und f, verwandelt. Die Dichtigkeit der 
erforderlichen Masse sei auf den Flichen x, und x,. Diese kann 
man erstens aus der Formel des § 23, 8. 73 mit Hiilfe des Satzes 
§ 66, 2 finden, wo gezeigt ist, dass die Belegung des abgebildeten 
Kérpers eine Dichtigkeit auf den Oberflichen hat gleich r? resp. 
r> mal der Dichtigkeit auf der Oberflache des Bildes. Man erhiilt 
also die gesuchte Dichtigkeit durch Multiplication der dort gefun- 
denen resp. mit 1? d.i. mit 

[Gwe], 
£2 
resp. mit 1%. 

Ohne auf diese friiheren Formeln fiir die Dichtigkeit zuriick 
zu gehen, findet man die gesuchte Dichtigkeit x, oder x, auch 
direct durch Differentiation des Potentials v nach den beiden in 
einem Punkte der Grenzfliche errichteten Normalen. Benutzt man 
nimlich die auf S. 252 im § 66 gegebene Gleichung n = u.py’, die 
besagt, das die unendlich kleine Normale im Punkte p gleich ist 
der unendlich kleinen Normalen in ), und das ist dg, multiplicirt 
mit r?, so ist also die unendlich kleine Normale in p, die wir des 
Zusammenhanges mit dem 1. Kapitel wegen nicht » wie im § 66, 
sondern dn oder, nach der entgegengesetzten Richtung, dn, nennen 
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gleich 
eG MDE fdo 

oF GO tae Oy ad 
wo man die richtigen Vorzeichen zu wahlen hat. Auf den Be- 
erenzungen o6 =o, und 6 =o, werden die Normalen, welche in 
den Raum o, <o<o, hinein gerichtet sind, beio =o, das positive, 
bei o =o, das negative Vorzeichen erhalten. Nennt man von den 
beiden Ausdriicken (b) und (ce) fiir v den ersten v°, den zweiten v’, 
wiithrend v der erste Ausdruck sein mag, der im Raume o, <o<o, 
gilt, so hat man 
ov Ov O(v°—v) 
© Tren On, i On, Gee 


also, wenn man den Werth fiir On, setzt, 


2 0 

—Anx, = oe - we Tut. OG, 
2 eel 

—Anx, = ane. eUae fitter. 


Fiihrt man die Differentiation aus und reducirt, so entsteht 


_ 9g ViAYoerorn 


*o Qf 2? e¥ (1-9) _—_ ev(G—9) ? 
nS (9,, 0)? > m4 Yo— e” (%—%) ey 


: Qi ay 0? (MF) — CV (%—-M) i 


§ 70. Wegen der Bedeutung, welche der Green’schen Function 
zukommt, wollen wir dieselbe aufsuchen. Es geschieht dies, indem 
wir in die allgemeinen Formeln (30) fiir f, und f, die ihnen zu- 
kommenden speciellen Werthe einsetzen, nimlich die reciproken 
Entfernungen des Poles der Green’schen Function von Punkten in 
den Kugelflichen m, und m,. Hat dieser Pol der Green’schen 
Function, der p; heisse, die dipolaren Coordinaten c, 1 und w, so 
ist seine Entfernung von dem unbestimmten Punkte p mit den di- 
polaren Coordinaten o, 6 und w, nach § 66, gleich 


YP-YPzr-PPr = rr DYr> 
wenn man yp, =r, setzt. Die gewdhnlichen Polarcoordinaten der 
Bildpunkte p und p, sind aber 


e° et 
rns 0, Ww; OF? n, W. 
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Hieraus folgt 


pp, = ye — 2e%+* cosy + e, 
wo y wie friiher durch die Gleichung 
cosy = cosn cosé + sinn sin 0 cos — w) 
gegeben wird. Man hat daher 
1 2f 1 a (a, 0)(, n) e347) 


PPr mr ye™ — Qe cosy + e fe?" — 2e°+* cosy + e* 


Setzt man hier o =o,, so ist dies der Ausdruck fiir f,(0, w), und 
wenn man o=o, macht, der Ausdruck von f,(0,wW). Die Fune- 
tionen f, und f, sollen nach Formel (30) entwickelt werden. Man 
hat also in dem vorliegenden speciellen Falle zu setzen 


1 ~ 
fos) = =F uy D0) Xe" P"(cosy), 


at oo 
LOW = =O OG & 9 P*(co87), 


wo, wie oben, » fiir +4 gesetzt ist. 

Indem man diese Ausdriicke in die erste Formel fiir v einsetzt, 
erhalt man als Ausdruck der Green’schen Function fiir den Pol 
(t, n, w), der im Raume o, <t<o, liegt, im Punkte p desselben 
Raumes 


1 « Sinivy(o—o, )e”—%)—e”(1—) sin iy (0-0, ) 
Sapa ae (n) 
G ; (0, 9)(4, mx EE P™ (cosy). 


Liegen die betreffenden Punkte (z,7, w) und (0,0, y) in einem von 
den beiden anderen Raéumen, so lasst sich der Ausdruck summiren, 
welchen man erhalt, wenn man die Entwickelung von f, oder f, 
in die beiden Gleichungen (0) und (c) fiir v einsetzt, und man findet 
fiir die Green’sche Function in diesen Réiumen 


g_ GVG® | 1 
fy2 Vcosi(z— 0) — cos @ cosy — sin 0 sin cos (W — w) 


Die Dichtigkeit einer Massenvertheilung auf den Oberfléchen, 
welche die Green’sche Function als Potential hervorrufen wiirde, 
kann man, ihnlich wie im allgemeinen Falle, durch Differentiation 
yon G nach den Normalen » und n, ermitteln, kann sie aber auch, 
nach den allgemein giiltigen Regeln, aus dem oben gefundenen all- 
gemeinen Werthe von v in einem Punkte (¢, 7, o) des Raumes 
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o,<¢< 0, ablesen, ohne vorher @ abzuleiten. Denn nach (6) auf 
S. 90 hat man, wenn x, und x, die gesuchten Dichtigkeiten be- 
zeichnen, (dort erhielten beide denselben unteren Index 9) wenn do, 
und do, die Oberfliichenelemente, und f, und f, die willkiirlich ge- 
gebenen Functionen sind in welche sich ein Potential vy auf den Ober- 
flichen verwandeln soll, 


v= fff yao, + [af w)do,. 


Das Flichenelement do, ist aber gleich dem Flichenelement des 


Bildes mal rf, d. i. 
2 
do, bomen réo? sind dddw = gy sin 0800, 
0) 


so dass man hat 
eee ya" | ai) FW) | 3 
peah st | SO ee™, oP | sin 900 6y. 


Dieses muss mit dem Werthe von v in dem Punkte (c, 7, w) des- 
selben Raumes iibereinstimmen, welcher im § 69. S. 268 gefunden 


war. Setzt man fiir Yo das bekannte Doppelintegral, so wird der 
sich auf die Flaiche m, bezichende Theil von v 


mn wo Mt sin(t—o,)vi sinddAdw 
> 0, wyPe : 
(t, nf if eo f,(O, w)P” (cosy) 


1 sin(o,—0,)vi (0,,0) ” 


Hieraus folgt durch Vergleichung mit dem obenstehenden Ausdruck 
von v schliesslich als die gesuchte Dichtigkeit der Massenbelegung 
auf der Oberfliche der Kugeln m, und m, resp. 


n=) SiN(o,—9o,)v 


; _ (,n)(G,, 9)" a sin(o,— 7) vi 
2s 20? n—o Sin(o,—o,)vi 


5) 0 ID itee a i moved 
pie (t Us ») x sin(t—a,)v P(cosy), 


P*(cosy). 


§ 71. Nach Erledigung des im § 69 gestellten Problems gehen 
wir nunmehr zu dem Falle tiber, dass die beiden Kugeln m, 
und m, sich von innen oder von aussen beritihren. 

Man kann diesen Fall zunichst als Grenzfall desjenigen be- 
trachten, welcher uns beschiftigte; der Punkt y wird dann der Be- 
riihrungspunkt der beiden Kugeln m, und m,; es fallt @ mit y zu- 
sammen, @ wird unendlich und « liegt in unendlicher Entfernung. 
Die Bilder der Kugeln sind unendliche Ebenen, welche auf der 
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Centralen senkrecht stehen und von y die Entfernung besitzen 1:2a, 
resp. 1:2a,. 
Setzt man niimlich, je nachdem die Beriihrung von innen oder aussen statt- 
findet resp. 
c 


= Le? = 
G,-d— Fé.) C= a,+4,+46°, 
wo man unter ¢ eine unendlich kleine Grésse versteht, so wird, nach den 
Formeln auf S. 264, im ersten Falle 
2 
E a, é 5 a,” 
'- @,(@,— ay) ” 
im zweiten Falle 
a, é” a, &* 
2 2 0 
OT ee Eo oegti yao; 2H) 
a (4, + My) a,(a, + 4) 


Behandeln wir nur den ersten Fall, so haben wir 


se aes 


2 
a, a, € 
Oe, Oe, 
zu setzen; o hewegt sich zwischen o, und o,, und ry wird unendlich, wenn 0 
nicht unendiich klein ist. Setzt man o = et und @ = éj, so wird 


(0, 0) = sae er? pay as axe Ty 


Die letzte Formel zeigt, dass, wahrend 7m von 0 an ae der Punkt ) sich 
auf einer Ebene bewegt, die von y die Entfernung 


besitzt, und die Bilder der heiden beriihrenden Kugeln die oben angegebenen 
Ebenen sind. 


Ohne den Grenziibergang zu machen kénnen wir diesen Fall 
direkt behandeln, und beginnen dazu mit der Abbildung einer un- 
endlichen Geraden aus einem Punkte y. Fallt man von y auf die 
Gerade ein Perpendikel yb, welches wir 
die Axe nennen, und ist b das Bild von 
6, ist ferner p das Bild eines Punktes p 
der Geraden, so liegt p auf dem iiber by Ay) 


als Durchmesser beschriebenen Kreise. De 

Denn Abpy ~~ Apby, da Zpyb gemein- ae 

schaftlich und ern | 
y by. 


yb.yb =1= yp.yp 
ist. Daher ist der Winkel bei p ein 
Rechter. Zu pb parallele Linien p,b, und p,b, geben daher zu 
Bildern Kreise, die sich in y beriihren, von innen oder von aussen, 


* QQ 
Heine, Anwendungen der Kugelfunctionen, 2. Aufl, 18 
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je nachdem die Parallelen auf derselben Seite von y liegen oder 
y einschliessen. 

Dreht man die ganze Figur als (halbe) Meridianebene um die 
Axe by, so entstehen aus den parallelen Geraden parallele Ebenen, 
aus den zwei Kreisen zwei sich in y beriihrende Kugeln, welche 
die Ebenen abbilden. Umgekehrt sind auch die Ebenen die Bilder 
der Kugeln, und diesen Umstand verwerthen wir auf folgende Art 
zur Lésung unserer Aufgabe: 

Es seien m, und m, die gegebenen Kugeln mit den Radien a, 
und a,; die Kugeln beriihren sich in einem Punkte y. Von diesem 
aus bilden wir die verschiedenen Gegenstinde ab. 

Die folgenden Figuren stellen, wenn m,m, die Rotationsaxe ist, 
die halbe Meridianebene vor; diese wird durch den Winkel yp, 
welcher der geographischen Lage entspricht, festgelegt. Die erste 
Figur bezieht sich auf den Fall, dass die Kreise sich in y von innen 
beriihren, welcher bei der Behandlung einer Frage iiber das Gleich- 


| 
| 
! 
| 
| 
| 
\ 
\ ! 
at | 
y Mo m1 bo b bi hi h bho 
yp =r, yo = 0, bp =], yb, = 0, 7b, = 9,. 
gewicht der Warme von besonderer Wichtigkeit ist, wiihrend die 
zweite den Fall der Beriihrung von aussen betrifft, auf welchen die 


| 
| 
| 
| 
| 
b, 0, m4 y Mo bo bo} by 
VO hs yb ens bp =|, yb, = 90) yb, = Ole 
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Frage nach der Vertheilung der Elektricitit auf zwei Kugeln fihrt. 
In beiden Figuren stellen m,, m,, b,, ,, 6,, 6,, ebenso wie in den 
friiheren Paragraphen die Mittelpunkte, die Durchschnitte der Kreise 
mit der Axe und deren Bilder vor. Irgend ein Punkt p sei durch 
die Polarcoordinaten yp =r und den Winkel 0 = pym, festgelest, 
der zwischen 0 und liegt; liegt p auf dem Kreise m, oder m,, so 
wird dem p und den mit p in Verbindung stehenden Stiicken der 
Index 0 oder 1 hinzugefiigt. Das Bild von p ist »; die rechtwink- 
ligen Coordinaten von ) in Bezug auf die Axe und eine im An- 
fangspunkt y auf derselben Senkrechte sind yp =o und by =f, 
wihrend die von p, die « und y sind, mit ihnen durch die Glei- 
chung zusammenhadngen 
rl 
jie 


Die positive Richtung der Axe geht von y nach m,, die der Senk- 
rechten ist von y in die Halbebene hinein gerichtet. Der Ort des 
Punktes p bei festgehaltenem o ist ein Kreis, welcher die gegebenen 
m, und m, in y beriihrt. Weiter unten wird neben den Punkten 
P> Po» P, noch ein Punkt, der Pol p,, auftreten, dem wir die r und 
0 entsprechenden Polarcoordinaten s und 7 geben, wahrend den 
Veriinderlichen { und o fiir den Pol die Coordinaten t und 7 ent- 
sprechen sollen. Die Coordinaten r, 0 resp. s, 7 hangen also sehr 
einfach mit j, 0 resp. ft, ¢ zusammen, und man kann sofort von den 
einen zu den anderen iibergehen. Ich stelle zunichst einige in die 
Augen fallende Beziehungen zusammen: 


cos0 sin6 cos sin 
a= hs Mees , t= nae ae fe sly ali 
r @ s s 
ay COPD eta ol ESA a ene a oni ae AS 
co = r, fae Cie r, ’ Ss pice rare eR ae ars: 
Man setzt: 
KR? = [?—2tcos(y—w)+t’; 
st} pies Hise sei 
= O— 0 sinn cosQp — sin? 7. 
Grp oP +2") s*sin 2rssinO sinn cosQp—w) +7 n 


Wihrend in der ersten Figur p den Raum im Innern des 
Kreises m,, dann den Raum zwischen m, und m,, endlich ausser- 
halb m, durehlauft, nimmt o = 76 die Werthe an von o bis o,, 


von o, bis o,, von o, bis —x. 
13 * 
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In der zweiten Figur mége p vom Innern des Kreises m, bis 
auf die Peripherie des Kreises m, riicken, dann den Raum auf der 
Halbebene ausserhalb der beiden Kreise durehlaufen, schliesslich 
in’s Innere von m, dringen. Dann nimmt o von co bis o, ab, von 
o, bis zu (dem negativen) o,, von o, bis — ov. 

Der Werth des Potentials auf den beiden Kugelfliichen m, und 
m, sei zunichst als Function ausser von w auch von r und 6 ge- 
geben. Indem wir statt r und 0 die Veranderlichen o und @ durch 
die Gleichungen | 

tang) = 1s = ahtogiat 

| vP+o 
einfiihren, verwandeln sich jene Functionen, die gleichfalls als ge- 
gebene anzusehen sind, in Functionen von j und w; sie seien f,({, w) 
und f,(j, w). Das gesuchte Potential v in emem Punkte p mit den 
Polarcoordinaten r, 0, yw wird aes dhnlich wie 8. 268 im § 69, aus- 


gedriickt durch 
i 


(@)... V=—d= vyPto, 
wo » eine Function von o, |, wy ist, ei Potential, welches fiir o = o, 
und 6 =o,, d.i. auf den beiden unendlichen Ebenen, die auf der: 
Axe in b, und b, senkrecht stehen, die gegebenen Werthe 
fo, w) £0, 
VP+oR VP +o 


y 


annimmt. 

Man kennt eine solche Function » bereits aus dem 4. Kapitel 
§ 55; sie wird durch drei verschiedene analytische Ausdriicke ge- 
geben, die gelten, je nachdem p in dem einen oder dem anderen 
von den drei Riumen ~~ >o>0,, 6, >o>6,; 6, >0>—00 
liegt. Setzt man die dort gefundenen Werthe von » in (a) ein und 
nennt den sich hieraus ergebenden Ausdruck fiir den zweiten Raum 
schlechtweg v, fiir den ersten und dritten v° und v', so findet man 
schliesslich das gesuchte Resultat: 

Stellt t hier einen Integrationsbuchstaben vor, der {| entspricht 
und setzt man 

1) vey Sh ee 1 Ot Cosco 

so wird im ye 0,<o<o0, das Potential v gleich 


ae jie ee af" f(t, du indi(eno) TODA, 0), 
0 


sindi(o,—6, ) 


? 
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wenn der zweite Theil der rechten Seite (1,0) den Ausdruck be- 
zeichnet, welcher aus dem ersten durch Vertauschung der Indices 0 
und 1 untereinander entsteht. 

Ferner findet man fiir den Raum o> o, 


0 Vices < 6 7 
= (Oy—0) 4 
¢ = Da aoe af Rte) eof eT (AR) AAR; 


man kann die rechte Seite auch, wie es im § 55, a) mit einem ‘hn- 
lichen Integrale geschah, durch ein zweifaches Integral ersetzen und 
hat dann 


grade fi ¢ () ; 
v= Loe a ce taf io oP EH Ou. 


Vertauscht man endlich in den beiden Ausdriicken fiir y° den 
Index 0 mit 1, so hat man v’. 

Den Ausdruck von v verwerthen wir, wie am Schluss des § 70, 
um die Dichtigkeit x, und x, der Massenbelegung zu finden, 
welche der Wirkung eines im Raume o,<o<o, befind- 
lichen Poles entspricht. Da das Flachenelement des Bildes 
der Kugelfliiche, welche einem bestimmten Werthe von o angehirt, 
d. i. der entsprechenden Ebene, {cjow ist, also das der Kugelfliche 

‘ _ _lelew 
Us jofow i G7 07)? 
so findet man, wenn der Pol p; (s. 0.) die Coordinaten 7, t, w hat, 
fiir die Dichtigkeit in Punkten p, = (,, 8, w) 
Onn, = VP+07 (pj? +o7) fh Se = JARAOA, 


‘sin Ai(o,- 


und die Dichtigkeit x, in Punkten (0,, 0,w), wenn man o, mit o, 
vertauscht. 

Die Green’sche Function in einem Punkte p = (6, |, w) des- 
selben Raumes o, <o<o,, wenn auch der Pol pr = (a, t, w) im 
eben demselben liegt, ist 

= Pre yPre x 
. . SES ; ,~ IJsAaR)da 
afi (e%(o—%) sin(t —- 0, At + e*(.—%) sin (a, — T) At) ite eae 
0 
Es zeigt sich dies durch eine einfache Rechnung, wenn man be- 
achtet, wie die Entfernung zweier Punkte p und p’ mit der ihrer 
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Bilder » und p’ zusammenhingt. Man hat naimlich nach § 66 


fi py.p'y.pp’ = py’, 
und findet hieraus 


athe 
pp! y] 


a = oye oe. 


waihrend man zugleich hat 
pp!? = (oa!) +f? 2if'eos(y— w') +f 

Wir handeln hier tiber den Zustand des elektrischen Gleich- 
gewichts, welcher durch die Einwirkung eines Punktes pz mit der 
Masse 1 in einem Leiter hervorgebracht wird. Heisst der Leiter K, so 
ist (S. 61) das Gesammt-Potential, d. i. des Massenpunktes und der 
auf K vertheilten Elektricitit, in K eine Constante. Verbindet man 
K durch den Leiter L mit der Erde, welche als unendlich gross 
betrachtet wird, so ist das Gesammt-Potential im Kérper wiederum 
eine Constante, aber Null. Dies Potential ist jedoch nicht, wie friiher, 
ein nur vom Massenpunkt p, und von K herriihrendes, sondern 
noch um das des Leiters LZ und das der Erde zu vermehren. Nur 
mit Anniherung kann man, in geeigneten Fallen, das von L 
und der Erde herriihrende Potential vernachlassigen; dann ist also 
die Summe des von p, und K herriihrenden Potentials gleich Null 
zu setzen, und nur dann lisst sich —- aber nur niherungsweise — 
die elektrische Dichtigkeit durch diejenige ersetzen, welche der 
Green’schen Function entspricht. So wiirde z. B. der angeniiherte 
Werth der elektrischen Dichtigkeit auf einer nicht isolirten leitenden 
Kugel durch x, auf S. 95 ausgedriickt werden, wenn der Radius der 
Kugel gross, und der Leiter L an einem solechen Punkte der Ober- 
fliche der Kugel K angebracht ist, welcher méglichst weit von p, 
entfernt liegt, und wenn endlich der Punkt der Kugelfliche fiir den 
man x, ermitteln will, sich méglichst nahe bei p, befindet. 

Dass man (wenigstens in der Regel, S. u.) nicht die der Green’- 
schen Function fiir K allein entsprechende Dichtigkeit mit der elek- 
trischen verwechseln kann, sondern die Green’sche Function fiir 
K, L und die Erde zu Grunde legen muss, ist mehrfach iibersehen 
worden, vielleicht in Folge einer Aeusserung von Green an einer 
Stelle *), an welcher er tiber die Existenz und Bedeutung der Green’- 


*) Crelle, Journal f. M. Bd. 44, S. 366: An Essay on the application of 
mathematical analysis to the theories of Electricity and Magnetism, No. 5; oder Mathe- 
matical Papers of the late George Green, edited by Ferrers. London, 1871. 8, 32, 
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schen Function handelt. M. vergl. S. 89. Wir haben bereits auch 
solche Kérper K behandelt, in welchen die Dichtigkeit der Green’- 
schen Function mit der elektrischen wirklich iibereinstimmt, als 
nimlich K ein unendlicher Cylinder oder Kegel war. Dort muss die 
Summe G—T gerade die Constante 0 sein, weil diesen Flichen un- 
endlich entfernte Punkte angehéren. 

So auch werden wir hier die Aufgabe iiber die elektrische 
Dichtigkeit einer Kugel m,, die eine unendliche ebene Platte be- 
riihrt, und von dem Punkt p; mit der Masse —1 elektrisch erregt 
wird, genau lésen kénnen, indem wir in unseren Formeln fiir x, 
und x, den Radius a, unendlich werden lassen. Die genaue Formel 
wird man dann mit dem oben erwiihnten angendherten Werthe fiir 
%, auf S.95 vergleichen kénnen, welcher gewohnlich als Ausdruck 
der Dichtigkeit der elektrischen Masse fiir eine mit der Erde in 
Verbindung gesetzte Kugel gegeben wird. In den hier gebrauchten 
Zeichen ist dieser Niherungswerth 


sue tee 1 ape 


Ana, ppe 

In den obigen Formeln lassen wir den Radius a, dadurch un- 
endlich werden, dass wir o, = 0 setzen. Die Kugel m, beriihrt die 
unendliche Platte (die unendliche Kugel m,) in y; der elektrische 
Massenpunkt —1 ist, wie oben, der beliebig gelegene p,;. Fiir die 
elektrische Dichtigkeit in einem Punkte p, =(o,,{, w) der Kegel- 
fliche m,, resp. im Punkte p, = (0,f, w) der Flache m,, d.i. der 
Platte, findet man daher 

Dake Wee ce EL Al, 


sintdo, 


sini ah) 
2nx, = [Py ref JAR) AA. 
pe abbas ~ sinido, ay 
Die Quotienten der Sinus unter dem Integrale lassen sich in 
die Reihen resp. 
S ent) — g—Men+) +7], 
n=0 
S e—A2n0,47] Nh e—4L2n+2)o,—7] 
n=0 


verwandeln. Nach I. 197 (0) ist aber 
uf © AI IR) LAL = 


0 


a 
53 


Varo 
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so dass man hat 

Su, = VPLe VP Le Fay 3 (Qn +1)o,— ; 

V[@n--1)o,—} ae 

2n0,-- t 
VQno,+0° +e 
Setzt man fiir die neuen Coordinaten f, 0, t, ¢ die Polarcoordinaten 
r, 0, s,n, so verwandelt sich das Glied der Summe , fiir welches 
n Null ist, auf der rechten Seite des Ausdrucks von 27x,, in dem 
speciellen Falle, dass der elektrische Massenpunkt p, auf der Axe 
selbst liegt, abgesehen von dem Vorzeichen, in den oben angegebenen 
Ausdruck (6), den wir als Naiherungswerth in gewissen Fallen be- 
trachten durften. 

Die hier angegebenen vollstindigen Werthe von x, und x, lassen 
erkennen, wie diese Ausdriicke auch durch eine Reihe von soge- 
nannten Spiegelungen gefunden werden kénnen. 

§ 72. Bei dem Problem der zwei Kugeln waren ausser dem 
Winkel w, der die verschiedenen Meridianebenen bestimmt, noch 
zwei Coordinaten o und @ einfiihrt. 


he ey eee 2 


‘@ 2 ° 
ho a 20, bw bo yy D4 m4 dy Do dy 


Der geometrische Ort aller Punkte p mit gleichem o war in der 
Meridianebene ein Kreis, der dadurch bestimmt ist, dass man hat 
logap—logyp = o. 

Hilt man dagegen 0 fest, so ist im Meridian der Ort der Punkte 
p mit gleichem @ ein Kreis tiber der Sehne ay, der den ZO in 
der Art fasst, dass man hat 2 apy = 0. Das Bild p dieser Punkte 
p durchliuft die unendliche Gerade «p, welche einen Z 0 mit wy 
bildet, wenn « das Bild von «, bei der Abbildung von y aus, be- 
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zeichnet. Dreht man die ganze Figur um die Axe ey, so erhiilt 
man zwei Flachen. Die erste, die wir in diesem Paragraphen 
schlechtweg die Rotationsfliche nennen, ist die Fliche, die dureh 
Rotation eines Kreissegments, welches den Z 0 fasst, um die itber- 
spannende Sehne ay erzeugt wird. 
Die andere ist ein Kegel, dessen 
Seite wp einen Z 0 mit der Richtung 
uy, der nordlichen, einschliesst. Der 
Rotationskiérper, von y abgebildet, 
hat daher den Kegel zum Bilde. 
Beide Flachen werden durch Rota- 
tion der nachstehenden Figur um 
ay erzeugt (yu.yo = 1). 

Dringt man von der Oberfliiche des Rotationskérpers in’s 
Innere hinein, so wiichst 0 bis 7. Von einem Punkte sagen wir, 
er befinde sich im Innern eines Halbkegels, wenn er in dem Theile 
liegt, welcher die kleinere Oeffnung hat. In der vorliegenden Figur 
ist 0 ein stumpfer Winkel, daher seine Axe nach Siiden (ua) ge- 
richtet, die Oeffnung ap gleich ~—0. Wenn p in das Innere 
des Rotationskérpers dringt, so dringt das Bild yp gleichfalls in’s 
Innere des Kegels. Anders verhilt es sich, wenn @ ein spitzer 
Winkel wird. Die Axe des Kegels ist dann wy, nach Norden ge- 
richtet, die Oeffnung des Kegels yup ist 6, und wenn p in’s Innere 
des Rotationskérpers dringt, so geht das Bild p in den &usseren 
Raum des Kegels. Des kiirzeren Ausdrucks halber betrachten wir 
da, wo eine Trennung der beiden Faille erforderlich wire, nur den 
ersten, den Fall der Figur; wir beschriinken uns auch auf die Unter- 
suchung eines vollen Rotationskérpers, dem der bestimmte Werth 
6, von 0 angehére, und iibergehen die Behandlung der Schale, 
welche durch die Rotation von zwei Segmenten mit gemeinschaft- 
licher Sehne ey um diese Sehne entsteht, deren Bild durch die 
Mintel zweier Kegel mit gemeinsamer Axe und gleichem Scheitel 
gegeben wird. 

Will man, nach Herrn Mehler, das Potential v des Rotations- 
kérpers im Punkte p des Raumes aufsuchen, wenn es auf der Ober- 
fliche dieses Kérpers bekannt ist, so denke man sich v, in p, als 
Function von o und w durch die Gleichung gegeben 


Mo: ae F(o, p). 
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Dann muss man (S. 254) das Potential » fiir den Kegel in p auf- 
suchen, wenn v, gleich r,v, wird, d. i. 
YW = YP) -F(o, p). 

Schliesslich ist 

V = 7p.0; 
beschrinken wir uns auf die Aufstellung des Potentials v im Punkte 
p des dusseren Raumes unseres Rotationskérpers, so haben wir 
daher (s. 0.) auch v nur fiir den dusseren Raum des Kegels zu 
suchen. 

Diese Function wird durch § 65, S. 243 gegeben; die dortige 
Bezeichnung muss man, um sie mit der Bezeichnung dieses Kapitels 
in Einklang zu bringen, so abindern, dass was dort r, 0, o heisst 
in unser @ oder yp, loge oder o—log2f, und c—log2f umgetauseht 
wird. Ferner ist die fiir die Oberflaiche gegebene Function dort 


ee) = fo—log2f, p) 
WE Ve 


bei uns yp,.F(o,w). Setzt man diese Werthe ein und setzt wie 
dort £ fiir f, so giebt die am Schluss des § 68 befindliche Zu- 
sammenstellung uns folgenden Ausdruck fiir das Potential v des 
Rotationskérpers im dusseren Punkte (o, 0, wy): 


t,w)ou [ f 
te u we ase of ae - ee cosu(t—0) cosr(w—w) ou. 


Handelt es sich um die Green’sche Function fiir den Rotations- 
kérper, so hat man fiir F(o, wz) die reciproke Entfernung p,pr, d. i. 
des Poles p; mit den Coordinaten t, 7, wo vom Punkte p, einzu- 
setzen. Man kann aber diese und die entsprechende Dichtigkeit 
der Belegung auf der Rotationsfliche auch direct aus den im § 65 
fiir die entsprechenden Stiicke beim Kegel aufgefundenen Ausdriicke 
azuriickfiihren. In der That ist, wenn man von y aus abbildet (S. 252) 


PPr = PPr-YP-¥Pr> T= YPs 
daher der Werth, den y, bei der Green’schen Function annimmt, 


YPo fan's 1 : 1 . 
PPr-%Po-YPr Px PP 
Die Function » ist also das Produkt von yp, und der Green’schen 
Function des Kegels fiir den Pol p, in p. Setzt man den Werth 


ein, so wird die Green’sche Function fiir den Rotationskérper, 


y= 
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wenn der Pol im ausseren Raume liegt, 
— (0,0) 1)" cy cosy(y — w) X 
Wi is Serine 0)€(— cos0,).cosu(o — a 


£(cos 0,) cosmemi 


0 

Die entsprechende Dichtigkeit ist nach S. 255 gleich dem Pro- 

dukte von (yp,)> mal der, welche », angehért, d.i. gleich dem 

Produkte von (y),)’(yp,) mal der dem Kegel im Punkte yp, fiir den 
Pol p, angehérenden. Dies giebt 


=z  1)(6, "gr f E(conn) 


~ 2a? sind, Ms oe COs (6 — 7) COSr(— w) Ou. 


Siebentes Kapitel. 
Der Ring. Kugelkalotte. 


§ 73. Herr Carl Neumann hat gezeigt *), wie man die Coor- 
dinaten von Thomson verwerthen kann, um Untersuchungen iiber 
das Potential, welche den friiheren entsprechen, auch fiir einen 
Ring zu fiihren. Ein solecher Ring entsteht, wenn ein gegebener 
ganzer Kreis um eine gegebene Axe gedreht wird, welche sich in 
seiner Ebene, aber ausserhalb des Kreises, befindet. 

In der Figur auf §. 265 erginze man die Halbkreise zu ganzen 
Kreisen; m, sei der gegebene Kreis mit dem Radius a,, den man 
um die gegebene Axe der Z dreht. Von m, falle man auf diese 
Axe das Perpendikel m,b,, welches die Axe Z in A trifft. Diese 
Linie sei die Axe ©. Die Linie wird positiv in der Richtung von 
A nach m, gezihlt. Man wahlt dann auf Am, zwei Punkte a, y, 
so dass A sich in ihrer Mitte befindet und a, b,, y, d, harmonische 
Punkte sind. Bezeichnet man die gegebene Entfernung Am, mit 
e, die unbekannte Entfernung Aa = Ay mit f, so hat man bekannt- 
lich (e+ f)(e—f) = ai, findet also f und damit die Lage von « und 
y durch die Gleichung 

f? = e?’--ah. 


*) Theorie der Elektricitiéts- und Warme-Vertheilung in einem Ringe. Halle, 
1864; 515. 
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Die Linie Aym, in der Lage, in welcher sie sich vor der Drehung 
befindet, sei die Axe der x, die Axe Z die der x. Wir drehen die 
halbe Meridianebene, d. h. die Halbebene, in welcher der ganze 
Kreis m, liegt und die durch die Axe Z begrenzt wird (oder fiir 
welche die & positiv sind), um die Axe Z. Der Drehungswinkel 
sei w; ist derselbe $7, so befindet sich die Axe 4 in einer Lage, 
die wir als Axe Y bezeichnen. 

Am Eingange des § 67 wurde bereits erwahnt, weshalb die 
einfache Anwendung der Methode der Abbildung hier nicht zum 
Ziele fiihrt; man erreicht aber dasselbe, wenn man beriicksichtigt, 
dass die Differentialgleichung /v = 0 sich wesentlich vereinfacht, 
wenn sie sich auf irgend welche Rotationskérper bezieht. Ist ném- 
lich die Axe Z die Rotationsaxe, liegt wie bei uns die rotirende 
Figur in der Meridianebene 4Z, so fiihrt man fiir die rechtwinkligen 
Coordinaten x, y, 3 eines Punktes p des Rotationskérpers die recht- 
winkligen §, € des Punktes in seiner Meridianebene ein, indem 
man setzt 

z= cosy, y= sm, 2 = €. 

Man hat dann fiir das Quadrat des Linienelementes, dessen Be- 
deutung fiir die Einfiihrung neuer Coordinaten man aus f. 308 kennt 
Oa’+ dy? +08? = &dw’+ 0&4 0C?. 

Gelingt es fiir die rechtwinkligen Coordinaten &, ¢ der 
Punkte in einer Ebene allein, der Meridianebene, ortho- 
gonale Coordinaten uw, » einzufiihren, so nimmt die Gleichung 
dy =0 dieselbe einfache Form an, wie I. 308. Die dritte von den 
drei orthogonalen Coordinaten ist nimlich w. Setzt man 

OF + OC? = Mou? + Nav’, 
so erhalt man 
MIM A?v | CO 7éEN aN yi ee wv) 0 
EA Gy CHEV NG oe Ov 

In dem uns vorliegenden Falle kennt man bereits die geeig- 
neten orthogonalen Coordinaten fiir § und C; sie sind o und 0, und 
zwar hat man (vergl. den Schluss des § 68) 


fisinio e fsind 
cosia—cos0’ >  cosia—cosd’ 


(— 
ee 


wenn man @ nicht mehr wie friiher von O bis ~ zahlt, sondern 
von —z bis mw, selbstverstindlich von —z bis O fiir negative ¢. 
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Dagegen wird man o, wo wie friiher 

logo = logap — log yp 
ist, nicht mehr von —co bis oo, sondern von 0 bis co zihlen. Um 
die Bezeichnungen zusammenzustellen, sei hier sofort bemerkt, dass 
wir wieder das dem Punkte p, entsprechende o und w mit 7 und 
w bezeichnen, und setzen 

Cea hy) Se aa 

In dem vorliegenden Falle ist das Quadrat des Linienelementes, 
wie die vollstindige Differentiation von § und € nach o und 6 zeigt, 
a 


(cosio — cos 0 


y; [Co’+ 060?— sin’ oi. dw’), 


wihrend man fiir den Fall der zwei auseinander liegenden Kugeln, 
der im vorigen Kapitel behandelt wurde, fiir dies Quadrat 

3 

(cosio — 

gefunden hitte. Hiernach verwandelt sich die Gleichung 
4y =0 im vorliegenden Falle in die folgende 

0 pee a 4 0 be ie 1 Can 

Oo 16,0) Oo 00 (0,0)? 00 sinoi(o, 0)? dw’ 

Der leichteren Vergleichung halber fiige ich die Gleichung hinzu, 
die man in dem Falle des vorigen Kapitels erhalten hiitte, 


O . ee |e adhe if OV 
Go L(o, 0)’ Oo 00 (0,0)? 00@ sin@ (6,0)? dw’ ‘ 
§ 74. Wir entwickeln nun die reciproke Entfernung 17 zweier 
Punkte mit den dipolaren Coordinaten o, 0, yw und 7, 7, w in eine 
Reihe, deren Form fiir die ferneren Untersuchungen geeignet_ ist, 
nimlich nach Cosinus der Vielfachen von 0— 7 und zugleich nach 
Kugelfunctionen, aber nicht mit einem ganzzahligen, sondern 
mit einem gebrochenen oberen Index, der die Halfte einer 
ungeraden Zahl ist. 
Durch Einfiihrung dieser Coordinaten erhalt man offenbar 


NG 0); De 1 ’ 
fy2 V¥3—cos(O—7) ° 
wenn man zur Abkiirzung setzt 


conor (60? + 867+ sin? dy" 


=U: 


3 = cosio cosiz + siniosinizcos( — «). 
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Wihrend die Entwickelung eimes Ausdrucks 
(1— 2A cosg + 4’)-3 
nach aufsteigenden Potenzen von 4 als Coefficienten von 4” eine 
Kugelfunction erster Art P”’(cosq) giebt, so fiihrt die Entwickelung 
desselben Ausdrucks nach Cosinus der Vielfachen von qm auf die 
Kugelfunction. zweiter Art von costo. In der That hat man nach 
der bekannten Entwickelung von Gauss in der Abhandlung iiber 
die hypergeometrische Reihe (Werke III. 129), d.i. nach der ersten 
Formel I. 300, wenn man dort 
OO ee 

Poy oot 
setzt, eine Gleichung, die sich, nach Einfiihrung der Kugelfunction 
zweiter Art (I, (19) und (38, b)) in 

1 29) eel yaa 
———— >’ Q” *(3)cos7(6 — 
Py Tn 29 W080 —) 

verwandelt. Hier kann man auch Qn durch die Formel 


Paty tak rabenl Sane yee 
C°O= gr ea 2 °@) 


einfiihren. 
Man findet also die Entwickelung 


re wae S'0"*(3)¢08(6 —7). 


Dieselbe Formel fiir Q wie oben ergiebt sich, wenn man 


wy is cosypdep 


, V%—Cosp 
nach I, 157 in 
(—1)” afc d’(1— a*)r-3 dx 
1.3...(2»—1) as da” /3—« 
verwandelt. Nach »maliger Integration durch Theile geht dieser 
Ausdruck in 


1 1d—a2’y4 1 [u—u)]’—tdu 
vr Guar OAL Gat 


iiber. Eine Entwickelung nach absteigenden Potenzen von 3 ver- 
schafft sofort die friiheren Formeln. 


§ 74, 31. Ring. 287 


Diese Gleichung giebt Q’—} durch ein zwischen 0 und zw ge- 
nommenes Integral, nimlich 


0’—*(cosoi) =f" coseg dep s ie Cosy dg 

4 -Y2.cosoi—2 cosp 4 y1—2reosp +2? 
Differentiirt man die vorstehende Gleichung wu mal nach cosoi, so 
hat man also Q/,*(cosoi) durch das Integral 


a cos vp dg 
(1— 2A cos p+ A*)e+8 


ausgedriickt. 

Schliesslich fiithrt man fiir Q(3) seinen durch das Additions- 
theorem I, (55) gegebenen Ausdruck ein. Denkt man sich +> 0, 
so erhaélt man die gesuchte Entwickelung 


tin T = (0, 0)(c, nS 


5" Px (cos oi)”, *(costi)cos mh ar (). 


; La aD 


Die rapeatantieen P und Q, welche hier auftreten, unter- 
scheiden sich von den in den ersten Kapiteln vorkommenden da- 
durch, dass dort der obere Index eine ganze Zahl, hier eine halbe 
ungerade Zahl ist. Man kann dieselben nach den Formeln des 
ersten Bandes auf verschiedene Art ausdriicken. Z. B. hat man 
nach I, (38, 0) 


Om (costi) 


Qe 2.4...2» Yo ae fos 
== (cosiz + isinizcosiv)’— cosiuv dy, 
0 


wa 1.3.5...2r—1) 


wo v, = slog(cosiz +1) —4log(cosiz—1) ist, und aus I, 207 


v3 Abe Sy" ay cosugdp 
Ej (C080!) = Ort 9,4, (v2) J (cosie + isiniscospy 


Man kann aber auch die zweite der I. 219 unter 3 gegebenen 
Reihen anwenden und hat 


m *(costi) = (22,)"4(1— Ai)" FG+u, »+u+4, +1, %). 
Endlich erhilt man auch eine dhnliche Reihe fiir P, nimlich 
P?,*(cosoi) 


= Vi ge De AU Fa Heth eH 1B). 
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Die letzte Form findet man aus der Gleichung fiir Q, wenn man bemerkt, 
dass die Differentialgleichung der hypergeometrischen Reihe F(a, 8, y, 2) all- 
gemein auch ein Integral F(a, 8, a-+6+41—y,1—a) besitzt. Dadurch 


erhalt man aus 
F+m, yt u+d, v4, 2) 
die zweite Losung 


FQ+H ved, U1, 12"). 
Dasselbe ergiebt sich durch eine directe Umformung aus dem vorstehenden 
Ausdruck von P durch ein Integral. Dieses ist (abgesehen von dem constanten 
Faktor vor dem Integral) 


anetef COS LLP dp J 
Jf C=C Pos? ig 


Entwickelt man den Nenner nach dem binomischen Lehrsatze und benutzt die 
Formel 


J costeapeos2gnp ary = i ibe ; 
4a IT a+ wie —p) 


0 
die verlangt, dass von den (positiven) Zahlen o@ und we die erstere die gréssere 
sei, so erhalt man sofort die Gleichung fir P. 

Auch die Reihe fiir Q lisst sich durch Transformation des Integrals finden. 
Andere Formen fir die Functionen P, und Q,,, die hier auftreten mit einem 
oberen Index »— 4, findet man aus den im J. Bande angegebenen Ausdriicken 
fiir diese Functionen mit ganzzahligem oberen Index. So giebt die Form I. 221 
im vorliegenden Falle die beiden Lésungen P’,*(cos oi) und Q%, *(cosoi) in 
der mit den oberen oder resp. mit den unteren Zeichen versehenen Lésung 


1ELY n+, ate, st CED), 


Man findet als schliessliches Resultat T auch in der 
ae 


aC 0)(t, n) 23 ‘cosy(O—n) = i SS ie esate 4 
anna ayaa Fu+4, utot+s, vt, x 
Fuu+s, uty+4, 2u+1, 4). 

Hier ist gesetzt 
Ce Ae a hea he ee 
(o, 0) = Veosci—cos0, (t,n) = V'cosci— cosy. 


Wir wenden die vorstehenden Entwickelungen auf die Lésung 
von Aufgaben tiber das Potential an: 
Fiihrt man in die Gleichung des Potentials v, d.i. in /y = 0, 
statt y eine neue Veriinderliche » durch die Gleichung 
Vesa, 2p 


§ 74, 31. Ring. 289 
ein, so erhalt man (vergl. S. 285) 


2 


role) F OD o’y 1 oh’) 
Wor + teotg ot + ar — 


sin?oi Ow? 1) 
Man entwickele » in eine nach Sinus und Cosinus der Vielfachen 
von 0 und w geordnete Reihe 
Yea S Ss S' cosupecosrd. Suys 
p= yv=0 
wo s,, eine Function von o allein bezeichnet und das vor dem 
ganzen stehende S bezeichnet, dass man zu der vorstehenden 


Doppelsumme noch die drei hinzufiigen soll, welche aus derselben 
durch Vertauschuns der Cosinus mit Sinus entstehen. Die Function 
Suv geniigt der Gleichung 


2 


0’s ' Os les 
Fag? + ceotg or: Bee + 


[Dm 


~0+H0—p|s = 0, 


deren allgemeines Integral von der Form 


sin’ ot 


Suy = Gyy Px *(cosoi) + by, Q%, *(cosoi) 
ist. Man hat demnach als allgemeinsten Ausdruck fiir das Potential 
des Ringes 


v= (0, as Sy [dur Fir *(eosoi) + By * *(cosoi)] cosuy cosy, 
L=0, v= 


Je nachdem der Punkt p = (0, 6, w) im dusseren Raume, in welchem 
o auch den Werth Null erhalt, also 4 gleich 1 wird, oder im 
inneren Raume, in welchem o auch unendlich, also 4 Null wird, 
liegt, fallen die P oder die Q aus dem Ausdrucke von v heraus. 
Beide hat man beizubehalten, wenn man das Potential in einem 
Raume betrachtet, den man als hohlen Ring bezeichnen kann, in 
welchem o alle Werthe zwischen dem kleineren o, an der dusseren, 
und dem grésseren o, an der inneren Begrenzung annimmt. Ich 
behalte im Folgenden, um die Ausdehnung der Formeln zu_be- 
schrainken, die Functionszeichen P und Q bei, ohne die Reihen 
oder Integralausdriicke, die man fiir sie S. 287 erhielt, einzusetzen. 

Zuniichst lésen wir die Aufgabe, das Potential des ring- 
formigen Kérpers aufzufinden, wenn es auf der Begrenzung 
o =o, als Function von 6 und w gegeben ist. Es sei diese ge- 
gebene Function 


W = f(9, w); (o = 0,). 


Heine, Anwendungen der Kugelfunctionen. 2. Aufl. 19 
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Man entwickele den Quotienten von f und (o,, 8) in eine trigono- 
metrische Doppelreihe 
fO, ¥) ee S os! Cur Cost cosy, 
Vcosio, — cos0 w=0,7= 
kann also annehmen, dass die ¢ bekannt sind. Dann ist das 
Potential des Ringes in einem Punkte (0, 0, yw) des 4usseren Raumes 
(vq), oder des inneren (v,) 


yan (cosio) 
sa <4 + cosuweos v6, 
ge A S= u=0, ao Ome (costo, ) pe 
==1(030) S s' bi; Eee SOBO), cosuwp cosy. 


u=0,7=0 P’,*(cos io, ) 
Z. B. ist die Green’sche Function fiir einen im dusseren 
Raume liegenden Pol (z, 7, #) in dem Punkte (0, 6, yw) des dusseren 
Raumes 
C= see Pa 008m (a) conr(G— 9). 


fr 
| ate 
0 si dans ues 
*(cosio, ) 
Die sae der Masse, welche iiber die Oberfliche 
vertheilt G als Potential giebt, findet man nach (o), indem man 
beriicksichtigt, dass das Element der Oberfliche 
—if’sinio, OOdw 
(0, 0)" 
ist. Man erhilt als Dichtigkeit im Punkte (0,, 0, w) der Oberfliche 


Lh 24(c, 7)(0,, 9)? >! On ' (cosit) 
£?70°(1— 2”) p=0, v=0 0%, *(cos io, ) 
Vertauscht man die Q mit den P, so erhilt man den Ausdruck fiir 
die Dichtigkeit, welche einem im Innern des Ringes befindlichen 
Pole entspricht. Dieselben Formeln fiir x hatte man Ahnlich wie 
in den friiheren Kapiteln auch hier durch Differentiation von G—T 
nach dem Element der Normalen 
{do 
(0, 0)” 
erhalten kénnen, wenn man in dem entstehenden Differential- 
quotienten o =o, oder o, setzt und ihn dann, dem vorliegenden 
Falle entsprechend, durch +47 dividirt. 


%, *(cos oi) Q7, *cos(ti). 


cos u(w— w)cosy(6 — 7). 


§ (ir 31. Kugelkalotte. 991 


§ 75. Noch eine Art von Aufgaben ziehen wir in unsere Be- 
trachtung; wihrend wir uns im § 72 mit dem Kérper beschiiftigten, 
welcher entsteht, wenn ein Kreissegment um die Axe cy rotirt, so 
behandeln wir hier die Kugelkalotte, 
welche dasselbe Segment erzeugt, 


wenn es sich um eine Axe Z dreht, p 

welche im Mittelpunkte A von ay 

senkrecht auf ay steht und sich in . 

der Ebene des Segments befindet. Tinea 

Da das Segment das Bild der Gera- 0 

den up ist, so werden wiederum die ¢ u y 


Kegelfunctionen in die Lésung der 
betreffenden Aufgaben eintreten. 

Ueber die Lage der Axen treffen wir dieselben Bestimmungen 
wie im § 73, nennen also Ay die positive Axe der & und der « 
zugleich, die auf ay senkrechte Drehungsaxe die Axe der ¢ und z 
zugleich. Was die positive Richtung derselben anbelangt, so 
machen wir dariiber Festsetzungen, welche sich dadurch empfehlen, 
dass man vermége derselben das Potential in diusseren und inneren 
Punkten bei noch allgemeineren, namlich linsenférmigen Kérpern 
durch die gleichen Formeln bestimmt. 

Ein solcher Kérper entsteht, indem sich zwei in derselben 
Ebene liegende Kreissegmente, welche ay zur gemeinsamen Sehne 
haben, oder vielmehr nur die halben Kreissegmente mit positiven 
— sich um die Axe Z drehen. Diese Segmente kénnen entweder 
beide auf derselben Seite von ay oder auf verschiedenen Seiten 
liegen; wir nennen den kleinsten der beiden Winkel, welchen je 
eines von den beiden Segmenten fasst 0,, und die Seite, auf wel- 
cher es liegt, die der positiven z; fiir den grésseren Winkel setzen 
wir die Coordinate 0 gleich 0,, zihlen aber die Coordinate 0, die 
auf ay selbst ~ wird, auf der Seite der negativen z tiber w hinaus, 
so dass die Coordinate 0 auf der negativen Seite, wenn sie einem 
Winkel o entspricht, gleich 2—o zu setzen ist. Im negativ Un- 
endlichen wird daher 6 = 27. Geht der Punkt dann zum positiv 
Unendlichen iiber und von dort bis zu dem Segment, welches den 
Winkel 0, enthilt, so zihlen wir die Coordinate 0 von 27 bis 
22+ 0, Es ist dies offenbar gestattet, da die rechtwinkligen 
Coordinaten 

1 


999 Potential. §1D,oL 


qa — fisinio ae fsin 0 
We j ~~ eosio—cosé 


cosia — cos 6 ’ 
ihren Werth nicht 4ndern, wenn man @ um 2a wachsen lasst. 

Nach diesen Festsetzungen liegt ein Punkt innerhalb 
oder ausserhalb der Linse, je nachdem man hat 

6,<0<6, oderi20,=0 = 2-0; 

Fiir wy hat man die Werthe von 0 bis 2z, fiir o von O bis co 
zu nehmen. 

Der Fall der Kugelkalotte, welchen ich hier behandele, indem 
ich der Arbeit des Herrn Mehler im 68, Bande von Borchardt’s 
Journal folge *), bildet einen Theil des Problems der zwei Kugeln; 
wihrend wir im vorigen Kapitel die beiden Falle betrachteten, 
dass die Kugeln aus einander liegen oder sich beriihren, tritt hier 
der Fall ein, in welchem sie sich durchdringen und ein gemein- 
sames Stiick besitzen. 

Fir die Kalotte hat man offenbar dieselbe partielle Differential- 
gleichung wie fiir den Ring zu integriren, ndmlich (S. 285) 

O | 282 Si shipele ae oe 1 ary eae 0 
Oo L(o, 0)? oo 00 (0,0)? 36 sinoi.(o, 0)’ dw’ ; 

Wir beginnen mit der Transformation der Function T, welche 

denselben Ausdruck giebt wie auf S. 285, némlich 
(0, A), 0) | 1 
£2 V¥%—cos(0—7n) 

*) Es sei noch an die Briefe von Herrn Thomson (Liouville J. d. M. 
XII, 263, so wie an die Abhandlung des Herrn Lipschitz im 58. Bande von 
Borchardt’s Journal 8. 152 ,,Ueber die Vertheilung der statischen Elektricitat in 
einem kreisfOrmig begrenzten Segment einer Kugelflache“ erinnert. M. vergl. hieriiber 
auch die Arbeit des Herrn Lipschitz im 61. Bande S. 1, und den von Green be- 
handelten besonderen Fall Bd. 47, S.174. Herr Mehler giebt im Programm von 
1870 an, dass man mit Hiilfe der Kegelfunctionen auch die entsprechenden Unter- 
suchungen fiir das zweifache Rotationshyperboloid fiithren kiénne, wahrend das Ro- 
tationsparaboloid und der durch Rotation der Cardioide um ihre Axe entstehende 
K6rper die Cylinderfunction erfordere (S. 174). Die fertige Lisung der Potential- 
aufgaben fiir die letzteren beiden Arten yon Kérpern wird man in einer zur Zeit 
mir vorliegenden und nichstens im Druck erscheinenden Hallischen Inaugural- 
dissertation des Herrn Carl Baer finden. 

Die Monographie des Herrn C. Neumann (Leipzig) iiber ,,die Vertheilung 
der Elektricitét auf einer Kugelkalotte’ und iiber die bei der Untersuchung anzu- 
wendenden Coordinaten, fiir die er den Namen der peripolaren einfiihrt, erschien als 


dies Kapitel schon zum Druck fertig war im XII. Bde d. math. Klasse d. K. S. 
Ges. d. Wiss. 


S 1, 33, Kugelkalotte. 293 


Wahrend aber die dort gegebene Entwickelung von T sich auf die 
Darstellung von T fiir alle reellen Werthe von 0—7 bezog, werden 
hier solche Umformungen vorgenommen, die fiir alle reellen Werthe 
von o, t und w—w, also auch fiir alle Werthe von 
§ = cosiocosiz + siniosinizrcos(—w) 

gelten, die grésser als 1 sind. 

Die Differentialgleichung, welcher v, daher auch T geniigt, 
giebt, wenn man v = (o, 0).w setzt, 

Lo" te Ow 1 dw O*w 
sinio do [sini 5 |- sin’io Ow? proc amee aeaes 

Setzt man fiir w das Produkt von cosiz6 oder siniw0 mal einer 
Function von o und w allein, welche nicht mehr 6 enthilt, so 
geniigt diese offenbar der bekannten Gleichung I, (61) der Kugel- 
function P” mit dem Index » = —4+ wi, wenn man in derselben 
nur to statt 6 setzt. Daher ist eine partikulare Lésung der Glei- 
chung Jv = 0 


(a, 0)£" (3) (Acosiud + Bsiniwd), 
wenn A und B Constanten nach 0, w, o bezeichnen. 
Durch eine Summe solcher partikulaéren Integrale lisst sich T 
ausdrticken. Man findet namlich (s. u.) mit H. M. 
1 =~ {°° cos(@— 7m) mut 
V4 Ot. == af ae ts TT pea f* d, 
2 /3—cosp V f COS Lett (3) de, 
wenn g positiv und kleiner als 27 ist, und hieraus folgenden Aus- 
druck fiir die reciproke Entfernung T der Punkte (@, 0, w) 
und (2,7, @) 


(33)... P=, Oe) f C—O way, 


COS Ut 


wenn 0-7 positiv ist und unter 27 liegt; ist aber 7»—6 
positiv, so hat man unter dem Integrale 0—y durch 7—O au 
ersetzen. 

Zum Beweise von (32) geht man von der Gleichung aus 


: i =f du 
cosot — cos~@)-2? = : d : 
ey g) 1% w+ coso%— cos p 
0 


Macht man hier 


u°>+ cosoi = cosat, 
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50 verwandelt sich die rechte Seite in 


Wis 1 sinaida 
0. cosa@t—cosp  ycosai— cosoi 


Oo 


Den Ausdruck unter dem Integral transformirt man durch die Formel 


cotgd(g — at) — cotg4(@ + at) = “cos oti — cos@p ; 


Ferner driickt man die Cotangente durch die bekannte Gleichung aus, die mit 
den Kigenschaften der ea ‘P zusammenhingt (I. 112) 


==) oO a. ; 
me cote Are =i ingot — We =2n f le 24) wri up 
. f le70e 


Hier ist aber der Bai Theil von A positiv und kleiner als 1 zu nehmen. 
Macht man die angegebenen Substitutionen, dreht dann die Integrationsfolge 
um, so dass man zuerst nach @ von o bis oo integrirt, und setzt endlich fir 


i i sinauda 
sinumtt.F  —-y/cos ai — cosio 


den Werth aus § 60, 1, a, namlich 
m __ f" (cosio) 
y2 cosumti 
so hat man (32) gewonnen. 
Zugleich zeigt die Ableitung, dass man @ in (32) um eine be- 
liebige rein imaginire Zahl 4i vermehren darf. Es ist daher 


2f cos(p— 7) Ut. cos du #3) du 


2Qsin wt 


| COS L780 
das arithmetische Mittel aus den beiden Ausdriicken 
1 


V3—cos(p Ai) 
Um die Green’sche Function fiir den linsenférmigen Kérper 
mu finden, geht man davon aus, dass der Ausdruck 


1 = acosOjti-+ bsin Oui 
+ Oe, DY el ee a Senin 
0 


Cosumi 


wenn a und 6 Constante nach o, 0, w sind, die w enthalten, wie 
aus §. 293 erhellt, der Gleichung dy =0 geniigt. Wenn man a 
und 6 gehdrig bestimmt, so wird man leicht erreichen, dass dieser 
Ausdruck an den Begrenzungen sich in die Form (33) fiir T ver- 
wandelt, d.i. in die Reciproke der Entfernung eines Punktes der 


Oberfliche vom Pole (7,7, w). Geschieht dies, so ist er die Green’- 
sche Funetion. 


§ a5, 34, Kugelkalotte. 295 


Erstens im fusseren Raume ist 
6,<0<6,122, 0,<7<6,+2n. 

Auf der oberen Kalotte hat man 6 = 0,+ 27, an der unteren 0 = 0, 
zu setzen; an der oberen ist 0—7 > 0, an der unteren O0—7 <0. 
Im Zahler von (33) hat man daher cos(@-—-7—7)wi an den Ober- 
flichen in cos(@,—n+7) «i resp. in cos(0,—n-+7)ui zu verwandeln. 
Daher sind a und 6 durch die Gleichungen 

acos(O, +27) ui + bsin(6,+27) ui = cos(0,—n+7) ui, 

acosO, ui + bsin 8, ui = c0s(0,—7-+7) ui 
zu bestimmen. Setzt man die Werthe in den obigen Ausdruck ein, 
so findet man als Green’sche Function fiir den dusseren Pol 
(t,7, w) im fusseren Punkte (6, 0, w) 


Co aag = Te (3)w du 


cosumti. sin(27+0,—6,) mi ’ 
wenn man zur Abkiirzung setzt 
w = sin(2a-+ 0,— 6) ui.cos(a#-+ 0, — 7) mi 
+ sin(@ — 0,)ui.cos(a + 6,— 7) ui. 
Zweitens fiir den inneren Punkt ist in dem Zahler von 
(33) resp. zu setzen cos(0,+2—y)ui und cos(n-+a—90,)ui, und 
man bestimmt a und 6 durch die Gleichungen 
acos6,ui-+ bsind,ui = cos(0, +-a—n) ui, 
acos6,ui+bsind, ui = cos(nt+-na—8G,)ui. 
Daraus entsteht 


ea OnO)(e50) 07 = (3) 0 du 
g= Oe if 


cosumi.sin(0,—0,)ui ’ 


wenn man setzt 

w = sin(O,—6)ui.cos(0,-+-2—n) ui + sin (O—6,) ui. cos(n-+-n—89, ) ui. 
Die Dichtigkeit x, und x, der Belegung auf den Begrenzungen, 

welche der Green’schen Function entspricht, findet man, indem 

man G—T nach der Normalen auf der Fliche dn differentiirt 

(S. 90), die in unserem Falle ist 


£d0 
dn = Site By a : 


Reducirt man gehdrig, so ergiebt sich fiir den Fall, dass der Pol 
(c, n, w) im dusseren Raume (6,<7<0,+27) liegt, fiir die 
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Dichtigkeit an der Fliche 0 = 0,4-27 


oe. i ~  sin(@, —) ue ete id 
dy = OF (o, 0.) G, nf sin(27+0,—0, qi tang u7i.f (3) ee lb, 


wihrend der Ausdruck von x, entsteht, wenn man hier (6, 0,) mit 
(o, 0,) und sin(yv—9@,)ui mit sinQ@a+0,—n)ui vertauscht. 

Auf diesen Ausdruck, in der Form, in welcher er auftritt, wer- 
den wir auf S. 297 zuriickkommen. Hier wollen wir ihn weiter, in 
ein einfaches Integral, transformiren, in welchem unter dem Integral- 
zeichen nicht mehr die Transcendente f(z) vorkommt. Dazu setzen 


wir fiir tangui.f“(z) den Werth aus S. 219; macht man 3 = cosiC, 


so ist dieser 
iy2 fay sinuwa do 
t% Y. Yeosai—costi 
Man setze denselben in x, und fiir w eine neue Verinderliche s ein 
0 i ’ 


wobei man sich folgender Abkiirzungen bediene 


2x +60,—0, = _ = 1S Raa 0.) s. 


Alsdann wird 


oO 0 3 G n°? oe Ca 7 sin 7) ° 
foc (9, 0,)"(@, n)n fb deeds Wiarton! ee sin ans.sOs. 


Py? t Vcosai— cos Y sin msi 


Das innere Integral laisst sich ausfiihren, da die (positive) Zahl ~ 
kleiner als z ist. Die bekannte Formel *) 


singsi Ey yt s? 


ee sinfst 5s yCOSv7t.SIn vB 
zeigt, dass dasselbe gleich ist 
) 8 
sin 8 . : 
22" Oa cosani+tcos@ 


— Jy cosr7 sin v8 e—#"” = — 
So findet man schliesslich 


__ n'a, n)(a, 0,)?sinn(n—0,) (°* (cosai— cosli)—tsin anida 
*1 24/2 nf ! [cos ani + cosn(n—O,)]* ’ 


x 


0) 


wihrend «,, die Dichtigkeit der Belegung auf der Fliche 6 = 6,, 
aus dieser Formel gewonnen wird, wenn man (o, 0,) mit (o, 0,) und 


*) Cauchy, Exercices II, 1827. Usage du calcul des résidus pour la som- 
mation ou la transformation des séries, Gleich, (90), S. 309. 
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im Nenner unter dem Integrale cosn(n—0,) mit —cosn(n—96,) ver- 
tauscht. 

In dem speciellen Falle, dass eine ganze Zahl ist, lisst sich 
sowohl in G als auch in x die Integration ausfiihren, und man erhiilt 
fiir diese Functionen eine endliche Summe, deren Glieder keine 
héhere Transcendente als trigonometrische Functionen enthalten, 
und die hinreichend andeutet, wie man diese Resultate auch durch 
das Princip der Spiegelung hatte erhalten kénnen. 

Indem man einen Ausdruck 

{—r 
1+ 2r"cosny--r” 

in die Summe , : 

Tren By A-rre— ey? 

und dann jeden von den beiden Briichen in Partialbriiche zerlegt, 
findet man sofort 

nsin ani poe sin wt 

cosani-+cosn(n—O,) =) cosai—cosy, ’ 


eahy es Be Lees 


2yn 


, w= SU ee 


Setzt man dies in den Ausdruck von G@ oder x ein, so erhalt man 
sogleich diese Gleichungen in der angegebenen Form, erhilt z. B. 


eee 
za Ony2? On vo ) ¥z—cosy, 

Dieselben Mittel gestatten die Ausfiihrung der Integration, wenn x 
die Hilfte einer ganzen Zahl wird, wiéihrend die Integrale schon 
elliptische werden, wenn erst 3n eine ganze Zahl ist. Es wird 
tiberfliissig sein, hier, wo es sich um eine Uebersicht iiber die An- 
wendung der Methoden auf verschiedene Kérper und nicht um eine 
Monographie der einzelnen handelt, die Formeln zu haufen. Ich 
iibergehe deshalb den ganz ahnlichen Ausdruck fiir x,, und ebenso 
die Formeln fiir die Dichtigkeit x, oder x, der idealen Masse, mit 
welcher die Grenzflichen zu belegen sind, um die Green’sche 
Function fiir einen im Innern gelegenen Pol (2,7, w) als Potential 


darzustellen. 

Gehen wir auf die Formel fiir x, auf S. 296 zuriick, in der 
f“(3) noch nicht durch das Integral ersetzt war. Das Flichenelement 
der Fliche 0 = 0, ist, wie man aus S. 285 weiss, 

if? sin of 
= ———_,_ dodw. 
do (0, 0,7" doow 
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Hieraus folgt, mit Hiilfe von (6) auf 8.90, als Ausdruck fiir das- 
jenige Potential vy. im dusseren Punkte (z, 7, w), welches an den 
Grenzflaichen 0 = 0, und 0 = @, sich in f,(o, w) resp. f,(o, w) ver- 
wandelt 


DY Ge Ga AACR i ne CCD 
vec vf sinsidof e : soe lew 


(0, 0,)" (0, 0,)" 


Diese Formel lisst sich zusammenzichen, wenn man fiir x, und x, 
ihre Werthe einsetzt. Wir iibergehen diese Umgestaltung ebenso 
wie einen dhnlichen Ausdruck fiir v,, und betrachten das Resultat, 
welches man erhilt, wenn man den Punkt (zc, 7, w) auf eine der 
Grenzflichen, sie sei 06 = 0,, riicken lasst, so dass man zu setzen 
hat 7 =2+6,. In diesem Falle wird x,=0O und «, nimmt den 
Werth an 


_ 6, 9)? 99) ie masrea fe 
a ess rn tang ui. f" (3). udu, 


wihrend v, in f,(z, 7) tibergeht. Fiihrt man statt der Function f, 
eine andere » durch die Gleichung ein 


f(y) = V costo — cos 4d, pO; W), 
so erhailt man daher die zusammengehérenden Gleichungen 


(36) ... 3 = cosoicoszi + sinoisinti cos(w— wo), 
Q(t, w) = af tangumi.uduf sin oi0o +e (3) p(G, pow. 
0 0 0 


Diese dienen ebenso zur Darstellung einer Function g(c, w), die fiir 
t = © gleich 0 wird, und zwar so, dass sie mit Ycosic multiplicirt 
noch endlich bleibt, auf einer Kalotte wie die oft benutzte Gleichung 
von Laplace I. 433 zur Darstellung einer Function auf einer Kugel- 
flache. 

Hier mége eine Anwendung von (36) Platz finden, welche 
analog derjenigen ist, welche man von den Formeln macht, nach 
denen man eine Function von zwei Veriinderlichen durch Kugel- 
functionen oder durch Cylinderfunctionen darstellt. Wird in (36) 
von w unabhingig, so erhalt man 


g(t) = = f“(coszi)tangui.wduf/ ft (cosoi) p(o)sinotoo. 
0 


0 


Hier driicke man, im inneren Integrale, f“(cosot) nach S. 219 als 
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al 


Integral von 0 bis o aus, kehre die Integrationsfolge um, so dass 
man zuerst nach o von « bis oo und dann nach « von 0 bis oo 
integrirt. Dann findet man sofort 


gu) = — 12 te f"(coszt) tang ui. neuf osuadaf See 


cos oi—cos at 


Man setze z. B. 
P(O) = (Cosio—y)~”, 
wo y kleiner als 1 und » grésser als 4 zu nehmen ist. Fiihrt man 
fiir o eine neue Verinderliche s durch die Gleichung 


COSO% — COS? = (COSai —y)x 
ein, so giebt das Doppelintegral nach o und a 


i¥yanTv—4) £*  cosuada 
Ty oie (¢ 


oS ai— y)’—3 ? 


also im wesentlichen einen Differentialquotienten von {“(—y) nach y. 
Fiir » = 1 endlich erhalt man, wenn man noch costi = @ setzt, die 
Gleichung 


* tang ut 


£ RNG : 
Goya: ie se ee PE (w)f(—y). udu, (y<1<a), 


welche der Gleichung I, (11) entspricht, durch die man den Aus- 
druck auf der linken Seite nach Kugelfunctionen entwickelt. 

Die Formel welche (37) dann entspricht, wenn statt der £ die 
Cylinderfunctionen J und X& auftreten, findet man auf demselben 
Wege aus I, (74); zunichst erhalt man némlich 


g(a) =f J (ux) auf J(ua)p(a)ada. 
0 0 
Setzt man schliesslich 


ik 
Dia ee 


und beriicksichtigt den Ausdruck der Cylinderfunction zweiter Art 
K durch (e) in I. 197, so findet man 


(38 ee ay ve J (ux) K (uyt).udu. 


Selbstverstiindlich bedarf es noch einer genaueren Untersuchung, 
wie wir sie fiir die Entwickelung von Functionen zweier Verander- 
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lichen nach Kugelfunctionen besitzen, um die niheren Bedingungen 
festzustellen, unter welchen die rechten Seiten von (86) und den 
daraus abgeleiteten Formeln die linken Seiten darstellen. Die Glei- 
chungen 36—38 sind von Herrn Mehler gegeben. 

Vermittelst des Satzes (36) tiber die Darstellung von Functionen 
durch das dreifache Integral findet man die schliessliche Form fiir 
das Potential y, und vz unserer Kalotte im Raume, wenn es an der 
Begrenzung als Function f,(o, y) und f,(o, w) gegeben ist. Man setze 


f(s W) = (0,9) (0, PW) fo, W) = (6, 0.) 9.(0, W). 
Die Untersuchung tiber particulire Lésungen von Jv = 0 zeigt 
dann, dass 


ve a, tangumi.weuf sintior X 
0 0 


"270 
xf f“(3)(a cosudi +b sinui)dw 
0 


der Gleichung 4v =0 geniigt, wenn a und b von o, 0, w unab- 
hangig sind. Bestimmt man diese Constanten so, dass 
acosu0,i+ bsinud,t = —g, (2, w), 
acosw0,i+ bsinw0,t = —qg, (4, w) 
wird, so ist v das gesuchte Potential v, fiir den inneren Raum; es 
wird aber gleich v., dem Potential im dusseren Raume, wenn man 
die erste dieser linearen Gleichungen durch die folgende ersetzt 
acosui(0,+ 2m) + bsinuwi(0,4+ 20) = —g, (4, @). 
Im ersten Falle z. B. ist 
sin(0, — 0)ui.m,+sin(d — 0,)ui.g, 
sin(O,— 0, ) ue 
§ 76. Die Integration der Differentialgleichung 4v = 0, in der 
v zugleich gewissen gegebenen Bedingungen geniigen sollte, gelang 
in den hier behandelten Fiallen, wenn es sich um Rotationskérper 
handelte, indem man statt der rechtwinkligen Coordinaten x, y von 
Punkten der Meridianebene andere orthogonale einfiihrte, welche 
die Integration nach derselben Methode gestatten, nach welcher die 
Gleichung fiir die Rotationsellipsoide im 26. Bde von Crelle’s Journal 
integrirt wurde. Bezeichnet man die neuen Coordinaten durch 
und w und durch a eine Constante, so hiéngen ¢ und w mit # und 
y durch die nachfolgenden Gleichungen zusammen: 


acosudi+ bsinudi = 
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Bei dem Rotationsellipsoid wird gesetzt 
x-+iy = acos(t+ iu); 
bei dem von excentrischen Kugeln begrenzten Raume, dem Kreis- 
ringe, dem rotirenden Kreissegment und der Linse 


e+iy = acotg}d+iu); 


bei dem Grenzfall der sich beriihrenden Kugeln 


bei dem Cylinder und Kegel benutzt man die gewoéhnlichen Polar- 
coordinaten 
a+tiy = te, 

Die Fiirstlich Jablonowski’sche Gesellschaft der Wissen- 
schaften hatte fiir das Jahr 1874 die Preisfrage gestellt: ,Auf 
einem Rotationskérper, dessen Meridian durch die Lemniscate 
(Cassini’sche Curve) 


(a? + yy 2a’ (x? — y”) — b+ — a* 
dargestellt ist, soll die Vertheilung der Elektricitaét unter dem Ein- 
flusse gegebener 4usserer Krifte ermittelt werden.“ 

Diese hat Herr Wangerin gelést*), indem er 2 und y als 
elliptische Functionen von ¢ und w darstellt, nimlich eine von 
folgenden Formen der Abbéldungsfunction wihlt: 

v-+iy = asinam(t + ww), 

x+iy = acosam(t-+ iu), 

e+iy = adam(t+ wu). 
Nach Einfiihrung der neuen Coordinaten gelingt es Herrn Wangerin 
die Integration der partiellen Differentialgleichung auf die von ge- 
wohnlichen mit zwei, némlich einer unabhingigen und einer ab- 
hangigen Verdnderlichen zuriickzufiihren. Wenn alles allgemein 
bleibt, so haben ihre Liésungen den Charakter einer Lamé’schen 
Function dritter Ordnung. Die Absicht, iiber einige Einzelheiten 
spaiter weitere Untersuchungen anzustellen, veranlasst mich, auf die 
interessante Arbeit des Herrn Wangerin nur hinzuweisen ohne 
hier auf ihren Inhalt niher einzugehen. 


*) Preisschriften gekrént und herausgegeben von der Fiirstl. Jablon, Ges. zu 
Leipzig. Leipzig 1875. S. Hirzel. 


302 Warmetheorie, S rie 


Tit. Theil. 
Analytische Theorie der Wirme. 


Erstes Kapitel. 
Allgemeines. 


§ 77. Fourier handelt in seiner Théorie analytique de la 
chaleur *) tiber die Wiarmebewegung in einem homogenen Kérper, 
dessen Begrenzung, die auch aus mehreren getrennten Stiicken be- 
stehen kann, entweder selbst in einer gegebenen Temperatur er- 
halten wird oder von einem Gas umgeben ist, welches eine ge- 
gebene Temperatur besitzt. Die Aufgabe, die Temperatur des 
Korpers zu ermitteln, assimilirt er einer mathematischen Aufgabe, 
indem er Gesetze zu Grunde legt, welche nur eine Ann&iherung an 
den wahren Sachverhalt geben, so dass die Lésung des mathe- 
matischen Problems nur eine Anniherung fiir das physikalische 
verschafft. 

Den Koérper assimilirt man einem Aggregat materieller Punkte, 
die starr mit einander verbunden sind, so dass die Ausdehnung 
durch die Warme nicht beriicksichtigt ‘vird. Eine directe Wirme- 
wirkung findet, nach unseren Annahmen, nur zwischen unendlich 
nahen Punkten statt, und zwar denkt man sich, dass eine positive 
Warmemenge von einem wirmeren zu dem kiihleren Punkte in der 
Zeit dt fortschreitet, welche proportional ist dé und der Differenz 
der Temperaturen beider Punkte. 

Wir sagen von einem Kérper, die Wirme sei in ihm im 
Gleichgewicht, wenn er so viel Wirme in jeder beliebig kleinen 
Zeit empfingt, wie er in derselben Zeit an seine Umgebung ab- 
giebt, so dass seine Temperatur sich nicht éindert. Wir handeln 
hier iiber diesen Zustand des Gleichgewichts. 

a) Giebt man jedem Punkte eines Kérpers mit den recht- 
winkligen Coordinaten & 7, € eine Temperatur wu, welche durch die 


Gleichung eres : 
u = ea OS NYS 


™) Parise 1822. 
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ausgedriickt wird, wo A, a, 6, y Constante bezeichnen, und erhiilt 
man die Punkte der Begrenzung in der nach diesem Gesetze ihnen 
zukommenden Temperatur, so ist dieser Zustand ein Zustand des 
Gleichgewichts. In der That kann man zu jedem Punkte [£, 7, £] 
die Punkte paarweise so zuordnen, dass er von dem einen so viel 
Warme empfingt, wie er an den zweiten abgiebt. Nimmt man als 
den ersten den Punkt [§+h,7+4h,C€+0], dessen Temperatur w, sei, 
So ist der zweite [§—h,y—k,¢€—J]. Seine Temperatur sei w,. In 
der That ist dann 
U—U, = u,—Uu = oh+ Pk-+ yl. 

b) Wir bestimmen die Warmemenge, welche durch ein Element 
do einer Ebene in der Zeit dt hindurchgeht. 

Dazu gehen wir von dem speciellen Falle aus, dass dem vor- 
liegenden Kérper eine Temperatur 

u=—1—& 
ertheilt wird. Die Wirmemittheilung erfolgt dann nur in der Rich- 
tung der €, indem die Temperaturdifferenz von Punkten mit dem- 
selben § Null ist, und zwar strémt die Warme in der Richtung der 
positiven &€, so dass durch das Stiick do der Ebene in der Zeit dé 
ein Warmequantum 
Kdodt 

hindurehgeht, wenn K eine von der Beschaffenheit des Stoffes, aus 
welchem der Kérper gebildet ist, abhangende Constante bezeichnet, 
welche man die innere Leitungsfihigkeit des Kérpers nennt. 

Hatten wir dem Kérper die Temperatur ertheilt, welche durch 
die Gleichung 

u= A—aé 

ausgedriickt wird, so wiirde akdodt die Warmemenge gewesen sein, 
welche in der Zeit dé durch do geht. In der That ist die Tempe- 
raturdifferenz zwischen zwei Punkten [&, 7, ¢] und [&, 7,, ¢,] das 
erste Mal &—&, das zweite Mal a(&,— §), also das zweite Mal die 
Wirmemenge das a-Fache der ersten Wairmemenge. 

Ist endlich die Temperatur, wie im allgemeineren Falle, 


u = A—aS—pn—y6, 
so lege man eine Ebene, parallel der Ebene der HZ, durch den 


Punkt [&, 7, ¢]. Jedem Punkte [§+h, 7+, €+1] ordne ich einen 
anderen [E+h, »—k, €—I] zu. Die Temperaturen der erwihnten 
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drei Punkte seien u, u,, u,. Dann wird 
u—u, = ah+ Bk-+ yl, 
u—u, = oh— Bk—yl, 
so dass die Wirmemenge, welche uw an uw, und u, abgiebt, propor- 
tional ist 2ah, also dieselbe als ob die Temperatur A—a& gewesen 
wire. Uebertrigt man die Untersuchung auch auf Ebenen, die auf 
der Axe H oder Z senkrecht stehen, so erhalt man schliesslich das 
Resultat : 
Haben die verschiedenen Punkte eines Kérpers die Temperatur 
u = A—af—fyn—76, 
so ist dies ein Zustand des Gleichgewichts der Warme und durch 
ein ebenes Stiick do, welches senkrecht auf der Axe der =, H oder 
Z steht, geht in der Zeit dt eine Warmemenge resp. 
aKdodt, @Kdodt, yKdodt. 
Diese Wairmemengen, von dem Faktor dodt befreit, nennen wir den 
Wirmefluss durch die betreffenden Ebenen. Derselbe ist, bei dem 
obigen Zustand des Gleichgewichts, fiir parallele Ebenen der gleiche. 
§ 78. Wir betrachten nun die verinderliche Warmebewegung 
im Kérper, also den Fall, in welchem das Gleichgewicht der Wiirme 
nicht besteht. 
a) Der Warmefluss bei dem veranderlichen Warmezustande. 
Die Temperatur uv in jedem Punkte des Kérpers ist eine 
Function von den rechtwinkligen Coordinaten, die x, y, s heissen, 
und der Zeit 7; Man nimmt an, dass die Temperatur im Innern 
des Korpers sich nicht continuirlich dindert, sondern dass sie in 
dem unendlich kleinen Zeitabschnitt von ¢ bis ¢-+-dé constant bleibt, 
und nach Verlauf dieser Zeit sich plétzlich dndert. Ist uw oder 
ula, y, %,¢] die Temperatur in einem bestimmten Punkte [2, y, =], so 
wird 
ule+s ytn, s+6, t] 
die Temperatur in Punkten 
[e+ g9+m s+¢l. 
In Punkten, welche dem ersten [, y, z] unendlich nahe liegen, deren 
Coordinaten in Bezug auf ein rechtwinkliges System (dessen An- 
fangspunkt in [#, y, 5] liegt) 7, ¢ sind, ist daher die Temperatur 


fe) O fe) 
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Dieser Temperaturzustand ist aber, nach der zu Grunde liegenden 
Vorstellung von der Art wie die Temperaturiinderung vor sich geht, 
ein Zustand des Gleichgewichts fiir die Zeit von ¢ bis t+dt, und 
zugleich eine lineare Function der Coordinaten & 7, ¢. Wir wenden 
auf ihn die Sitze des vorigen Paragraphen an und erhalten: 

Der Warmefluss im Innern des Kérpers durch drei im Punkte 
[w, y, 2] auf einander senkrechte, den Coordinatenebenen parallele 
Kbenen ist zur Zeit ¢ resp. 


Ou Ou Ou 
ei a Re Ma TiS Bio Cots 
Ox ’ < Oy ’ ss Oz 
Hieraus folgt unmittelbar, durch eine Drehung des Axensystems, 
dass der Wirmefluss durch ein ebenes Stiick, welches auf einer 


Richtung » senkrecht steht (M. vergl. § 17, S. 43), gleich ist 


b) Die Gleichung der Wirmebewegung im Innern des Korpers. 

Um diese Gleichung, iiber deren Ableitung Einiges bereits I. 348 
gesagt wurde, zu erhalten, mache man [2, y, s] zum Eckpunkt eines 
unendlich kleinen Parallelepipedums, dessen Kanten den Coordinaten- 
axen parallel und gleich A, uw, » genommen werden. Durch die Flache 
desselben, welche im Punkte [#, y, 2] parallel der Ebene YZ gelegt 
ist, geht in der Zeit dt in der Richtung der positiven 2 die Warme- 
menge (Ss. 0.) 


Beards 
Ox 


folglich geht durch die parallele Ebene, welche durch den Punkt 
[a+A,y, 2] gelegt ees in oe ae Richtung die Wairmemenge 


a tats, os On oe urdt, 


so dass der Ueberschuss der in positiver Richtung durch die erste 

Ebene eintretenden Wiirme tiber die durch die gegeniiberliegende 
austretende 

" O*u 

Ox” 

ist. Stellt man die entsprechende Betrachtung in Bezug auf die 

beiden anderen Ebenenpaare an, welche zur Begrenzung des Pa- 

rallelepipedums gehéren, so ergiebt sich, dass die Warmemenge, 

Heine, Anwendungen der Kugelfunctionen. 2. Aufl. 20 
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die dasselbe in der Zeit dé gewinnt, gleich * 


2 2 2 
Kuvai( oo" + sa Pees 
ist. Dividirt man diese Wairmemenge durch das Volumen Aur, die 
Dichtigkeit 9 und die specifische Warme C des Materiales aus dem 
der Kérper besteht (die wir als von der Temperatur unabhangige 
Constante betrachten), und fiihrt eine positive Constante a durch 
die Gleichung K=a’e@C ein, so ist der Temperaturzuwachs der 
Punkte des Parallelepipedums einerseits 
a’ dudt, 


andererseits 
Ou 


Ot? 
so dass die Temperatur w im Punkte [z, y, z] des Innern, zur Zeit ¢, 
der partiellen Differentialgleichung geniigt 
(AD aleeietissio lista ena dae 
ot Ox’ Oy? Oz” 

c) Die vorstehende Gleichung allein reicht zur Bestimmung 
von w nicht aus; sie ist eine der Bedingungen, welche w erfiillen 
muss, und fiihrt héufig den Namen der Hauptbedingung. Ich stelle 
hier noch andere Eigenschaften von wu, die Nebenbedingungen, zu- 
sammen und zeige im § 79, dass sie, zu (1) hinzugefiigt, eine einzige 
Function w eindeutig bestimmen. 

Bei der Aufsuchung der Temperatur u, die zu einer beliebigen 
Zeit tim Kérper herrscht, denken wir uns die anfinglichen Tempe- 
raturen gegeben, so dass die gesuchte Function wv, von ¢ und den 
Coordinaten, sich fiir =O in eine gegebene Function der Coordi- 
naten verwandelt und wir eine Nebenbedingung der Form 


u=f(@,y,%), (= 0), 


dt 


erhalten. 

d) Ausserdem ist uns an der Begrenzung entweder w selbst 
oder die Temperatur des Gases, mit dem die Oberfliche in Beriih- 
rung steht, gegeben. 

Im ersten Falle hat man, wenn man durch uw, die Temperatur 
an der Oberfliche bezeichnet, unmittelbar eine Nebenbedingung der 
Form 

U, = g(a, y, 2, 2), 
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wo @ eine gegebene Function vorstellt, und die Coordinaten , y, s 
nicht véllig unabhingig, sondern durch die Gleichung, welche die 
Begrenzung auferlegt, verbunden sind. 

Im zweiten Falle geht man von der Erwigung aus, dass der 
Warmefluss in einem Punkte der unendlich nahe einem Punkte p 
der Oberfliche, auf der Normalen an der Oberfliche in p, liest, 
insofern er als dem Innern angehérend betrachtet wird, —K = 
ist, wenn » die nach aussen gerichtete Normale bezeichnet. Anderer- 
seits ist aber die Warmemenge, welche von einem solchen Punkte, 
dessen Temperatur nahe u, gleich kommt, zu einem unendlich 
nahen Punkte des Gases von der gegebenen Temperatur p(-, y, z, 1) 
tibergeht, proportional u,—qg. Bedeutet H eine positive Constante, 
die dussere Leitungsfahigkeit genannt, so hat man als Gleichung 
fiir die Begrenzung *) 


Olly 
—— If on = H(u,—q). 


Bezeichnet man die Constante H:K durch h, so verwandelt sich die- 
selbe in 


Ou 
on + h [ts — g(a, Ys %, t)| = 0. 


e) Die vorhergehenden Betrachtungen beruhen auf der Voraus- 
setzung, dass w differentiirbar sei, und dass uw und die Differential- 
quotienten von w nach jeder Richtung im ganzen Innern des Kéor- 
pers, und zwar w bis in, die Differentialquotienten nur bis an die 
Begrenzung, endlich und stetig bleiben. 


§ 79. Aus den Voraussetzungen, welche wir tiber die Warme- 
mittheilung machten, ergab sich, dass der Warmezustand wu den Be- 
dingungen, die im vorigen Paragraphen unter (b)—(e) aufgestellt 
wurden, geniigt. Wir beweisen nunmehr, dass diese Bedingungen 
eine Function w eindeutig bestimmen, indem wir uns einer Methode 


*) Im Monatsbericht der Berliner Akademie d. W. Mai 1880, 8S. 457—478 
macht Herr H. F. Weber eine Untersuchung bekannt, aus der er das Resultat zieht, 
dass das Verhiltniss des Leitungsvermégens fiir Wairme und Elektricitat nicht, wie 
man bisher annahm, fiir alle Metalle constant sei. Er legt hier die Annahme zu 
Grunde, dass die nach aussen abgegebene Warmemenge nicht proportional u—y 
sei, sondern durch einen Ausdruck von der Form FI (uy ——p) + Hy (uy — yp)? darge- 


stellt werde. 
20 * 
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bedienen, welche derjenigen nachgebildet ist, die Dirichlet fiir die 
ihnliche Untersuchung bei dem Potential anwandte. Es ist also 
nachzuweisen fiir die erste Art von Problemen, dass wu bestimmt 
sei durch die Bedingungen unter e) der Continuitét ete., ferner durch 
die Hauptbedingung 
Ou O7u Oru Oru 
ee at a? tar + ae) 

und die Nebenbedingungen 

(f)... u=feys) fir *=0, 

(V)cas «. yh SD Ese zd), 
wihrend fiir die zweite Art von Problemen, wenn niimlich der feste 
Kérper mit einem Gas umgeben ist, statt (7) die Nebenbedingung 


ier 


—g |x, y, 5, 1] = 0 


auftritt. 

Beweis. Wiirde noch eine zweite Function U existiren, welche 
denselben Bedingungen geniigt, so wiirde, wenn man U—u=w 
setzt, eine von 0 verschiedene Grésse w ausser e) noch den Bedin- 
gungen geniigen 


(oon yeeta: eee a* Aw, 
Gi, Niectecs iO filaw taal 
(pic tateues Die: 
oder statt (y,) der Gleichung 
2 


(0,) . 


Man multiplicire (@,) mit w, und integrire die so entstehende Glei- 
chung iiber den ganzen Kérper, und ausserdem nach é von O an. 
Dadureh entsteht 


4/, Ms = i af fro ae do 
ae af ff \(S2 oe (ey Flee ©) Jarayes, 


wenn die dreifachen Integrale nach a, y, sich tiber den ganzen 
Kérper erstreeken, das doppelte nach o tiber die Begrenzung aus- 
gedehnt wird. 


+hw, = 0. 
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Erfiillt w zuerst die Bedingung (y,), so wird das Integral nach 
o Null, da w an der Begrenzung, nach (y,), Null und dw:On nach 
e) endlich ist. Das dreifache Integral der Linken ist, der Natur 
der Sache nach, nicht negativ, das auf der Rechten mit dem Vor- 
zeichen nicht positiv. Daher miissen ihre Elemente, also muss w im 
allgemeinen, und wegen der Continuitét im ganzen Korper Null sein. 

Wiirde w aber nicht (y,) sondern (0,) erfiillen, so wird das 


Flachenintegral nach o . 
=—h fh w? do, 


also nicht positiv. Hieraus folgt, wie oben, dass w iiberall im Kérper 
Null ist. 

Diese Beweisfiihrung muss gerade in den einfachsten 
Fallen modificirt werden, wenn es sich nimlich um Kérper 
handelt, die nach einer oder mehreren Dimensionen sich in’s Un- 
endliche erstrecken. Hierher gehdért, um ein sehr einfaches Beispiel 
zu nennen, die Aufgabe, den Warmezustand des unendlichen Raumes 
zu bestimmen, wenn derselbe eine gegebene Anfangstemperatur hat, 
welche nur von der einen Coordinate z abhingt. Man hat also u 
so zu bestimmen, dass sei 


Ou Oa 
CO). as. Sap Oars 
CS) Fae We fe) ate i), 
und zwar fiir alle Werthe von z, von « = —oo bis © = ow. 


Schliesslich muss w den Bedingungen e) der Endlichkeit ete. geniigen. 
Der vorige Beweis lisst sich hier deshalb nicht anwenden, weil 
keine Bedingung vorliegt, welche den Werth von w in der Unend- 
lichkeit, die hier der Begrenzung entspricht, giebt, so dass dort eine 
etwaige zweite Lisung U nicht mit w iibereinstimmen, also w im 
Unendlichen nicht nothwendig Null sein muss. Wahrend ein Po- 
tential im Unendlichen Null sein muss, so ist dies nicht mit w der 
Fall. In der That findet man eine den Bedingungen geniigende 
Function w auch in Fallen, in denen die gegebene Anfangstemperatur 
f(x) nicht im Unendlichen Null ist, sondern um Null oscillirt und 
unendlich viele Maxima und Minima besitzt. Setzt man f(x) = cosa, 
so kann man iiberhaupt keinen Werth fiir w finden, wohl aber fiir 
f(a) =cosxz. Im ersten Falle bleiben die Abscissen x der gréssten und 
kleinsten Werthe von f immer um ein endliches Stiick von einander 
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entfernt, wie gross man auch # nimmt, wihrend mit wachsendem «& 
die Abscissen, welche cosva zum Maximum oder Minimum machen, 
beliebig nahe zusammenriicken. Die Function u, welche dem An- 
fangszustand 
“= COsce, «fir ..ti==10 
entspricht und den tibrigen Bedingungen geniigt, wird, wie man aus 
bekannten Formeln findet, durch die Gleichung gegeben 
wu = Yoos 0 e—*"sin20 eos (a@?cos’0 + 10), 
wenn man statt der Zeit ¢ zur Abkiirzung die Veranderliche 0 
dureh die Gleichung 
4a*t = tang 0 
einfiihrt. 

Es wird geniigen, wenn hier gezeigt wird, wie in einem der 
erwiihnten Fille der Beweis fiir die Einheit der Lésung gefiihrt 
wird, z. B. in dem obigen Falle, wo es sich um einen nach allen 
drei Dimensionen in’s Unendliche ausgedehnten Raum, speciell um 
die Bedingungen 

ou yp tu 
ot Cn 
t=), Mire eu 
handelt. Es ist daher zu beweisen, dass w Null sei, wenn die 
Gleichungen bestehen sollen 
Ow , Ow 
Ot hata 
re) Tt eh ==. 

Multiplicirt man die erste von ihnen wiederum mit w und in- 
tegrirt nach # von einem Werthe 6 bis c und nach ¢ von 0 an, 
so erhalt man 


c s t Ow c t c Ow 2 
1 2 a ey! mie 
f wedx = vf E On | wf auf ~~) Ox. 


Bringt man das letzte Glied auf die linke Seite, so zeigt sich sofort, 
dass das nunmehr allein auf der Rechten befindliche Glied mit in’s 
Unendliche wachsendem ec oder zu — oo abnehmendem 6b unendlich 
wird, wenn nicht ew fiir unendliche Werthe von a zu Null con- 
vergirt. (Es wiirde nimlich sonst 


ID 
Ns w' da 


—n 


§ 80, tl Allgemeines. 311 


unendlich sein.) Dann ist aber 


weil, wie eben bewiesen, w im Unendlichen 0, und sein Diffe- 
rentialquotient (Bedingung e) nicht oo wird. Man hat also 

f w'dx = =v / est c Ox; 
da die linke Seite nicht negativ, die rechte nicht positiv ist, so 
miissen beide Null sein. Also ist w im allgemeinen und, wegen 
der Bedingung der Stetigkeit, tiberall Null. 

§ 80. Jede von den beiden Arten von Aufgaben, um die es 
sich handelt, sowohl die erste, bei welcher w aus (a), (8), (y), als 
die zweite, bei welcher wu aus (a), (8), (0) bestimmt werden soll, 
lasst sich auf zwei einfachere Gattungen reduciren. 

Wir beschaftigen uns zunichst mit der ersten Art, und setzen 

u=v+v, 
indem wir die Bedingungen, denen w unterworfen ist, auf v und w 
folgendermaassen vertheilen: 

Ceres a = ado, ae = a’dw, 

CB )ecccs 0 ==.0, i=] (04.6) LUE t = 0: 

Gps 0, = Pa, y, 2,4), ws = 0. 

Die Aufgabe, die Temperatur w zu ermitteln, lasst sich nicht weiter 
reduciren, und bildet die eine von den soeben erwadhnten beiden 
einfacheren Gattungen, wohl aber die andere, v zu ermitteln. Es 
geniigt nimlich, wenn man letztere unter der Voraussetzung lost, 
dass ~ von ¢ unabhingig ist, in Worten, dass die Temperatur, in 
welcher man die Oberfliche erhilt, zu allen Zeiten die gleiche, 
nimlich dieselbe bleibt wie sie zu einer Zeit 4 ist, wo 4 eine Zahl 
zwischen 0 und ¢ bezeichnet. Ist namlich 
Vi== (5G, % A, 0) 
die Liésung der Aufgabe 
ov 
rom 
re O) stun yt — 0), 
dD = P(x, Ys Bs d), 


= add, 
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so erhilt man als Werth von o (s. d. unten folgende Anmerkung) 


(2) Gio =f BSE EN da. 
0 


Man bestimmt », indem man diese Temperatur wieder in die 
Summe zweier zerlegt. Man setzt némlich 


Vi c+ yy, 


Oy oe STAI 
Nip P(x, y, %, A), C= 0, 
Gavi, fie t0. 
Die Function v ist demnach denselben Bedingungen unterworfen, 
wie ein Flichenpotential, welches sich an der Begrenzung in eine 
gegebene (von der Zeit unabhingige) Function g(a, y, 5, 4) ver- 
wandeln soll. Ist v gefunden, so hat man die Function ¢ zu er- 
mitteln, welehe denselben Bedingungen unterworfen ist wie oben 
w; es ist offenbar unwesentlich, dass der Werth von w fiir t=O un- 
mittelbar gegeben ist, gleich f(#, y, 3), und der von ¢ erst mittelbar, 
nimlich gleich —v, wo v die Lésung einer Potentialaufgabe bedeutet. 
In der That ist also die Aufsuchung von uw, welches den Bedin- 
gungen a, 8, 7, geniigen soll, auf zwei einfacheren Gattungen reducirt 
1) ein Potential v zu finden, 
2) eine Function w zu finden, welche den Bedingungen unter- 
worfen ist 


sap i Aw; wo =f eye syatinit == 03! fps — x0: 


wenn f eine beliebig gegebene continuirliche Function bezeichnet. 
Nur mit der zweiten Aufgabe haben wir uns in diesem III. Theile 
mu beschiftigen. 


Anmerkung. Zum Beweise der Formel (2) theile man die Zeit ¢ in 2 un- 
endlich kleine (gleiche) Theile, deren jeder z sei. Die Temperatur © zur Zeit € 
wird dann durch Superposition (Addition) von x-+-4 Temperaturen des Kérpers 

D6 has pepe obits Salles 
erhalten, von denen jede einzelne nach der Zeit nz = # entsteht, wenn zur 


Zeit 0 seine Anfangstemperatur 0 war. Ferner wird, um die einzelnen Tempe- 
raturen ),, ,, elc. zu gewinnen, die Oberflache =) erhalten 


*) Wir unterdriicken im Folgenden, der Kiirze wegen, hinter den Functions- 
zeichen @ und y die Buchstaben x, y, 2, schreiben also @(d), y(A, 2) statt p(x, y, 2, a) 
K(x, Ys %, A, t). 


’ 
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wegen Y,, die ganze Zeit von O bis é in der Temp. g(0); 
wegen ,, vonObis ¢ inNull, von fc _ biséin g(r)-9(0); 
a7 Dae 9 0 de. 2t 9 9 9 2t a” t ” eos p@); 


wegen gow von 0 bis és Dei in Null, von gener bis? tin ies ee ae 2); 
a” irae 3? 0 99 ne oN bid) 


Wenn aber die Oberfliche eines Kérpers von der Anfangstemperatur 0 eine, 
Zeit me hindurch in der Temperatur 0, dann die Zeit /—mz in einer anderen 
Temperatur erhalten wird, so kommt es auf dasselbe hinaus, wenn man den 
ersten Akt tibergeht und von Anfang an die Oberflachentemperatur die Zeit 
t—mv wirken lisst. Man hat daher 


Shee x00, t), 
Dv, = x(Z, t—t) aS OO; toe t), 
Ny = et eee KC, eee 


Os Bees bal ine t G 1)2) ae 2)t, t—(n—-2)e), 
YD, = y(utrrt— nr) = x(t, 0). 
Offenbar ist y(4,0) in dem ganzen inneren Raume des Korpers gleich Null. 


Die Summe der Ausdriicke Dy bis p, giebt fiir v die Gleichung (2), wenn man 
mM = oO Mimmt. 


Die Reduction der zweiten Art von Aufgaben, wenn namlich 
die Bedingung (0) statt (y) erfiillt werden soll, gestaltet sich ahnlich. 
Man setzt 


u=v-+H 
und vertheilt die Bedingungen auf folgende Art 
OO Oe) CoM 
CG) cc poms 1 apo ae, 
Ouse (=0, We wy) Binet 0, 
: : : 
(Ode... = -h[v) — p(a, y, 3, t)| = 9, us Ae en WoO: 


Auch hier wird die Aufgabe, w zu eae nicht weiter reducirt, 
wiihrend man v dureh (2) aus einem Werthe » findet, der den Be- 
dingungen fiir v, nachdem ¢ mit 4 vertauscht ist, geniigt. Man 
zerlegt wieder », indem man setzt 


=C+yv, 
Or 4M, a —— ad, 
— Ob, 


+h Kg p(A)) = 0, On =r ho, = 0, 
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Die Function v ist von der Zeit unabhiingig und spielt eine Rolle, 
die man mit der des Potentials vergleichen kann, wihrend ¢ der- 
selben Art von Bedingungen wie w geniigt. Wie im vorigen Falle 
ist also auch hier die Aufgabe, w zu bestimmen, auf die beiden 
einfacheren zuriickgefiihrt, v und w zu ermitteln. 

Die folgenden Kapitel enthalten die Anwendung der allge- 
meinen Sitze auf die Untersuchung der Wirmebewegung. im Cylin- 
der, welcher durch Rotation eines Rechtecks um eine Seite erzeugt 
ist, in der Kugel und dem Rotationsellipsoid. Es kam hier wesent- 
lich darauf an, die Methoden auseinander zu setzen und zu zeigen, 
dass man zum Ziele gelangt. Ich habe, um diese Arbeiten nicht 
zu weit auszudehnen, nicht tiberall das schliessliche Resultat ent- 
wickelt und nicht solche Fille verfolgt, in welchen besondere An- 
nahmen tiber die gegebenen Functionen eine Vereinfachung gestatten. 
Es werden auch nur die beiden extremen Falle behandelt, in wel- 
chen entweder die ganze Oberflaiche in einer gegebenen Temperatur 
erhalten wird oder mit einem Gas in Beriihrung ist. Solche Falle, 
in welchen fiir einen Theil der Oberflache das Erste, fiir den anderen 
das Zweite eintritt, tibergehe ich. So behandeln wir beim Cylinder 
nicht den Fall noch besonders, in welchem der Mantel und die 
eine begrenzende Ebene mit einem Gas in Beriihrung ist, die andere 
Ebene aber in einer gegebenen Temperatur erhalten wird, die 
iibrigens eine etwas einfachere Behandlung gestattet als der Fall, 
in welchem der ganze Kérper sich in einem Gase befindet. Die 
weitere Ausfiihrung und strenge Untersuchungen tiber die Méglich- 
keit der verschiedenen Entwickelungen in Reihen, eine Anzahl 
interessanter Aufgaben, muss ich, um endlich zum Abschluss meiner 
Arbeit zu gelangen, anderen Forschern iiberlassen. 


Zweites Kapitel. 


Der Cylinder 


§ 81. Die Bewegung der Warme wird in diesem Kapitel, um 
die Untersuchungen nicht zu weit auszudehnen, nur in einem vollen 
Cylinder untersucht. Wir denken uns, dass seine Begrenzung, d. i. 
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der Mantel und die begrenzenden parallelen Kreise, deren x-Coor- 
dinaten « = h und x = —h sind, in einer gegebenen Temperatur 
erhalten wird. Da wir die Potentialaufgabe fiir den Cylinder be- 
reits im IV. Kapitel des I. Theiles, § 56 gelést haben, so handelt 
es sich nach § 80, S. 311 nur noch um den Warmezustand, der dort 
mit 2 bezeichnet wurde. Dieser wird bestimmt 

1) durch die Hauptbedingung 


oder, wenn man fiir y und s die Polarcoordinaten r und w ver- 
mittelst der Formeln 


y=reoy, s=—rsinv, (O<r<r) 
einfiihrt, durch die Gleichung 
Ow O*w 1 dw ts at) 
oi alee ee eal 
2) durch die Nebenbedingung 
Wa (F, Fa) AU t=O! 
wenn f eine gegebene Function bezeichnet; 


3) durch die Nebenbedingung, dass w an der Begrenzung Null 
sein soll, welche in die drei zerfallt 


Gai O, fire hs 
(Dict 2040) tng yinSi=Tiahy 
(Cae oe ea OF are 1 


Particulire Integrale der partiellen Differentialgleichung sind Aus- 
driicke von der Form 
o-eerdey, (rVa®F Peosy(y—7), 

wenn «, 6, y irgend welche Constante, » positive ganze Zahlen 

oder Null sind. Hieraus kann man ein particulares Integral bilden 

: ; > h n oy 

(beos» +bsinvy)sin = 2M ear 

in welchem ausser » auch n eine positive ganze Zahl bezeichnet, 

24 aber eine Wurzel der Gleichung J,(Ar) =0, 6 und b Constante 
sind. Diese Lésung geniigt den Bedingungen unter 1) und 3). 

Man entwickele nun f(2,r, wy) in eine Reihe, die nach Cosinus 

und Sinus der Vielfachen von yw, und nach Sinus der Vielfachen 


J,(arye- 
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fortschreitet. Die Coefficienten, welche noch r ent- 


(a-+h) 7 
panel 


halten, entwickele man nach Cylinderfunctionen und zwar so, dass 
man den Coefficienten von cosyy und den von sinvy nach Cylinder- 
functionen mit dem unteren Index » entwickelt, nach Functionen 
J,(ar), wo die 4 die Wurzeln der Gleichung J,(Ar) = O vorstellen. 
Dadureh findet man 


[ary DDS S (beosyw + bsin yy) sin 
al 


2 h fi 
Se J, (ar), 


wo die Summe S sich auf alle 2 bezicht und die 6 und 6 bekannte 


numerische Constante vorstellen, die von drei Indices n, », 4 ab- 
haingen. Der gesuchte Warmezustand w ist dann 


(a avi 


2, ee 

b= S's S eos mp + bsinoy)sin J,(arje- alt etgale 

Unter den verschiedenen ere: Fallen, die in diesem 
allgemeineren enthalten sind, sei derjenige erwihnt, in welchem h 
unendlich ist, also der Fall der Warmebewegung in einem unend- 
lichen Cylinder. Der Theil der Liésung, welcher ein Potential v, 
giebt, ist bereits im § 54 (m. vergl. dort den Werth von U, und 1) 
gegeben; es handelt sich also auch hier nur darum, die Function 
w, den Grenzfall des vorstehenden Ausdrucks fiir h = oo, zu er- 
mitteln. Man findet denselben leicht direct, indem man zunichst 
f(@, r, w) in eine trigonometrische Reihe in Bezug auf w entwickelt. 
Sie sei 


(ery) — S' cosmpF, (a, r) + snr ®, (a, r). 


Die beiden Functionen F und ¥ entwickele man nach Functionen 
J,(Ar) mit festgehaltenem Index », wo A die Wurzeln der Glei- 
chung J,(Ar) = O vorstellt. Dadureh erhalt man 


Sie : a 
AC S [eos vp F,,(x) + sinew ¥i,(@)] J, (Ar), 
wenn F und & von den zwei Indices abhingige Functionen von 


« sind. Diese driickt man durch das Fourier’sche Doppelintegral 
aus und erhilt dann einen Ausdruck 


pe a SSN / ” [eos sp Fy, (8) + sin ow, (8)) X 
COS ies — BJ, (Ar) e+ 0a OB, 
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der allen Bedingungen 1) bis 3) geniigt. Von den zwei Integrationen 
lasst sich die nach @ ausfiihren, indem man hat 


aan i ip Se: 
fp e—**"cosa(a— 6)da = — y= Metres 
a 


See 


§ 82. Der Cylinder sei mit einem Gas in Beriihrung. Statt 
des Potentials ist dann, nach S, 313, zuerst eine ihnliche Function 
durch die Bedingungen /v = 0 und 


ov Aly — gas ys 8)] = 0 
zu ermitteln, wenn p eine gegebene Function der Coordinaten allein 
bedeutet, die dort als p(A) oder (a, y, 5, 4) auftrat, weil sie noch 
einen Parameter 4 enthielt. Eine solche Function findet man zwar 
nicht fertig gebildet im IV. Kapitel; doch kann sie durch ein Ver- 
fahren gebildet werden, welches der dort angewandten Methode 
sehr dhnlich ist. 

Zunichst fiihre man in g die Coordinaten r und yw statt y 
und s ein. Ohne uns eines neuen Functionszeichens zu bedienen, 
nennen wir die so transformirte Function g(a,r, wy). Es soll dann 
v ausser der Bedingung 4v = 0 noch der einen fiir die Oberfliche 
geniigen, welche nunmehr in folgende drei zerfiallt *) 


ae thy = 9, rt, W) fir, a=, 


OV 

Bp Flv = 9%") > t= xX, 

OV 

sae ON Cer) yb —, 
Wir stellen v als Summe von zwei dhnlichen Functionen X und Y 
dar, die nimlich den Gleichungen 4X = 0 und ZY = 0 geniigen. 
Der ersten schreiben wir die Bedingung vor 

ox 2 
CO onsets apt AX = ote, r,w) fiir r=v. 
Denken wir uns die Aufgabe gelést, eine soleche Function X zu 
finden, so geht diese Function X von x, r und w fiir «=~ und 
x == —x in Functionen iiber, die bekannt sind und die voriiber- 
*) Um Verwechselungen zu vermeiden nennen wir hier die Hohe des Cylinders 


nicht mehr 2h sondern 2x, und setzen daneben zur Vereinfachung der Schreibung 
unserer Formeln & fiir 1: %. 
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gehend mit f(r, w) und f,(r, w) bezeichnet werden migen. Wir 
bestimmen dann die Function Y so, dass man erhilt 


@res oF +hY =0 es Og at 
OY . 

Go) ee Be TRY = or, wv) —f@.y) fir «=x, 
oY 

(yY) site ae ap AY = 9-2 Whe ” v= —4, 


dass also die linken Seiten sich bei der ersten in 0, bei den beiden 
anderen in gegebene Functionen von r und w verwandeln. Dies 
hier Angedeutete wird folgendermaassen ausgefiihrt. 
Wir bestimmen erstens X. Der Ausdruck 
J, (intkr) 
t) + ink J' (inrkr) ? 
worin » und » ganze Zahlen (incl. 0) vorstellen, a und a aber 
beliebige Constante, die » und » enthalten, giebt fiir r =r 
o§ 
Or 
Ferner ist 46 = 0. Vertauscht man in & den cosvw mit sinrvw, so 
enthalt auch das Vorstehende sinvw statt cosrp. Hieraus ist klar, 
dass, durch Summation nach m und » iiber alle ganzen Zahlen, aus 
den Ausdriicken $ und den dhnlichen sinxy enthaltenden ein Aus- 
druck X entsteht, bei dem, wie verlangt wird, 


E = (acosnaka + asinnakx) cos vy VGhaL 


+h = (acosnake + asinnaker) cosy. 


ax le a 
op Thx fiir r=r 


eine trigonometrische Doppelreihe giebt, die, wenn man die a und 
a gehérig, nach bekannten Regeln, wahlt, die Function (a, r, w) 
als Summe hat. 

Man kennt daher X, und hieraus f(r, w) und f,(r, w). 

Wir bestimmen zweitens Y. Als Ausgangspunkt dient ein Glied 


n = (acostdx + asinidx)cosrvp J, (Ar). 
Nimmt man fiir 4 die Wurzeln der Gleichung 
AJ, (At) + hd, (Ar) = 0, 


so wird 7 einer Gleichung wie (a), nimlich der Gleichung: 


On slay i ae 
aera it. 
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gentigen, wihrend fiir « = +» wird 
ot hn = [a(iAcosikA-+-hsintkA)+ a(heosikA—iAsintk)] cosyp J, (Ar). 


Indem man den Constanten a und a fiir die verschiedenen 2 und 
vy geeignete Werthe beilegt, kann man den Ausdruck in der eckigen 
Parenthese mit dem oberen und mit dem unteren Zeichen gleich 
jeder beliebig gegebenen Constanten 2¢;, resp. 29,, machen; man 
setzt dazu (wenn man die Indices fortlisst) 

Cried. 
iAcosikA+hsinika ’ 
oe oma | 

~ heostkk—idsinikl — 

Der auf der rechten Seite von (@) befindliche Ausdruck, die ge- 
gebene Function, lasst sich aber nach Cosinus und Sinus der Viel- 
fachen von w und nach den Cylinderfunctionen in eine Reihe 


2S" Seen, cosrw -+- ea, sinvy) J, (Ar) 


entwickeln, und der auf der rechten Seite von (y) befindliche in 
einen Ahnlichen, der aus dem obigen entsteht, wenn man in ihm 
e und e mit anderen Constanten g und g vertauscht. Man findet 
also als Werth von Y die Summe von 


> Sm, coside + a7,sinidx)cosrp J, (Ar) 


und einer Reihe, die sinvy statt cosy enthalt, und statt a und a 
andere Constanten b und 6, die ebenso aus g und g gebildet wer- 
den, wie die ersteren aus e und e. 

§ 83. Nachdem wir v gefunden haben, bleibt noch iibrig 
(s. § 82), zweitens auch w zu bestimmen. Es ist diese Function 
den Bedingungen unterworfen 


LS 


(a) 256 ae = a’ dw, 

(Dre Df, We tie 1 — 0, 
Ores SP + hav = 0 wu te Ieee 
CO) eee oe haw = 0 a aes 
(i n= 0 » C=. 
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Den Zustand w findet man, indem man w = X+-Y setzt, durch 
Superposition der beiden X und Y, von denen jeder denselben Be- 
dingungen wie w, mit Ausnahme von (0), geniigen soll. An die 
Stelle von (6) sollen aber die Bedingungen treten 


X=3[f@rw—f(—«r,wy)) fiir t=0, 
Y¥=3[f@rw+f—2r,w) , t=0. 


Um X zu finden, geht man von dem partikuliren Integral aus 
E — sinuacosvpd, (Aree +H, 
Dieses gentigt der Bedingung (a), ferner (c), wenn man fiir 4 die 
Wurzeln der Gleichung 


(f) ... Ad, (ar) +hJ, (ar) = 0 


setzt. Ferner geniigt es (d) und (e), wenn man w gleich macht 
den Wurzeln der Gleichung 


(g) ... ucosxu+hsinxu = 0. 


Dieselben Eigenschaften hat eine Function, die aus € durch Ver- 
tauschung von cosryw mit sinvyy entsteht. 
Man entwickele nun 
sif@, ”, w)—f(—2,r, w)| 

in eine Reihe, die nach Cosinus und Sinus der ganzen Vielfachen 
von w geordnet ist. Den Faktor von cos»yy und den von sinow 
entwickele man nach Cylinderfunctionen J,(Ar) mit festgehaltenem 
v, wo A jede Wurzel von (f) vorstellt, und die entstehenden 
Faktoren entwickele man nach Sinus der u-fachen x, wo mu jede 
Wurzel von (g) bedeutet. Man erhalt dann fiir jene Funetion 
eine Reihe 


>" SS (Qiu, COSYW + Az, Sinvy)sin ux J, (Ar), 
wo die @ und a bekannte von den Zahlen 4, uw, » abhingende 
Zahlen sind, das Zeichen &’, wie friiher, eine Summation tiber die 
ganzen Zahlen v, die S iiber alle 2 und w anzeigen. Der Wirme- 
zustand X, der allen Bedingungen geniigt, ist der, welcher entsteht, 


wenn man dem allgemeinen Gliede der obenstehenden dreifachen 


Summe den Faktor 
ee (P+ Le) 


hinzufiigt. 
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Um schliesslich auch Y zu finden, geht man von einem parti- 
culiren Integrale 1 aus, welches cosua enthilt statt des Faktors 
sinua in §. Hier muss aber w nicht durch (g) sondern durch 

heosxu-- wsinxy = 0 
bestimmt werden. Schliesslich findet man 


kegs! SS 62. c08oy + bau Sin) cosua J, (Arje—C@U+ HY), 
wenn die Constanten b und 6 so gowiihlt werden, dass der fiir 
i =O entstehende Ausdruck eine Entwickelung von 


sf, ; w) at w) 


giebt. 


Drittes Kapitel. 
Drive sik ue ek: 


§ 84. Die Gleichung fiir die Bewegung der Warme im Innern 
einer Kugel geht nach Einfiihrung der Polarcoordinaten r, 0, wy in 


» Ou a Ou 
(B) ie pace ale AG or) : a(sine 3p) dealt 

ot or sind 00 sin’0 dy? 
iiber. Ist die Kugel ganz mit (homogener) Masse erfiillt, so ist 
ihre Begrenzung eine zusammenhingende Kugelfliche r=r, und 
die Nebenbedingungen werden sein 


(Owe torre) tir t= 0 

und entweder die erste oder zweite von den folgenden 
iy)... uw=gO6,y,4) fiir r=rt, 

CO) tens nln 9, w,1)| fir r=. 


Hier bezeichnen f und g gegebene Functionen. 

Die Aufgabe, u zu bestimmen, wird nach § 80 auf die Be- 
stimmung erstens einer Function v, zweitens einer Function w 
zuriickgefiihrt. 

Erstens, Bestimmung von v. Nennt man die Function 


p(O, w, ), wenn man ¢ mit einer Constanten vertauscht (0, w), so 
Heine, Anwendungen der Kugelfunctionen, 2. Aufl, all 
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sind die Bedingungen fiir v, je nachdem die Oberfliche in der 
Temperatur g(0, w) erhalten wird, oder mit einem Gas in Be- 
riihrung ist, ausser 7v = 0 noch fiir 7 =r die erste resp. zweite 
der folgenden 


v= gp, wp), oe a5 bles vACE wy). 


Im ersten Falle ist v denselben Bedingungen wie ein Potential 
der Kugel unterworfen, daher nach § 26 die Reihe 


aoe (= ae sinn on f p(n, wo) P™(eosy)da, 
oder wenn man summirt 
A Pre hae 7 20 
ve ugly) VA sin yy f Phas O) ee. : 
aCe A (r?— arrcosy + v*)? 


Um v auch im zweiten Falle aufzusuchen, setze man, indem 
man v und » nach Kugelfunctionen entwickelt 


T= SMX, 9G, y) = FY; 
n=0 n=0 


> 
= 


um dann X™ aus dem bekannten Y) zu finden, bedient man sich der 
Gleichung fiir die Oberfliche und erhilt 
(n ao bryce 3X —h yo) 


und hieraus schliesslich 
hy x 2n+1 : 
Yas = = n nae yy sinnenf p(n, o)P™ (cosy) dw. 


§ 85. Zweitens, Bestimmung von w. Ks bleibt noch iibrig, 
die Temperatur w aufzusuchen, welche der, Gleichung (3) geniigen 
soll, nachdem in derselben w mit 2 vertauscht ist, und den Neben- 
bedingungen 


(G3... (= f(t, Oy) fir 7 0: 
so wie einer der folgenden Bedingungen (7) oder (0), nimlich der 
Bedingung 
Oya a thee Oo hie og cet 


wenn die Oberfliche selbst der Kugel in einer gegebenen Tempe- 
ratur erhalten wird, und 


OD ise Oe thw = 0 fir r—t, 


wenn sie sich in einem Gase von gegebener Temperatur befindet. 
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oO 


Man denkt sich w in eine Reihe von Kugelfunctionen in Bezug 
auf 0 und w entwickelt 
(a)... w= SX, 


n=0 
in der also ¢ und r die Rolle von Constanten spielen. Unsere Auf- 
gabe ist gelést, wenn wir X“ bestimmt haben. 

Nach (6) soll w sich fiir r=‘ in die bekannte Function f ver- 
wandeln, die wir nach Kugelfunctionen Y in Bezug auf 0 und w ent- 
wickelt denken. Die Y, in welchen r die Rolle einer Constanten 
spielt, sind bekannt; wir haben naimlich 


t 27 
CO ot es oe ae ae sinn dn f {[@: n, @) P" (cosy) dw. 
0 0 


Bezeichnet man, wie I. 320, die Kugelfunctionen 
P;(cos6) cosy, Py (cosO)sinvw 


durch ©;(0, yy) und S)(@, w), und gewisse bekannte Functionen von r mit 
R und FR, so hat Y die Form (I. 323) 


: ) (n) a(n) 
Ce YOSSI Re Co hy” see 
In der That, lést man P in (b) nach dem Additionstheoreme J. 312 auf, so 
findet man 


270 
n= AEF Ge) ("po cosn)sinndn f ‘10-7, «cosy de, 
as 
0 0 


und §t, wenn man rechts cosyw durch sinyw ersetzt. 


Die Bedingung (8) stellt also die Forderung, dass sich X™ 
fiir r=rin Y™ verwandeln solle. 

Setzt man (a) in die partielle Differentialgleichung fiir aw ein, 
so kann man den entstehenden Ausdruck dureh die Differential- 
gleichung der Kugelfunctionen I, (51) reduciren. Nach derselben 
hat man 


ee OY 
1 (sing a0 Le Oe rane 
sin 0 00) sin’?O Ow? Sialic 
und erhalt daher 
ox®> 
2 
n=0 ol n=0 or 


Da die nt Glieder unter dem Summationszeichen auf der linken 


und auf der rechten Seite Kugelfunctionen '" Grades sind, so sind 
Zi 
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nicht nur die Summen, sondern auch die x” Glieder selbst ein- 
ander gleich, und die Kugelfunection X™ geniigt daher zugleich 


der Gleichung ' aX) 2 OX) 
,@XM 5 OX jee 
(Oi Timae paenae dey iat on ae oe 


Particulire Integrale dieser Gleichung finden wir, indem wir ver- 
suchen, diese Gleichung durch das Produkt einer Function von r 
allein, die R heisse, und einer von ¢ allein, die 7 sei, zu integriren. 
Dann muss 
a” Onn OR 
r?—— + 2r n(n+1)R ——— 
rR | or” t or Gat) Tce 
also zugleich eine Constante sein, die wir —a’d’ nennen. Daher 
ist ein particulires Integral 

e—ht R, 
wenn 4 eine beliebige Constante und R eine von ¢ unabhangige 
Funetion bezeichnet, welche der Gleichung geniigt 


2 
see + 2r a8 +[a?r?—n(n+1)]R = 0. 
Nach I. 240 ist die nde Lésung derselben eine Cylinder- 
function erster und zweiter Art von der dritten Ordnung 
ew, (Ar) +c, (Ar), 
und wenn sie, wie das hier, bei der Vollkugel, der Fall sein muss, 
auch fiir » = 0 endlich bleiben soll, cw,(ar), wo ¢ eine Constante 
in Bezug auf r und ¢ vorstellt. Es soll aber 
cu, (anje 
nicht nur (d) geniigen, sondern auch eine Kugelfunction ne* Grades 
sein; setzen wir dazu c gleich einer solchen von @ und yw, die Z™ 
heisse, iibrigens noch den Buchstaben 4 enthalten darf, den wir 
deshalb als Index anhingen, so ist 


Wn (Aree 2)” 
eine Lésung, die der Forderung geniigt, erstens eine Kugelfunction 
n°” Grades, zweitens ein Integral von (d) zu sein. Indem wir A 
verschiedene Werthe beilegen und eine Summation nach 4 durch 


S andeuten, ergiebt sich also: 


Der Differentialgleichung 
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genitigt 
Cate. LOS CY). 


n=0 


wo X”) einen Ausdruck vorstellt 

Ce)... XO = Gyn are" 2, 
wenn Z irgend eine Kugelfunction von 6 und w vom n Grade, 
und die 4 beliebige Constante bezeichuen. 

Die Bedingung (y) wird durch X erfiillt, wenn man fiir 2 die 
Wurzeln der Gleichung w,(Ar) = 0 nimmt, die Bedingung (0), fiir 
die andere Art von Problemen, wenn man die Wurzeln von 

(f) ... A,r) + hy, (Ar) = 0 
fiir 4 setzt. 

Um noch der letzten Bedingung (@) zu gentigen, bestimmt man 
Z so, dass die Gleichung erfiillt wird 


Sun (ar) Zz”? Vo. 
Dies geschieht nach dem, was in diesem Bande im Zusatze S. 215 
gesagt wurde, wenn man Z) den Werth ertheilt 


Sf YO wn(dr).2? dr, 
0 


wo zu setzen ist 
ee B= Fay (Ar)P 


in dem Falle, dass 2 eine Wurzel von yw, (Ar) = O vorstellt, aber 
Gs Fae Dt = 2 [ eae | Derr) + A?r?— n(n +-1)] 


wenn fiir 2 eine Wurzel der transcendenten Gleichung (f) ge- 


nommen wird. 
Wir erhalten schliesslich fiir X® den Ausdruck 


»\ p—ah? r 
= Ree Jf Yer dr, 
0 


wo Y durch (6) gegeben ist, (6) durch (gy) oder (g'). Aus X erhalt 
man durch (a), also durch eine Summation nach », den gesuchten 
Warmezustand w. 

§ 86. Die Temperatur in jedem Punkte der Kugel tritt hier, 
in (4), als Function der Polarcoordinaten r, 0, w auf, nadmlich als 
eine Summe von Gliedern, deren jedes, abgesehen von einem ein- 
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fachen die Zeit enthaltenden Factor, das Produkt einer transcen- 
denten Function von r allein, und einer ganzen Function von cos0, 
sindcosy, sinOsiny ist. Derselbe Ausdruck lasst sich aber 
auch als Function der rechtwinkligen Coordinaten @, y, % 
darstellen und zwar als Summe von Gliedern, die fiir u gesetzt 


einzeln die Gleichung 


Ou E 
eee e101 


Ot 


erfiillen. In der That kann man zeigen, dass die rechte Seite in 
ein Aggregat von Gliedern zerfillt, deren jedes das Produkt von 
e—PRt  @—i2(nw-by+-cz) 


in eine Function von a, 6, ¢ ist. Diese Buchstaben bedeuten aber 
solche von a, y, 3 unabhiingige Constante, fiir die man hat 
v+b?t+c? = 1. 

Dass in der That jedes von diesen Gliedern ein particulares Integral 
der partiellen Differentialgleichung sei, ist klar. 

Den Nachweis fiir die Méglichkeit der Umformung hat man 
nur fiir ein einziges Glied 

(h) ... Wn(Ar) P™ (cosy) 

zu fiihren, wenn y, wie im Vorhergehenden, die dritte Seite des 
spharischen Dreiecks ist, dessen beide anderen Seiten 7» und 6 
sind und welche dem Winkel w—w gegeniibersteht. Denn das 
allgemeine Glied in (4) ist, abgesehen von dem Faktor der ¢ allein 
enthalt, das Produkt einer Function von r allein, n&mlich von 
w,(Ar), und einer Kugelfunction Z der beiden Veranderlichen 0 
und y.. Nach I. 328 erzeugt man aber ein solches Z aus P(cosy) 
durch eine doppelte Integration nach den Buchstaben » und wo, 
welche Constante in Bezug auf r, 0, w sind. (M. vergl. auch die 
Gleichung (c) in I. 322, und in der Einleitung I. 4 die hervor- 
gehobenen Worte.) 

Die Transformation des Gliedes (#) in die angegebene Form, 
welche die rechtwinkligen Coordinaten enthalt, geschieht mit Hiilfe 
der Formel I. 346 


Wn(Ar) P"(cosy) = Awl . P™ (cos 0') sin’ 20! fe-troon dg, 
0 0 


wenn man setzt 
cosy, = cosycos6'+ sinysin@' cosg’. 
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a 


Es kommt darauf an, in den Ausdruck reosy,, der sich unter 
dem Integrale nach g! befindet, statt r, 0, wy die rechtwinkligen 
Coordinaten x, y, s einzufiihren. Dahin fiihren die Formeln (a) in 
I. 309. Dort wurde ein Bogen 6 bestimmt durch die Gleichungen 

cosy = cosOcosy + sin Osiny cos(w— w), 
sinycosd = cosOsiny — sin Ocosncos(w— a), 
sinysind = sinOsin(wy— wo). 
In dem erwahnten Integrale nach g! fiihre man statt g’ die Ver- 
anderliche g’—6 ein, wodurch es in 
9 
fh Cees: Og’ 
0 
iibergeht, wo y, aus dem Ausdruck yon y, durch Vertauschung 
von g’ mit g’—d entsteht. Man hat demnach 
rcosy, = (reosy) cos 0'+(rsin ycos 0)sin O' cosg'+(rsinysin 0)sin@' sing’. 
Nun ist, in Folge des obenstehenden Systems der drei Gleichungen, 
rcosy = xcosy-+-ysinncosa + ssin nsinw, 
rsinycosd = asinyn — yCosncosw — scosnsina, 
rsinysind = — ysinw + 5c0sw. 
Setzt man diese Ausdriicke ein, so erhalt man 
rcosy, = ax + by + cs, 
wo a, 6, ¢ folgende von «, y, 5 unabhangigen Constanten vorstellen 

a = cosncos6'+-sinnsin O' cosg’, 

b = sinn cosa cos 0'— cosy coswsin O' cos p'— sinwsin O'sin g’, 

¢ = sinn sinw cos 6’ — cosysinwsin 0’ cos g! + cosa sin 0' cosg’. 
Daher geht in der That der Ausdruck 

wp, (Arye P™ (cosy) 
in eine Function von é, x, y, % tiber, nimlich in 

1 270 

(hy... ee f"Pe(coso')sind! 86" fe Horrer+ dg, 
0 “0 

und der Ausdruck X™ in (4), also auch w, wird in der That eine 
Summe, in der Regel von unendlich vielen Summanden, deren all- 
vemeines Glied der vorstehende Ausdruck multiplicirt mit Functionen 
von 7 und o ist, wenn die Summation sich auf Glieder mit ver- 
schiedenen 7 und w bezieht. 
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Viertes Kapitel. 
Ueber das Rotationsellipsoid. 


§ 87. Die Gleichung fiir die Temperatur «w im Innern eines 
Rotationsellipsoides mit den Halbaxen hr und h.yv?—1 bringt man 
in eine bequeme Form, indem man statt der rechtwinkligen Coor- 
dinaten diejenigen einfiihrt, welche in diesem Bande bereits im 
II. Theil, 2. Kapitel S. 98 vorkamen. Wir setzen also 


a =hroosd, y=hyr’—1sinOcosy, s=hyr?—1 sinOsiny, 
und transformiren die bekannte Gleichung fiir die Wirmebewegung 
im Innern mit Hiilfe von I, § 71. Dasselbe Resultat erhalt man 
selbstverstindlich, wenn man in (3) neue Coordinaten g und @ statt 
der dort yvorkommenden r und 6 einfiihrt, indem man dort setzt 

rcos0 = ecosg, rsin@d = /o?—1 sing; 
schliesslich hat man noch @ und g durch die Buchstaben r und 
é, rein formell, zu ersetzen. Man erhalt dann die Gleichung 


no peer Se ae 
(D) os. : con! Ge = i g sino ae a ee 


a” ot eae 00 00 sin’O0 Ow? 
Leet 
Sh tae —e 
deer alg LD: ae r?—1 cy? 


Wir handeln von dem He enact der nach der Zeit ¢ 
eintritt, wenn die Oberfliche des Ellipsoides nicht mit einem Gas 
umgeben ist, sondern in einer gegebenen Temperatur erhalten wird. 
Man weiss aus dem 1. Kapitel, dass dann w in die Summe yon v 
und w zerfillt, wo v der Gleichung 4v = 0 geniigt und an der 
Oberfliche gegeben ist. Man kann daher v nach den Regeln des 
2. Kapitels im vorigen Theile bestimmen, so dass es sich nur um 
die Ermittelung einer Function w handelt, die derselben Gleichung 
(5) wie u geniigt, sich zweitens fiir ¢ = 0 in eine gegebene Function 
[(r, 6, w) verwandelt und die fiir r =r verschwindet. 

Das iibliche Verfahren, durch welehes man eine derartige 
Function w aufzusuchen pflegt, besteht darin, dass man sie aus 
solchen particuléren Lésungen der partiellen Differentialgleichung 
zusammensetzt, von denen jede das Produkt einer Function von ¢ 
allein, die T heisse, und einer Function der Coordinaten wird, die 
C heisse. 
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Das bekannte Verfahren zeigt, dass dann 
fret Clos 
PERO Sry 


eine Constante sein muss. Setzen wir diese gleich —a’d’, so 
hat man 


— e—wnt 
T =e a ; 
indem es iiberfliissig wire, dem T einen constanten Faktor hinzu- 


mufiigen. Setzt man TC statt wu in (5) hinein, so ergiebt sich, dass 
C folgender Gleichung geniigen muss: 

es) ers | ‘eC. tee 

OS ay edt 


Tat Fe ey ae Al Os Bota? 
~ sind 00 [sino EoueMem poem Mena 
Entwickelt man ¢ in eine trigonometrische, nach Cosinus und 
Sinus der ganzen Vielfachen von w fortschreitende Reihe 


C= J (u, cosmy + u,sinmy), 


m=0 

so miissen w und u, jedes fiir sich, einer Differentialgleichung mit 
den beiden unabhingigen Verinderlichen r und 0 geniigen, die aus 
‘der vorstehenden hervorgeht, wenn man in ihr € mit w resp. u, 
den zweiten Differentialquotienten von C nach wy aber mit —m’u 
resp. —m’u versucht. Man versucht endlich, diese durch das 
Produkt einer Function R,, von r allein und @,, von 6 allein zu 
lésen, so dass man hat 


CON a Se > Ry, O(a, cosmyp + An sinmy), 


m=0 
wo a und a Constante bezeichnen, die allerdings auch von den 
Indices » und 4 abhingen kénnen. Damit aber w in ein solches 
Produkt zerfallen kénne, muss, wenn w eine Constante bezeichnet, 
R,, eine endlich bleibende Lésung der Gleichung 


a9 a = l@?—1) SP fae? —ya- ay |e =0 


sein, und @,, von derjenigen, welche aus ihr durch Vertauschung 
yon r mit cos@ entsteht. 

Die Function R ist also eine Cylinderfunction dritter Ordnung 
(I. 448), aber eine specielle, jedoch noch allgemeiner als eine Func- 
tion W,, in der (I. 445) drei Constante a,, a,, a, emander gleich ge- 
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worden sind. Denn hier nehmen nur zwei von ihnen denselben 
Werth an. Um yon den allgemeinen Lamé’schen Functionen dritter 
Functionen auf die hier auftretende Gattung zu kommen, hat man in 


a fa dx 
Vx—a, Vx—a, Vo—a, Vc—a, 


a, gleich —1 zu machen, ferner 


of 
du=+4 


Oy == Oy 0s = a 0G, Shee ta 


zu setzen. Dann wird mit wachsendem n 
a = Bence <r 
ey ees eee 
Daher verwandelt sich die Gleichung der allgemeinen Lamé’schen 
Function dritter Ordnung I, (75) 
£T-— Wn + 2a" 4+ x,0+%] = 0, 


fiir n = oo, in die Form 


ae du = 
n 


aes | 5 — dW Rare 
1)s@—dDVe— oF) 4 | GONG ce) ae |- W[s’?+ce,5+¢,|=0. 


Setzt man ida fiir 7s und lasst b—=O= id werden, so entsteht (7). 

Aus den allgemeinen Untersuchungen I. 450 ersieht man, dass 
diese Differentialgleichung auf eine einfachere reducirt werden kann. 
Wahrend nimlich in (7), wenn man die Coefficienten von R und 
seinen Differentialquotienten durch Multiplication mit r’—1 zu ganzen 
Functionen von r macht, der Faktor von R und R"” auf den vierten 
Grad steigt, némlich r°, r’, r* enthalt, so kann man r* aus ihnen 
fortschaffen, indem man 

ba Sit i 


setzt. Dann geniigt s,, der Gleichung 
(Syne (re) lat +2(m-+1)r as + [A?r?—1)—u+m(im-+1)]s=0, 


die man auch, wenn r?>—1 = gesetzt wird, in die Form bringen 
kann 


1’s d 
feet) Gos F2le + m+ DOH Ge 


Noch gelang es nicht alle Schwierigkeiten zu tiberwinden, auf welche 


+ [2?0-+m(m+1)—u)s = 0. 
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der Versuch stiess, fiir diese Gleichungen Resultate zu gewinnen, 
wie die, welche man I, § 103—106 fiir die Functionen des ellip- 
tischen Cylinders erhielt. Es bleibt also noch nachzuweisen, dass 
man fiir jedes 4 eine oder mehrere Zahlen w bestimmen kann, 
welche ein endliches Integral s oder R,, verschaffen. Ferner, setzt 
man r = cosd, so muss diese Function R,, oder (s. 0.) O,, eine 
periodische von 6 sein. Im vorigen Bande habe ich derartige 
Untersuchungen gefiihrt, indem ich mich der Integration durch 
Reihen bediente und nachwies, dass bei gehériger Wahl der w ent- 
sprechenden Constanten das Integral sich durch eine convergente 
trigonometrische Reihe, die nach ganzen Vielfachen des Winkels 
fortschreitet, darstellen lasse. Dieser Weg fiihrte hier bisher nicht 
zum Ziele. Die Untersuchungen des Herrn Hermite iiber die 
Lamé’schen Funetionen, und die Falle, in welchen sie sich in 
periodische Funetionen der Verinderlichen verwandeln, an die sich 
dann die Entwickelungen des Herrn Fuchs schlossen, haben viel- 
leicht den Weg zur Behandlung der Integrale unserer Gleichung, 
eines Grenzfalles der Gleichung fiir die Lamé’schen Functionen 
bereits eréffnet. - 

Hat man R,, als Function von r dargestellt, als y,(r), wo x 
ausser der Veranderlichen r noch die Constanten 4 und w enthalt, 
so wird 4 als Wurzel der Gleichung x,,(v) = 0 bestimmt. Es wird 
dann 


n= > S eh ty, (r)4(CO8 0) (dn Cosmyp + a, Sinmy), 


m=0 
wo das Zeichen S eine Summation iiber alle 2 und uw andeutet, 
der Differentialgleichung (5) geniigen und sich fiir r= yr, wie ver- 
langt wurde, in 0 verwandeln. Die Constanten a und a sind schliess- 
lich so zu bestimmen, dass w sich fiir t=0 in f(r, 0, y) verwandelt. 
Dies geschieht durch die bekannte Methode mit Hiilfe des 
Satzes, dass 


aS 7 
is ah (r?— 608? 0) xn(P)yn(608 O)X.4(r)x4,(608 9) Orsin 0 BO 
0 


Null ist, wenn x’ eine Lésung bezeichnet, in der die Indices 4, tu 
von denen, welche in y vorkommen, entweder beide verschieden 
sind oder wenigstens nicht zugleich mit beiden tibereinstimmen. 
Ist aber y! =x, so wird das Doppelintegral eine yon 0 verschiedene 
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Constante. Das Integral nach r wird, je nachdem yr reell oder ima- 
gindr ist, von 1 oder von Null an genommen. Das Verfahren, durch 
welches man zeigt, dass das Doppelintegral verschwindet, wenn nicht 
y' =x ist, ist das bekannte, welches man im § 58 dieses Bandes bei 
den ahnlichen Untersuchungen iiber die Functionen des elliptischen 
Cylinders findet. 


IV. Theil. 
Zur Hydrodynamik. 


§ 88. Die Arbeiten Dirichlet’s tiber Hydrodynamik werden 
durch seine Mittheilung in den Monatsberichten der Berliner Aka- 
demie*) erdffnet. Er handelt dort tiber den Widerstand, den eine 
in einer unendlichen ruhenden Fliissigkeit fortbewegte Kugel von 
dieser erleidet, indem er die Euler’schen Gleichungen der Hydro- 
dynamik zu Grunde legt, welche die Reibung unberiicksichtigt lassen, 
und gelangt so zu vollig unerwarteten Resultaten, die wesentlich 
modificirt werden, wenn man den Widerstand, den die Reibung ver- 
ursacht, nicht vernachlissigt. Dirichlet giebt zwar nur fiir die 
Kugel das Resultat an, sagt aber (S. 13), dass das Problem auch 
fiir ein bewegtes Ellipsoid sich vollstandig behandeln lasse. Im 
Crelle’schen Journal Bd. 52, S. 103—132 und Bd. 53, S. 287—-291 
hat Clebsch die Rechnung fiir das Ellipsoid angestellt; wenn auch 
wir hier das Problem, und zwar im engsten Anschluss an die Mit- 
theilung von Dirichlet, lésen, so geschieht dies, weil es in dieser 
Darstellung ein sehr einfaches Beispiel fiir die Anwendung der Kugel- 
functionen und der Lamé’schen Functionen darbietet. 

§ 89. Mit Dirichlet denken wir uns nicht die Fliissigkeit 
ruhend und den festen Kérper, also zunadchst die Kugel bewegt, 


*) Ueber einige Fille, in welchen sich die Bewegung eines festen Kérpers in 
einem incompressibeln fliissigen Medium theoretisch bestimmen lisst; 8. Januar 1852, 
S. 12—17. 
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sondern, was auf dasselbe hinauskommt, die Kugel ruhend und die 
Fliissigkeit bewegt. Der Mittelpunkt der Kugel sei der Anfangs- 
punkt rechtwinkliger Coordinaten «, y, s, ihr Radius sei c. Auf die 
anfainglich ruhende homogene unendliche Fliissigkeit, deren Dichtig- 
keit mit d bezeichnet werden soll, wirke eine beschleunigende 
Kraft 6, die zu derselben Zeit ¢ tiberall dieselbe Intensitit und Rich- 
tung habe, sich aber mit der Zeit beliebig indern kann, so dass 
ihre Componenten a, 6, y beliebige Functionen von ¢ sind. Wir be- 
zeichnen mit p den zur Zeit ¢ im Punkte (a, y, x) stattfindenden 
Druck und mit u,v, w die Componenten der Geschwindigkeit, und 
nehmen an, dass ein Geschwindigkeitspotential  existire, d. i. eine 
Funetion g der Coordinaten, die nach «, y, 2 differentiirt resp. u, v, w 
giebt. Es handelt sich hauptsichlich um dessen Auffindung. 

Die Bedingungen, welchen derselbe unterworfen ist, sind: 

1) Es muss 4p (a, y, 3) = O sein. 

2) Da wir annehmen, es sei keine Reibung vorhanden und die 
Fliissigkeit gleite an der Oberflache der Kugel, so hat man 


eee! 2] Oty Tc, 
wenn r = Va?+y?+ 2", also r die Entfernung eines Punktes vom 
Mittelpunkte der Kugel ist. 
3) Die drei Differentialquotienten 
Op Op oy 
Ce Oy” -0s 


sind fiir die unendlich entfernten Punkte gegeben, da die Bewegung 
dieser Punkte offenbar durch das Eintauchen der in der Endlichkeit 
befindlichen Kugel nicht modificirt wird. Unter der Wirkung der 
beschleunigenden Kraft o bewegen sich aber Punkte 2, y, s, so dass 
man. hat - a e 
x ; % 
Tea widens cae ac 


t t t 
of cu, f a=, friar, 
0 


0 


Setzt man 


so wird daher im Unendlichen 
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§ 90. Um die Function zu bestimmen, fiihre man in dp = 0 
Polarcoordinaten ein, r, 6, wy. Alsdann hat man 


a): 


MBO 
0’ Op 1 a(sind 55) a le 
: +2r f- — 
or sin 0 0 sinOd dy’ 
Diese Differentialgleichung braucht aber nicht schon von r = O an, 
sondern erst von r=c an erfiillt zu werden. Daher hat m die Form 
= Sr XO 4 port Y), 
n=0 
wenn X und Y Kugelfunctionen von 0 und w bezeichnen. 
Aus der zweiten Bedingung findet man 
> no" X™ —(n+1)e" YM = 0, 
n=0 
eine Gleichung, die auch obne das Summenzeichen bestehen muss, 
da das unter dem Summenzeichen befindliche allgemeine Glied 
selbst eine Kugelfunction ist. Man hat also 


2n-+1 —*-1) 
Cc if . 
a 


g = SX) (m4 — Ee 


n=0 


Die dritte Bedingung verlangt, dass die Differentialquotienten 
von g nach 2, y, 2 im Unendlichen gleich {, m, n, also gleich Aus- 
driicken werden, die keine andere Verinderliche als ¢ enthalten, 
daher im Unendlichen zunichst endlich bleiben. Ohne die Diffe- 
rentiationen wirklich auszufiihren, kann man hieraus schliessen, dass 
die Summe J in gm nur aus zwei Gliedern besteht, niimlich dem 
Gliede, in dem » = 0, d.i. gleich einer Constanten ist, welche man 
fortlassen kann, und dem Gliede, wo » =1 ist, d. i. 


XO(r +4 24), 


In der That, differentiirt man nur in der Richtung r, die man als 
eine Axe annehmen kann, so wiirde ein spiiteres Glied, welches die 
n—1'* Potenz von r enthilt, fiir r = co unendlich werden. Man hat 
also zunichst fiir g die Form 


ce 
[+ gr]: 


das Glied rX® ist aber von der Form 


na + 1, YH, 5, 


$90) i. Kugel. BOD 
wenn die x Constante bezeichnen, und hieraus erkennt man, dass 
fiir ein unendliches 2, y oder s sein muss 


Cpu. Og Op 
Coe em eres 


Andererseits sollen diese Differentialquotienten {, 1m, n werden; also 
findet man 


(1)... peys) = (14 53) (le L anty + 113). 


Hieraus erhilt man durch Differentiation nach x, y und z 


3 3 3 
i Gia —) = (la + my -+- 1), 


c 3yc* 
ov =m(1+ 5) — let my +n) 


C 320° ; 
ee n(1+ —?) Ops ({a + my + 112). 
Endlich findet man den Druck p aus der bekannten Formel 


ce) j 
5 Tey Fu +0? +0), 


wo T eine Constante nach x, y,  bedeutet und nur die Zeit ent- 
halten kann, V aber das Krafte-Potential, also bei uns 


ax +- By -+ ys 
ist. Setzt man fiir m seinen Werth aus (1) ein, so erhilt man 
3 
py OL By 72) — 3" 0+ 


Die Druckkrifte, welche auf die einzelnen Punkte der Kugel 
ausgeiibt werden, setzen sich selbstverstindlich zu einer einzigen 
Kraft zusammen, welche im Mittelpunkte der Kugel wirkt. In dia- 
metral gegeniiberliegenden Punkten hat «’?+-v?-+-w’ denselben Werth, 
kann also in dem Ausdruck von p bei der Berechnung des gesammten 
Druckes fortgelassen werden, ebenso wie 7’. Es bleibt demnach nur 
das Glied 

— 4 (aw + By +75) 
im Ausdrucke fiir p zu beriicksichtigen; die Componenten dieses 
Theiles sind das Produkt des vorstehenden Gliedes resp. in cos8, 
sinO cosy, sinOsinyw. Multiplicirt man noch mit dem Flachenelement 
c’sin0 00 Ow wnd integrirt nach @ von O bis 7, nach w von O bis 
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27, so erhilt man als Componenten des gesammten Druckes 


LLIN Te Veen hag 7 ened Sao 
——g- ade’, “ae Boc’, 3 voc’, 


also fiir den ganzen Druck — ae doc*. Dieser ist daher, ausser 
von Constanten, nur noch von der augenblicklich wirkenden be- 
schleunigenden Kraft abhingig, und dieser parallel. Hort die be- 
schleunigende Kraft auf zu wirken, ist also o = 0, so wird !, m, n 
constant und damit u, v, w von der Zeit unabhingig, also die Be- 
wegung eine permanente, und man hat durch Elimination aus den 
Gleichungen fiir u, v, w 

mu—lo = —h(ime—ly), 

no —meo = —h(ny — ms), 
wenn man zur Abkiirzung setzt 


3 
h = = (Lar + my + 15). 
Hieraus folgt 
cave 55 Gis te) 
Gy los (ie —ly) = |G, log ay — ms 


und, wenn k eine Constante bedeutet, 

ma —ly = k(ny— ms). 
Die einzelnen Punkte bewegen sich also in ebenen Curven, deren 
Ebenen simmtlich durch die Gerade 

DY Te —— VMs 

hindurchgehen. Nimmt man diese Gerade, — Dirichlet nennt sie die 
Axe, — zur Axe der z, so sind 4 und w gleich 0. Dreht man die 
Ebene der Curve um die Axe, so werden die Coordinaten 2, y, z 
eines Punktes der Curve, wenn der Drehungswinkel x heisst, 


xcosy+ysiny, wsiny—ycosx, 3; 


die Coordinaten der so entstandenen Curve geniigen also gleichfalls 
den Gleichungen fiir uw, v, w und den Bedingungsgleichungen des 
Problems, und man findet alle Curven, auf welchen sich Theilchen 
bewegen, wenn man die in einer beliebigen Ebene liegenden um 
die (in derselben Ebene liegende) Axe drehte. 

Wir suchen die Gleichung dieser Curven auf, wobei es also 
hinreichend ist, die Gleichung derjenigen zu ermitteln, welche in 
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der XZ-Ebene liegen. Wir haben daher zu setzen 


f= OL 10), ay = 0. 
und finden 


beet dx 3nc® 
ae HE Ors Vs 
az 31° 
‘ii ae) Sr rigge ee -+ eae O73 ey 


Statt der rechtwinkligen Coordinaten « und sz fiihrt man Polar- 
coordinaten ein, nimlich ausser r den Winkel 7, den r mit der Axe 
der Z bildet, setzt also 
ST Sinn, -% == 70387). 
Bildet man aus den Gleichungen fiir « und w die Combinationen 
xda+zd2—=rdr, sdx—ads = r’dn, 
so erhélt man 
re—c¢? ; 2r* +c? 
rdr = vz——,—,,_ r*dn = — vax —3 5 — 
ee: aes pipe 


und hieraus sofort 
— 3 
cotgn dn + 4 d(log fete) ==): 


Die Gleichung der Curven ist also 
(r?—c*)sin?y = xr, 

wenn x eine Constante bezeichnet, die alle positiven Werthe von 0 
bis co annehmen muss, um alle Curven in der Ebene XZ zu geben. 

§ 91. Die Untersuchung, welche bisher fiir den Fall einer ein- 
getauchten Kugel gefiihrt war, wird jetzt auf den Fall eines ein- 
getauchten Ellipsoides iibertragen. Die rechtwinkligen Coordinaten- 
axen legen wir in die Hauptaxen des Ellipsoides, die der Grésse 


nach 2r, 2yr?—b’, 2 /r?— c? sein mégen. Neben den rechtwinkligen 
Coordinaten bedienen wir uns auch der elliptischen e, u, » wie 
lyoo2u.-f. 

Von den Bedingungen, welche fiir das Geschwindigkeits- 
Potential m im § 89 aufgestellt sind, bedarf die zweite einer Modi- 
fication, indem g, nach der Richtung der Normalen auf dem Ellipsoid 
differentiirt, Null sein muss. Da das Element der Normalen 


(g" =H =) 
acy —b*)(9?—c’) 


Heine, Anwendungen der Pe 2. Aufl. Ui 
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ist, so hat man statt der fritheren Bedingung jetzt zu setzen 
Oe oat ey. 
Og 
Die Function m muss, nach der ersten Bedingung, der Gleichung 
(I. 361; m. vergl. in diesem a ee 48) 


= p= ot? Poatu(ga? eae aE = 0 


gentigen. Entwickelt man die Function g in eine Reihe von Kugel- 
functionen in Bezug auf 6 und wp 


Ge eens 


so ist Z von der Form 
ZO = X(a BS (9) +b. FQ) ES” (WES), 


wo a und b Constante nach uw, », @ bezeichnen, die nur noch ¢ ent- 
halten kénnen. 

Die zweite Bedingung bestimmt das Verhiltniss der Constanten 
a und 6 zu einander; differentiirt man nimlich nach @, so bleiben 
die Differentialquotienten von Z™ Kugelfunctionen von @ und yw, 
miissen also fiir sich Null werden, wenn die Summe 0 sein soll. 
Daher hat man 


GN = Sa(F, EH) — EQ) FO) EEO), 


wenn in F und allen E der obere Index nv ist und das Zeichen ' 
eine Differentiation nach dem Argumente andeutet. 

Diesen Ausdruck transformiren wir mit Hiilfe von I, (62). Setzen 
wir néimlich 

ID do 
Brwiciafy tas = HO) 
, _LEs(@)’¥e?—b* Vo? — 
so wird, abgesehen von constanten Faktoren, 
F.(0) = E,(@)fs(e) 


und daher fiir jeden Index s 
: 1 
F' = E' ak at: 
(e) (e)f(@) E@ Ve Verne 
Bedeutet c eine Constante wie 6, so wird 


700) Eps cE(0) E(u) E(x) Eero f(x) 4 E(t) ae yr—e | 


wo simmtliche EH, f und ¢ den unteren Index s erhalten. 
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Ferner sagt die dritte Bedingung, dass fiir unendlich entfernte 
Punkte die Differentialquotienten von g nach 2, y, s endlich, und 
zwar gleich !, m, n sind. Diese Differentialquotienten bildet man, 
indem man die Differentialquotienten von g nach @ mit 

Og og 
Oa’ oy’ ds 
multiplicirt. Diese erhalt man aus der Gleichung 
eee ee 
0° on b? i oe 2 : 


Setzt man zur eae 
y? wz? 1 
at ae! Looe Cee he 
(wo h die Entfernung des Mittelpunktes von der Tangentialebene 
bedeutet, welche an das Ellipsoid (6) im Punkte 2, y, 5 gelegt ist; 
die Normale daselbst sei N), so wird 


Oe x 
epee a 
RAS OESE ped 

Oy 0” liye 

Comes Z 
Re a o7—c? 


so dass die drei Differentialquotienten von @ nach a, y, 5 fiir @ = co 
endlich bleiben, néimlich cos, sindcosy, sindsinw geben. Es 
kommt also darauf an, dass Z” nach o differentiirt endlich bleibt; 
E(@) ist von der n*™ Dimension. Das Glied der héchsten Dimension 


in 0Z™: dg ist 
— of (EM EO)E').E@); 
dies hat die n—1* Dimension. Diese muss Null, also » = 1 sein, 
also gp = Z%, : 
Man setzt nun fiir E und F, oder vielmehr f, ihre Werthe. 
Die drei, dem Falle » = 1 angehérenden Werthe von E sind 
(I. 365 u. 367) 


0, Veor—b*, yVo?—c’. 
Wir setzen ferner 


7) lee te = 2S P 
(2) o’ Vo” b? Vo? — Ce 0} 


@ 


dh Vo— a Py J wage dee 


i 22 * 
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und diese Integrale von g =r an genommen gleich ®,, X,, X.. 
Zwischen den P bestehen, wie man sofort durch Differentiation 
nach o zeigt, die Gleichungen 


(6) Bile P Pee, : 


0 Vo?—b? oe o 
"P(g! BYP, + — ed? shag 


=) 


ay PE a 
welche dazu dienen, P, und P, durch a shail Integral erster 
Gattung auf der Rechten und das zweiter Gattung P, auszudriicken. 
Wir behalten aber in unseren Formeln die drei Integrale siémmt- 
lich bei. 

Nach (a) setzt man fiir f(@) und f(x) die P und &,_ beriick~ 
sichtigt auch, dass die drei Aggregate E(uw)E(v)E(@) sich nur durch 
eine (gleichg iltig ge) Constante von «, y, 2 unterscheiden. Sind a, b, ¢ 
Constante, so hat man aus g = Z, 

1 | Ca by cy ce 
LON CO) — 2a ean b aoe te ; 5 
pC y ) Vrs b? Vr e t he aie ree 
br crs 
Hanh, 8) + ee R.) + as 

In dieser Form findet man leicht die Differentialquotienten von 
g nach a, y, 5 fiir @ = co, welche man gleich I, m, n zu setzen hat. 
Macht man (voriibergehend) 


ED ig A 
SE eS 2 

ryr—b* yr*—c? > —, 
} y ; 


so wird 
a(p—%) = 1, 
yr —b? 
bip—*R,) =m oe ; 
c(p— a) =n Ee 


Benutzt man noch (¢) um p zu entfernen, so erhaélt man sehliess- 
lich 


on Mend a Ete aa ea) 


4 ns(1+ 4. —— = =), 


wo die P dureh (2) gegeben Ae und die ®& aus den P durch 
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Vertauschung von og mit r entstehen. Das Geschwindigkeitspotential 
ist demnach in Bezug auf eg cin Aggregat, welches ein elliptisches 
Integral erster und zweiter Art enthilt, zugleich eine lineare Function 
von cos, sind cosy, sinOsinw. 

§ 92. Durch Differentiation von m nach a, y, s entstehen u, v, w. 
Mit Benutzung des Ausdrucks von h auf >: 339 erhiélt man 


ws 14 m4 9% ees 
Dis m(1+ ae ) , G, 
w= n(4 ‘a ee ; “= ¢, 


wenn man unter € den Aas eath 


i | AER hy he 

ovo? —b'V¥o7—e} + RK, a TLR ies pte a 0° — | 

Indem man, wie oben, die Normale N an das Ellipsoid einfiihrt, 

welches dem gegebenen confocal ist und durch den Punkt (a, y, 2) 

geht, kann man die Ausdriicke fiir u,v, w auch mit den folgenden 
vertauschen: 


P 
w= 1+ gpa2g-)—Seos(w, X), 


dt 
y= m(14 ee Ceos(N, VY), 


w= ce qe C cos(N, Z), 


if X) , meos(V, Y) 1 cos(N, Z) 
opps WER, Rae § Ra 
Den Druck, welcher auf ein Element der Oberfliche des Ellip- 
soides ausgeiibt wird, findet man durch die Gleichung 
ay BN, Ju wette: : 
=i Nee 77 an jigs wed + ey 5) — 4+ 0} 0") 
Wir schliessen die Untersuchung mit diesen Formeln ab, die 
sich allerdings in speciellen Fallen, z. B. wenn der eingetauchte 
Kérper ein Rotationsellipsoid ist, noch vereinfachen. Der besondere 
Fall, welcher fiir jetzt das grésste Interesse in Anspruch nimmt, 
scheint der in § 89 —90 behandelte zu sein, in welchem die drei 
Axen des Ellipsoides gleich werden, das Ellipsoid sich also in eine 
Kugel verwandelt. 


Zusitze zum ersten Bande. 


Zo. 12 und Ss. 


Auf S. 1—2 wurde die Einfiihrung des Potentials, wie es 
bisher gewohnlich geschah, auf eine Arbeit von Laplace aus dem 
Jahre 1782 zuriickgefiihrt. In der That gehért aber der wichtige 
Satz tiber das Potential, um den es sich handelt, Lagrange an, 
der ihn fiinf Jahre vor Laplace bekannt machte. Man findet ihn 
in den Nouveaux Mémoires de l’Académie des Sciences et belles 
Lettres, de Berlin, année 1777. Remarques générales sur le mouve- 
ment de plusieurs corps, qui s’attirent mutuellement en raison inverse 
des carrés des distances. Lu le 2. Octobre 1777. 

Dort liest man: 

No. 1. Soient M, M', M",... les masses des corps qui composent 
le systéme donné; 2, y, s les coordonnées rectangles de M, a’, y’, x! 
celles de M’,.... Quon fasse, pour abréger, 

oO MM' 4. MM" 
 V@— al + @—-y P+ G2) V@—a"+ yy" P+ G8") 
yee 
V (a! —a")?+ (y'—y")?+ (2! —n")? 

1 dQ 1 dQ 1 dQ 

M. da? MM dy’ NM dz 
pour les forces avee les quelles le corps M est attiré par les autres 
corps M', M',... suivant les directions des trois coordonnées 2, y, 2, 
de méme 


on aura 


gh dQ aa? WOKE 
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Cette maniére de représenter les forces est, comme l'on voit, 
extrémement commode par sa simplicité et par sa généralité; .... 

Die Herren Baltzer und Schering hatten die Giite, mich auf 
diese Stelle in der Arbeit von Lagrange aufmerksam zu machen. 
M. vergl. die seitdem erschienene Arbeit des Herrn Baltzer in 
Borchardt’s Journal, Bd. 86, S. 213—216: Zur Geschichte des 
Potentials. 

In Betreff der Einfiihrung der Cylinderfunctionen ist zu 
bemerken, dass Herr Gian Antonio Maggi*) die Function J,(x) 
bereits in einer Arbeit von Daniel Bernoulli, Theoremata de 
oscillationibus corporum filo flexili connexorum et catenae verti- 
caliter suspensae **) gefunden hat. Es kommen dort auch schon 
die angeniherten numerischen Werthe der beiden kleinsten Wurzeln 
von J,(«) = Ovor. Herr Maggi erwahnt und beleuchtet dann die 
ferneren Untersuchungen von D. Bernoulli im VII. Bde, sowie die 
ebendaselbst befindlichen und spiteren (M. vergl. z. B. Acta Acad. 
Petrop. 1781) von Euler tiber die J, welche die Entdeckungen 
von Fourier iiber dieselben, den Satz iiber die Entwickelungen 
nach Cylinderfunctionen, vorbereiteten. 


Zu 8S. 37 und 38. 


Die Function P”(a@) wurde zwar eingefiihrt als n'** Coefficient 
in der Entwickelung einer Quadratwurzel nach Potenzen eimer Ver- 
iinderlichen’ a, dann aber auf S. 37 allgemein, nicht nur fiir ganze 
positive Zahlen », sondern fiir beliebige Zahlen », durch das Integral 
von Laplace (Mée. eél. T. V, Livre XI, No. 3, S. 33 der Ausgabe 
von 1825) definirt 


Ove ead ED ae + cos. V2*—1)"dg. 


Dies Integral hat die durch die Gleichung 
P"() ni Pl @) 
ausgedriickte Higenschaft. 
*) Sulla storia delle funzioni cilindriche; Reale Accademia dei Lincei, Vol. IV°, 
Serie 3°, 1880. ! 
**) Commentarii Ac. Se. Imp. Petrop. anni 1732—33, T. VI. 
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Auf S. 38 wurde erwihnt, dass man auch andere Ausdriicke, 
welche fiir ganze positive m denselben Werth P” geben, als De- 
finition der Function P” fiir beliebige Werthe von » betrachten 
kénne. Diese Ausdriicke, welche, wenn m aufhért eine ganze positive 
Zahl vorzustellen, unendliche Reihen werden, kénne man freilich 
nur anwenden, wenn sie fiir den betreffenden Werth von x con- 
vergiren, womit aber nicht gesagt sein soll, dass die auf verschiedene 
Art definirten Functionen im ganzen Verlaufe die gleichen Func- 
tionen darstellen. Die Form (a) wird nur fiir ein rein imaginires 2, 
und auch fiir ein solches nur dann, wenn » einen negativen reellen 
Theil besitzt, unendlich. Ueber diesen Gegenstand, welcher auch 
fiir die Entwickelungen auf S. 203 von Interesse ist, werde ich hier 
etwas ausfiihrlicher handeln. 

Die mit (d) und (e) bezeichneten auf S. 19 angegebenen Formen 
fiir P” sind 

2 
(COM a" F(—4n, 4—4n, 1, Me 
(2) eae (eS) F(—n, —n, 1, ae : 


Beide Functionen von wm stimmen, die Convergenz voraus- 


gesetzt, fiir alle » mit P’(@), wie es durch (a) definirt ist, 
iiberein. Bei (6) ist dies unmittelbar klar durch die Ableitung 
dieser Formel; dass aber (c) mit (6) und daher mit (a) iiberein- 
kommt, folgt aus einer Gleichung, die sich in der Abhandlung des 
Herrn Kummer iiber die hypergeometrische Reihe*) findet, néim- 
lich aus 


F(a, 8, ¢—B +1, 5) = (1+s) “F(4a, $a+4, 0-641 
x—l 


a+1 


4 
Gra) 


fire =P >=—n, y=1, 5= Uebrigens zeigt die Euler’- 
’ 


sche Gleichung 

F(a, B, 7, v) = (1—a)"** F(y—a, y¥—B8, y; ©) 
sofort, dass (6) und (c) sich nicht findern, wenn man in diesen 
Reihen » mit —n—1 vertauscht. 


Anders wiirde es sich verhalten, wenn man als De- 
finition der Function P die dritte der auf S.38 erwihnten 


*) Crelle, Journal f. M. Bd. XV, § 19. Gleich. 50. 
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Reihen, die Reihe (2) wihlen wiirde, d.i. 
IT(n— 4) 1 

se 2 eet awh poe : 

( ) WknW(an—t) on F( La) yh, 9 Nt, -) 
Diese, welche wir hier der Deutlichkeit wegen p”(a) nennen wollen, 
stimmt in der That nur fiir positive ganze n mit der von uns 
(durch (@)) definirten Function P(x) tiberein. Sehen wir davon 
ab, dass (d) fiir solehe » unendlich wird, welche die Halfte einer 
- ungeraden positiven Zahl sind, so erkennt man sofort, dass p—*—! 


hier nicht mehr dieselbe Function von « wie P” ist; man hat vielmehr 
p(@) = = tangnm. qo), 


wenn man diejenige Function mit gq” bezeichnet, welche fiir. ein 
ganzes positives x gleich Q”, der Function zweiter Art war, d. i. 


j WinliGr 1) = ea 
q’(x) = ee ® 1F(4n te, m+, n+ 4, =): 


Man wird diese Eigenschaft der Reihe (d) bei der Integration von 
Differentialgleichungen fiir die Produkte von zwei Kugelfunctionen 
verwerthen kénnen (M. vergl. § 4 im Zusatz zu 8. 259), ebenso 
(I. 258— 259) um von den Recursionsformeln fiir die P auf die fiir 
die Q zu gelangen. 


Zio. 40) 


Herr Schering hat schon in seiner Preisschrift vom 4. Juni 
1858 ,Ueber die conforme Abbildung des Ellipsoids auf der Ebene“ 
im Art. VII bemerkt, dass wenn der imagindre Theil <Q von are cosx 
eine Constante ist, die complexe Zahl w durch die Punkte einer 
Ellipse mit der halben grossen Axe cos¢Q und mit der Excentricitit 1 
dargestellt wird. 


Zu 8. 50. 


Der Eingang des Zusatzes iiber Hisenstein’s Satz wird klarer 
durch die bestimmtere Fassung: es solle eine solehe ,ganze* Zahl x 
existiren, dass die Coefficienten von ay dureh Vertauschung von # 
mit ,xa“ ganze Zahlen werden. 


346 Zu 8S. 57—64. 


Zu 8. 57—64. 

1) Eine continuirliche Function f(«) die zwischen zwei Grenzen 
einmal, fiir « = a, vom Wachsen zum Abnehmen iibergeht, oder um- 
gekehrt vom Abnehmen zum Wachsen, lisst sich als Summe zweier 
continuirlichen Functionen darstellen, von denen die eine zwischen 
den Grenzen nicht zunimmt, die andere nicht abnimmt. 

In der That kann man f(x) in die Summe zweier continuir- 
lichen Funetionen zerlegen 

f@) = 9(@) + w@), 
wo g(x) und w(x) durch folgende Festsetzungen bestimmt sind: 
Ks ist 


fiir x= a fiir c<2a 
p(x) = f(«)—f), p(x) = 9, 
wa) = f@, wa) = f(a). 


Besitzt f(x) p Punkte, in welchen ein Wechsel vom Ab- 
nehmen zum Zunehmen oder umgekehrt eintritt, so kann 
man daher f(z) in die Summe von p-+1 solcher continuir- 
lichen Functionen zerlegen, die nicht abnehmen oder nicht 
zunehmen. 

2) Eine zwischen den Grenzen « = g und «=f endlich blei- 
bende Function F(x), die fiir «=a unstetig ist, lasst sich in die 
Summe einer stetigen Function f(x) und der Function 

[F(a—0) F(a + 0)]x@) 
zerlegen, wo x(x) von «= g bis e =a gleich 1 wird, von «=a 
bis «© =h aber Null. Geometrisch wird y(@) von «= g bis x =a 
durch eine der Abscissenaxe parallele Gerade, von a bis h durch 
die Abscissenaxe selbst dargestellt. 

In der That kann man setzen 

f() = F(@)+[F(a+0) — F(a—0)]x(2), 
wo offenbar f(@) continuirlich ist. 

3) Aus 2) erhilt man: Wenn F(@) eine von g bis h endliche 
Function bedeutet, welche fiir «=a, «=a,, ete. unstetig wird; 
nennt man ferner x(#), x,(@), ete. Functionen, die von a =g bis 
x= da, resp. bis « =a,, ete. gleich 1, von « =a, resp. von # =a,, ete. 
bis 2 =h gleich O werden, so ist 

[(w) = F(@)+[F(a+0)—F(a—0)]x(@)+[ F(a, +0)—F(a,—0)] x, (@) + ete. 
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eine von g bis hk stetige Function von # Man kann also eine ge- 
gebene endliche unstetige Function F(#) zerlegen in die Summe 
einer stetigen Function f(@) und einer endlichen Anzahl von un- 
stetigen Functionen derselben Art, deren », d.h. mit dem Index » 
versehene, das Produkt der Constanten F(a, —0)— F(a, +0) mal 
Xv (#) ist, wo y die Function bedeutet, welche von v=g bis =a, 
gleich 1 ist, dann zu Null springt und von « =a, bis h Null bleibt. 

4) Dies, angewandt auf den Fall wo g = —z, h = zz ist, zeigt, 
wie eine Fourier’sche Reihe, fiir eine endliche unstetige Function F 
mit einer endlichen Anzahl von Maxima und Minima und yon Un- 
stetigkeitspunkten, sich von der Reihe fiir eine stetige Function f(«) 
unterscheidet (wobei man sich des Satzes erinnern mag, welcher 
aussagt, dass eine solche Function f(x) eine zwischen « = —a und 
x =z in gleichem Grade convergente Reihe giebt), und wie sie aus 
einer solehen Reihe entsteht. Dieser Reihe fiir f(x) hat man ném- 
lich, um F(#) zu gewinnen, eine endliche Zahl von Reihen hinzu 
zu addiren, welche simmtlich von derselben Art sind, deren » 
naimlich aus dem Produkt der Constanten 

F(a, —0)— F(a, +0) 

mit der Reihe 


ee s sinn (a, — 2) sina 
(x ; — 1 
tv (2) = ie i aes SN ae 
besteht. Dies ist nimlich die Reihe, welche von «= —vz bis a, 


gleich 1, von da an O wird. 

5) Die vorstehenden sehr nahe liegenden Bemerkungen kliren 
nicht nur die Beschaffenheit solecher Fourier’schen Reihen auf, 
welche endliche Functionen (hier und im Folgenden sind nur solche 
mit einer endlichen Anzahl der Maxima und Minima gemeint) dar- 
stellen, sondern erleichtern auch nicht unerheblich die Redaction 
der Beweise des 1. und vorzugsweise des 2. Satzes auf S. 58, um 
die es sich in dem ganzen Abschnitte von S. 57—64 handelt. Von 
yorn herein sind Bedenken beseitigt, wie sie Herr Schlafli*) 
diusserte, ob die Sitze ihre Giiltigkeit in der Umgebung derjenigen 
Punkte behalten, in welchen ein Maximum oder Minimum stattfindet. 

Der 1. Satz besagt, dass die Fourier’sche Reihe fiir eine end- 
liche Function f(#) zur Summe 


*) Kinige Zweifel an der allgemeinen Darstellbarkeit durch eine trigono- 


metrische Reihe. Universitiitsprogramm. Bern, 1874. 
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sf (e +0)-+4f(@—0) 

hat; fiir « = +7 ist es, wie S. 63 bemerkt wurde, nicht erforderlich, 
den Satz zu modificiren, wenn man, bei Betrachtung dieser Stellen, 
f(a) ausserhalb der Grenzen — 7 und z periodisch so fortsetzt, dass 
f(x+2n) = f(x) wird, so dass f(7+0) mit f(—2+0) und f(—n7—0) 
mit f(7—0) tibereinstimmt. Indem man dann das Coordinatensystem, 
etwa um zt, verschiebt, also y fiir # durch die Gleichung y = ata 
einfiihrt, fasst man die Function als Function von y auf, und der 
Punkt fiir den # =f war, mit den Punkten =-7+0 und =x —0, 
tritt jetzt in Bezug auf y als der Punkt 0 mit seiner Umgebung auf, 
bedarf also keiner besonderen Untersuchung. 

In dem Beweise des 1. Satzes, den Dirichlet gegeben hat, und 
ebenso in dem, welcher an der betreffenden Stelle des Handbuchs 
vorliegt, hat man, nach unserer Bemerkung, unter 1) nicht mehr 
nothig, in den zu behandelnden Integralen, die zu integrirende Fune- - 
tion noch in solehe Theile zu zerlegen, welche entweder nicht ab- 
nehmen oder nicht zunehmen und den Beweis fiir jeden einzelnen 
Theil zu fiihren; man zerlegt vielmehr die Function f(@) sofort in 
die Summe solcher Functionen, die zwischen « = —z und a= 
weder ein Maximum noch ein Minimum besitzen und fiihrt den 
ganzen Beweis nur fiir diese Functionen. So ist z. B. bei uns auf 
S. 59 und 60 das iiberfliissig geworden, was sich auf solche Zer- 
legung bezieht, und der 3. Satz S. 60 ist nunmehr bereits am 
Schluss von S. 59 bewiesen. 

Wesentlicher als die erste Bemerkung in diesem Nachtrag zur 
Kiirzung im Beweise des 1. Satzes tragen die erste und zweite Be- 
merkung zur Vereinfachung des Beweises fiir den 2. Satz bei, wel- 
cher sich auf die Convergenz in gleichem Grade bezieht. Die 
Schwierigkeit, bei der Anzahl der zu unterscheidenden Fille, den 
Beweis so zu redigiren, dass die Darstellung nicht einen Umfang 
erfordert, welcher wenig mit der Kinfachheit der Sache harmonirt, 
hatte mich veranlasst, an einzelnen Stellen, z. B. beim 4. Satz 
S. 62, den Beweis nicht vollstiindig durchzufiihren, sondern die Fort- 
fiihrung dem kundigen Leser zu tiberlassen. Ich werde hier nun- 
mehr den Beweis des 2. Satzes vervollstindigen. 

Im 71. Bde von Borchardt’s Journal stellte ich den 2. Satz 
in der Form auf: Die Fourier’sche Reihe fiir die endliche Function 
f(x) convergirt in gleichem Grade, wenn f(#) von —z bis mw con- 
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tinuirlich ist; in allen anderen Fallen ist sie nur ,im allgemeinen“ 
in gleichem Grade convergent — ndmlich selbstverstindlich mit 
Ausnahme der Discontinuititsstellen event. der Stellen # =-+z. 
Im Handbuch wihlte ich die Einkleidung, welche dasselbe besagt, 
aber fiir derartige Beweise zuweilen bequemer ist (z. B. wihlte ich 
eine dhnliche auch in dem folgenden Zusatz zu S. 67), es lasse sich 
nm so gross nehmen, dass s—s, (d. h. die continuirliche Summe der 
unendlichen Reihe weniger der Summe von n Gliedern der Reihe) 
kleiner bleibt, als eine gegebene Grésse, wihrend # die Werthe 
von —z bis w durchliuft, selbstverstindlich mit Auslassung der 
Umgebungen von Discontinuititsstellen, die man von vorn herein 
in einer beliebigen, dann aber festgehaltenen Entfernung von der 
Ordinate durch zwei Ordinaten abschliesst. Da s gleich f(x) ist, 
so soll also, wenn man die gegebene Grosse 2ye nennt (niimlich wie 
friiher mit y den gréssten Werth von f(@) bezeichnet, mit c aber 
eine vorgegebene kleine Grésse), nachgewiesen werden, dass fiir 
hinlinglich grosse x sei 
[(@)—8n < 2ye. 

Nach der obigen Bemerkung iiber die Behandlung der Stellen, 
fiir welche « = +7 ist, geniigt es, den Beweis fiir die Curve mit 
Aussechluss dieser Stellen und ihrer Umgebung zu fiihren; der Be- 
weis fiir den ausgeschiedenen Theil, dem man nur noch benach- 
barte Stiicken hinzuzufiigen hat, wird dann ebenso gefiihrt, als ob 
es sich um die Umgebung des Punktes, fiir den « = O ist, handelte. 

Wir haben, nach 4), den Satz nur in zwei Fallen zu beweisen: 

a) wenn f(x) continuirlich bleibt und nie wichst oder nie ab- 
nimmt. Zur Bequemlichkeit nehmen wir beim Beweise an, [(x) 
sei positiv und nehme nie zu; 

b) wenn f(#) eine Function wie x(#) in 2), also geometrisch eine 
vewisse gebrochene Gerade vorstellt. Wir behandeln zunichst den Fall 

a) Es bleibt f(x) continuirlich (st positiv und nimmt nicht zu). 
Man beachte, dass der Beweis nicht fiir ein # in der von vorn 
herein ausgeschiedenen Umgebung von «=-+a zu fiihren ist! 
Nach (2) auf S. 58 ist ms, die Summe der zwei Ausdriicke 
f*1@ oe sent the, a yo te 9 pa ae a 


sin a@ sina 
0 0 


deren jeder, nach S. 63, fiir n = 00, gleich $f(«) wird. 
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Ich zeige, dass der erste bei hinlénglich grossem m sich von 
4af(x) um weniger als ye unterscheidet. Von dem zweiten gilt 
dasselbe. 

Man nehme eine Zahl 7 so klein, dass f(a+2y) sich von f(x) 
gleichmissig fiir alle Werthe von «w, die in Frage kommen, um 
weniger als 0,1 ye unterscheidet. Dies kann geschehen (und hier- 
auf beruht die Beweiskraft unserer Schliisse), weil f eine continuir- 
liche Function ist. Nach der Gleich. (3) auf 5S. 61, die wir hier 


fiir den speciellen Fall »y = 1 anwenden (man setzt 7 fiir ”) unter- 


scheiden sich die Integrale 


V ahice 20) sin(2n+1)@ ia, ff (eg ee so —— a 


sin a 


die wir hier mit o, und z, bezeichnen wollen, von einander um 
weniger als 

&y 

nn ? 
wo « eine feste Zahl, die nach S. 59 unter 6 liegt, bezeichnet. 
Nehmen wir zuniichst 2 so gross, dass 


é 

———— cet C 

nn 
wird, so hat man o,—t, <0, 1 ye. War die Grenze $(7—2) schon 
hinlinglich klein, um unsere Forderung zu erfiillen, so ist die Ein- 


fiihrung von ¢ iiberfliissig und man setzt o selbst fiir c. 
Man beachte, dass 


Gro, = Gre, = $2f(@) 
in Folge des 1. Satzes ist; zu beweisen hat man, dass sei 
41 f(«)—o, < ye. 
Driickt man o durch die obige Ungleichheit in 7 aus, so zieht man 
hieraus, es geniige auch, wenn die Ungleichheit 
(a)... $2f(@)—%m< 0,9 ye 
erfiillt wird. Nach dem zweiten Mittelwerthsatz hat man aber (S. 62) 
0 ing eet Met 2n) Hes Crt do, 


sna sina 


wenn & einen Werth zwischen O und y, der Sette auch O oder 
7 selbst sein kann, vorstellt. Es ist durch Dirichlet bekannt, und 
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av? y 3? bs 

(a) ‘eis °° ct o*—b° + oe 7 1, 
rh y rad ve 
uw + Page cf a’ x L, 
xo a y Baer 
y” bh? —y" Gay te 


Die erste stellt Ellipsoide, die zweite Hyperboloide mit einem 
Mantel, die dritte solehe mit zwei Manteln vor, und zwar haben 
die Hauptschnitte aller dieser Flichen die gleichen Brennpunkte. 
Die Flachen werden in deutschen Werken gewohnlich als confokal 
bezeichnet, wahrend Lamé sie bei der Einfithrung S. 156 homo- 
fokal nannte*), 

Diese Flichengattungen sind also isotherm. Erbalt man jede 
von zwei gleichartigen, z. B. die Oberflaichen zweier confokalen 
Ellipsoide, in einer festen Temperatur, alle Punkte ein und der- 
selben Flache in der gleichen, so wird im stationiren Zustand 
jede ihnen confokale elhpsoidische Fidiche ein Ort von Punkten 
gleicher Temperatur. 

Durch jeden Punkt des Raumes 2, y, » kann man drei con- 
fokale Flachen, ein Ellipsoid und zwei Hyperboloide legen und 
zwar kénnen die Brennpunkte, also 6 und c, willkiirlich gegeben 
sein. Hieraus folgt unmittelbar, dass die Lingen der Halbaxen 
o, “, v ebenfalls, wie die Linien x, y, « selbst, Coordinaten des 
Punktes «, y, z sind. Diese Gréssen g, u, y nennt Lamé Coordinées 
elliptiques (S. 156). Eine Verwechselung wird dadurch nicht ent- 
stehen, dass die im § 5 eingefiihrten Coordinaten gleichfalls elliptische 
heissen. Die letzteren bestimmen Punkte in der Ebene, die ersteren, 
gewissermaassen ellipsoidischen oder hyperboloidischen, Punkte im 
Raume. 


Sind a, y, 2, b, c gegeben, so findet man, nach S. 17, drei reelle 
Werthe fiir 4°, welche der kubischen Gleichung 
2 2 2 


LD y SORU SETS 0 

2? jza-h? Pe? 

geniigen. Schafft man den Nenner fort, so entsteht namlich auf der Linken 
die Function 


1 


A3(4°— b')(42— 0?) —2(4°—b") (A—c’) 
yPAM Ase e')—-2°A'(A2-= 0"), 
*) j’appelerai surfaces homofocales celles qui sont réprésentées par les 
équations (5). Die Gleichungen (5) sind gerade die obigen (a). 
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rn 
sina 


g(a) = A ESA 


y] 


so zeigt sich, dass das Integral mit der grésseren Grenze sich von 


yf 7 sin(2n + 1a ae, 
J Sin a 


héchstens um 

Di 

i 
unterscheidet, wo y der grésste Werth von a@: sine zwischen O und 
tm, also 42 ist, daher bei hinreichend grossem », welchen Werth 
man auch # ertheilt, dem Integrale zwischen 0 und 7 beliebig 
nahe kommt. 

Dass das Integral nahe $a ist, zeigt. man, indem man 2n-+-1 
mit k bezeichnet, und das Integral von O bis 7 in eine Reihe von 
Integralen 

Q, — Oat Cccls reson 
zerlegt, wo die positive Grisse o, gleich 


te: 
h ; 
sinka 
+f ——— da 
“3 sina 
@—1)= 


gesetzt wird, wihrend @, als obere Grenze 7 hat. Dann ist offenbar 


2 5 mely baie <u <a 2 a 1 
VIE e k @—l)r' : 


Sin ee 
k k 


also 0, < 0,-1, und wenn 2m-+1 unter w liegt, 


“1 sinha 
ws det > 0, Qy+ 03" — O2ms 
0 


sIna@ 


=< 0, ‘a 0, + Q; i 02m =- 02n+1 . 
Durch die Betrachtung, dass das Integral 


2” sinka 
if da 
, sina 


gleich $7 ist, und dass dasselbe, dass also 42 eine unendliche 
Reihe e,—o,-+ e,— ete. giebt, erhilt man 


= 0, TOSS eh 02m + Oomti- 
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Offenbar wird Q2m41, Wenn m auch nur eine hinlinglich grosse Zahl 
bedeutet, die endlich bleibt und nicht mit » zugleich in’s Unendliche 
wiichst, beliebig klein, wenn  hinlinglich gross ist (fiir 2 = 00 
Ware Q2n+1 gleich 1: mz); die Summen e,— + —g2 und e,— = + e241 
kénnen sich von 47 noch nicht um Q2m+1 unterscheiden, also wird 
das Integral von 0 bis 7 sich von 4” noch nicht um die Grisse 
Q2m+1 entfernen, die man ne ch gehérige Wahl des k oder n beliebig 
klein machen kann. 

Da die Grenze, der sich e, fiir n= oo nihert, zuweilen in 
Frage kommt, so bemerke ich schliesslich, dass 


E 
if Va sinka | 
a, 


gleich dem Produkte eines Mittelwerths von —— gywischen den 


Grenzen ec =O und a = = mal 


7 


& sinka =f" sin 6 
——— da —d 
(bes Baye 


0 


wird. Der erstere wird fiir n= oo gleich 1, also og, fiir » = 


gleich 
he sin B 


Zur 2. Anmerkung auf S. 67. 


Dort wurde der Satz bewiesen: ,Kine Reihe, die nach Po- 
tenzen der Verdnderlichen x geordnet ist, convergirt sicher von 
x =O bis zu der Grenze der Convergenz, die Umgebung der 
Grenze ausgeschlossen, in gleichem Grade.“ Diese Fassung 
hat mehrfach zu der Deutung veranlasst, dass die Reihe entweder 
nicht mehr bis in die Grenze in gleichem Grade convergire oder 
dass wenigstens der Nachweis fiir diese Art der Convergenz sich 
nicht fiihren lasse, wihrend ich die oben hervorgehobenen Worte 
nur deshalb hinzufiigte und dem Satze durch ihre Fortlassung nicht 
die ganze Allgemeinheit gab, weil der Beweis fiir den vollstindigen 


Heine, Anwendungen der Kugelfunctionen, 2. Aufl, 23 


354 Za 8.67. 


Satz einen grésseren Apparat erfordert, den ich bei der nebensi&ch- 
lichen Untersuchung tiber die Convergenz einer Potenzreihe zu ver- 
meiden wiinschte. Ich bewies deshalb den Satz nur in der All- 
gemeinheit, in welcher er im Handbuche angewandt werden sollte. 
Da sich dem Gegenstande aber das Interesse Einiger zugewandt 
hat, so gebe ich den Satz nachtraglich in seiner Vollstindigkeit. 

Lehrsatz. Eine fiir c= « convergirende Potenzreihe con- 
vergirt von «= 0 nicht nur bis an, sondern noch bis in 2 = a@ in 
eleichem Grade. ; 

Man hat nicht ausdriicklich die Annahme hinzuzufiigen, dass 
die Reihe bis «=a convergiren solle, da diese Convergenz aus 
der fiir «=a von selbst folgt. Ist néimlich die vorliegende Reihe 


as 2 
S=a,+4,2+4,”°+---, 
so muss a,” fiir ein unendliches m Null werden, also fiir jedes x 


unter einer endlichen Grésse g bleiben, die, wenn gross genug 
genommen wird, beliebig klein genommen werden kann. Setzt man 


a,ta,e+a,2°+---+a,x2" = S,, 
so wird daher 


Ser <o[(2N 4 (ZY 4 ZN], 


und demnach, so lange x < a bleibt, 


See < ag (E) 


Oa. 


also mit wachsendem n fiir jedes » beliebig klein. Folglich (M. 
vergl. S. 64, I Definition) convergirt die Reihe S, sobald «=a. 
Bei dem (nun folgenden) Beweise des Satzes, den ich durch 
eine Bemerkung von Herrn Cantor noch kiirzen konnte, nehmen 
wir, ohne dadurch die Allgemeinheit zu beschrinken, an, es sei 
== 1) 
Beweis des Lehrsatzes: 
Angenommen wurde, dass die Reihe der a convergire; wir 
setzen 
$= 4+ 4,+4,-+-", 
S, = a, +a,+---+a,. 
Wenn jetzt von S und S, gehandelt wird, so sind hierunter die 
oben so bezeichneten Reihen unter der ausdriicklichen Voraus- 
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setzung verstanden, dass man fiir « einen von 1 verschiedenen 
Werth, der also kleiner als 1 zu nehmen ist, setzt. 
Man hat 


Ports -Sy5, 7 
also die Gleichung 
S, = (l—2)(s,+-s,a+---+4+s,;0"—)1+ 5,0", 


Hieraus folgt, da man fiir x irgend einen bestimmten Werth gesetzt 
hat, der kleiner als 1 ist, 


S = 1—2)(s,+s,2+s,0’+-+-- in inf.), 
S—S, = A—2)(s,2"-+ 5,410"! +...) — 5, a, 
Da die Reihe der a convergirt, so werden die aufeinanderfolgenden 
Gréssen s, mit wachsendem x» sich immer mehr n&bern und unter 


einer festen Grésse bleiben; es wird also ein Mittelwerth M,, zwi- 
sehen der oberen und unteren Grenze der Zahlen 


Sipe SSR es ae hei 
existiren von der Beschaffenheit, dass man hat 

G—2) (8,2 + S410" ---) = M,d—2) (a4 011+...) 

was 
Daher ist 
S—S, = x2”(M,—s,), 
also gewiss kleiner als M,—s,. 

Unser Satz fordert den Beweis der folgenden Behauptung: 
Wie klein auch die Grésse « gegeben sei, man kann m so gross 
nehmen, dass fiir jedes « von O bis 1 inel. 

(a, a, @ + 4, 27+ +++)—(a,+ 4,0 +++ + a, 2") 
kleiner wird als «, und fiir noch gréssere ~ auch < « bleibt. 

Die obige Differenz stimmt fiir «=—1 mit s—s,, und wenn 
x <1 ist, mit S--S, tiberein. Da die Reihe der a convergirt, so 
wird erstens von einem hinlinglich grossen » an, s—s, kleiner 
als ¢, zweitens s,4,—S, fiir jedes positive », also auch M,—s,, 
kleiner als «. ; 

Hiermit ist unser Satz bewiesen. 

Wir ziehen aber hieraus einen Satz von Abel, der mehrfach 
im Handbuche erwihnt wird. Weil die unendliche Reihe mit jeder 
beliebigen Niherung ¢ durch eine ganze Function von einem Grade 


D2 # 


ao 
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n (der durch ¢ bestimmt wird) 

a,+a,¢+a,a?+-+--+a,0" 
dargestellt wird, so ist die unendliche Reihe eine continuirliche 
Function von 2, oder, wie man gewohnlich sagt, die Grenze, wel- 
cher sich die Function 

a,ta,e+a,x°+-- 

fiir «1 nihert, ist a,4a,+a,+---, wenn die Reihe der a con- 
vergirt. . 

Einen einfachen Beweis dieses Abel’schen Satzes, welchen 
Abel im I. Bande des Crelle’schen Journals*) aufstellt und be- 
weist, hat Dirichlet gegeben**). Bei dem Beweise unseres Lehr- 
satzes habe ich mich einer Transformation bedient, die bei Di- 
richlet vorkommt. 


Zu S. 85. 


Wir fiihren das weiter aus, was dort am Schlusse des § 18 
angedeutet wurde: 

Wenn & eine beliebige gebrochene positive Zahl bedeutet, so 
lisst sich x* nicht mehr allgemein fiir jedes @ in eine Reihe von 
Kugelfunctionen entwickeln, wohl aber noch dann, wenn « (positiv 
ist und) zwischen O und 1 liegt. Dass dies wirklich geschehen 
kann, erkennt man aus dem allgemeinen Satze tiber die Entwicke- 
lung von Functionen zweier Verinderlichen nach Kugelfunctionen, 
wenn man ihn auf den Fall anwendet, dass die Functionen von 
einer der beiden Veriinderlichen, der Liinge w, unabhingig werden. 

Die Entwickelung ist aber keine bestimmte, sondern hingt von 
dem Werthe ab, den die Reihe fiir negative Werthe von @ an- 


m(m— 
1.2 
**) Démonstration d’un théoreme d’Abel; Note de M. Lejeune-Dirichlet. 
Communiquée par M. Liouville. Liouville, J, de Math. Deuxitme Série. T. VII, 
1862. S. 253—255. Liouville leitet seine Mittheilung mit den Worten ein: 
. Causant un jour ayee mon excellent et si regrettable ami Lejeune-Dirichlet, 
je lui disais que je trouvais assez difficile & exposer (et méme comprendre) la démon- 
stration qu’Abel a donnée de ce théoreme important. Dirichlet se mit sur-le- 
champ @ écrire sous mes yeux, dans le seul but de me venir en aide, la Note ci- 
apres, qui m’a été d'un grand secours et qu’on me saura gré de livrer au public.., 


1 
) 294 ete, S.311—339. 


*) Untersuchungen iiber die Reihe 1-+ ; e+ 
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nehmen soll. Schreibt man z. B. vor, dass die Reihe fiir negative 
x dasselbe wie fiir positive darstellen soll, namlich die k‘® Potenz 
des Zahlenwerths von a, so stellt die erste von den vorstehenden 
Reihen, wenn man in ihr 2n durch & ersetzt, fiir positive @ noch 
immer die Potenz dar, und man hat 


of wie ea ea a ok ee ae k(k—2) 
* + °appaps * +? apnea) 


Fit pa 


wihrend, wenn die Reihe fiir negative « den negativen Zahlwerth 
von «* geben soll, die zweite Reihe diese Potenz fiir positive « 
darstellt, man also hat 

Pees yi (k—-l) x: (k—1)(k—3) 5 
es hy he) ahs (DURE D ETO fT 
Soll endlich die Reihe sich fiir negative # in Null verwandeln, so 
wird «* fiir positive « durch das arithmetische Mittel aus den 
beiden Reihen dargestellt. 


Vb Vet Wy 5p 


Die Verallgemeinerung der Gaussischen hypergeometrischen 
Reihe durch einen Buchstaben gq, iiber welche in dem Zusatze zum 
2. Kapitel gehandelt wurde, hat Herrn Appell in Dijon zu einer 
Reihe interessanter Untersuchungen veranlasst, die er in den 
Comptes Rendus de VAcadémie des Sciences, Tome LXXXIX, 
S. 841 und 1031 mittheilt. In diesem Nachtrage will ich auf die- 
selben nur hinweisen, und einige von den weiteren Resultaten er- 
wihnen, die Herr Appell in den Comptes Rendus aus dem Jahre 
1880, nimlich im XC. Bande 8. 296, 731, 977 und im folgenden 
Bande am 16. August gewonnen hat. 

Euler und Pfaff haben sich schon mit hypergeometrischen 
Reihen hoherer Ordnung beschiiftigt, d. h. mit solehen, welche statt 
der beiden Elemente a und # im Zihler und dem einen y im Nenner, 
welche bei der Reihe von Gauss vorkommen, noch eine gréssere An- 
zahl yon Elementen im Zihler und Nenner enthalten, die dort ebenso 
auftreten wie a, @, resp. y, so dass sich durch Vertauschung der 
Elemente im Zihler und ebenso der im Nenner befindlichen die 
Reihe nicht ‘indert. Diese Reihen dienen zur Integration von 
linearen Differentialgleichungen héherer Ordnungen, in derselben 
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Art, wie die Gaussischen zur Integration derer zweiter Ordnung, 
und nehmen also einen bestimmten Platz in der Analysis ein. *) 
Sie zeichnen sich ferner durch manche interessante Eigenschaft aus; 
z. B. sind die zwei Arbeiten von Clausen im III. Bde des Crelle’- 
schen Journals zu erwihnen. In der ersten zeigt der Verfasser, 
dass die hypergeometrische Reihe F(a, 8,7, x) ein Quadrat besitzt, 
welches einc hypergeometrische Reihe der nichst héheren Ordnung 
ist, wenn die Bedingung erfiillt wird 
y= atB+h. 
Die drei Elemente im Zihler so wie die zwei im Nenner der 
hoheren Reihe sind dann 
2a, 28, e+8; y, 2y—1. 
In der zweiten Abhandlung findet er als Bedingungen, unter wel- 
chen das Produkt 
F(a, B, 7, ©). F(a’, B', 7, #) 
eine hypergeometrische Reihe der nichst héheren Ordnung giebt, 
ausser den im vorigen speciellen Falle angefiihrten, die neuen 
Yaa a+PB+s, 
a+a=%3, PL@=}, yty=2 
Die Elemente der Reihe, welche gleich dem Produkte ist, sind ferner 
4, sbomsd, Saerkee wis “Saar 

M. vergl. hiertiber noch den unten folgenden Nachtrag zu S. 259. 

Ein Beispiel hierfiir geben die Kugelfunctionen; mit Hiilfe 
von I, 218 findet man hieraus neue Formeln. Wenn man setzt 
o° = «’—1, und mit F eine hypergeometrische Reihe (der zweiten 
Ordnung) mit drei Elementen im Zihler und zweien im Nenner 
bezeichnet, so entsteht nimlich 


[P;(@)) = e@F(—n—v, —n+y¥, —n; $—n, —2n; —o-), 
[O2,(@)]? = g-" ?F(n+1—», n++1, n+1; n +3, 2n+2; — 9), 
P, (2) Q,(@) = FG, 4—-»% F+05 m+3, $—n; —e-). 

Neues Licht verbreitete dieser Uebergang zu hodheren Ord- 
nungen nicht. 


*) M. vergl. Thomae, Ueber die héheren hypergeometrischen Reihen, ins- 


besondere iiber die Reihe Lr pa? ;-+ ete. Math. Annalen, Bd, TI, 


Lis Diz N25, 359 


Dagegen veranlasste mich der Umstand, dass die ©-Functionen 
als specielle Faille in den dureh q verallgemeinerten Reihen ent- 
halten sind, dass aber die © der hdheren Ordnungen mehrere 
Veranderliche enthalten, eine solche Verallgemeinerung der Gaussi- 
schen Reihe zu der nacht héheren Ordnung aufzusuchen, welche 
mugleich zwei Verdnderliche enthilt, ohne doch die wesentlichen 
Eigenschaften der urspriinglichen Reihe zu verlieren. Eine solche 
Erweiterung hat aber Herr Appell gefunden, und an den erwaihnten 
Stellen berichtet er iiber seine Resultate, deren Bedeutung der nach- 
folgende kurze Auszug zeigen wird. 

Bezeichnet man mit ihm : 

A(A+1)...AaA+k—1) 
mit (A, k), und setzt (A,0) = 1, so sind vier Functionen einzufiihren 
a,m-+n)(8, m)(p', n 
UU SED les so —s Gh oe e oe 
a,m-+n)(8, m)(6', n 
FCO 38s Yi “ aT ee ot x 
~ (@, m)(a', n)(B,m)(B', 2) 


am Oe 


F,(@, @', 8, 8',7,0,y) = = (y, m+ n)(1, m) (1, 2) Pode 
rae (@,m+n)\(6,m+n) 
F, (a, , VV >; y) <a men m) CA é n)(1, m)(1, n) e ys 


wenn die Summen von m und 2 gleich O bis c© genommen werden. 
Jede dieser Functionen geniigt einer partiellen Differential- 

gleichung nach x und y; setzt man z. B. 
OF, OP oye: Oot eS: OF, jhly, in ate 
pee Oyo Opn” Crcy an Oy 

so werden die Gleichungen fiir F, 


(1—a)ar + (1—a)ys +[y—(a+ 6+ la]p—Byq —aBF, = 0, 
(1—y) ye +(1—y)es +[y-@ +8 +L yla— Bap — af! F, = 0. 
Aehnliche findet man fiir F,, F, und F,. Addirt man die fiir F, 
bestehenden, indem man dieselben Buchstaben p, q, etc. fiir die 
partiellen Differentialquotienten von F, setzt, so findet man, wenn 

man $+ 6’= 0 macht, 
(1—a)er+(1—y)yt—2ays + [y—(@ +9 + 1er]p 
+[y'—(@+0 + Dylq—edF,.= 0, 
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Es mag % ein Integral dieser Gleichung sein, », ein solches, 
welches derselben nach Vertauschung von a und 0 mit a—A und 
O+A geniigt. Sind dann s und ¢, Polynome und sind y, y’, 
1ta+d0—y—y' positiv, 4 und d—e@-+A2 nicht Null, so wird 


f fo he Ga a—y)*t?1-Y xe! dx dy = 0, 


wenn das Integral tiber den Flicheninhalt eines Dreiecks ausge- 
dehnt wird, welches durch Gerade mit den Gleichungen 


C—O yey lO 
gebildet ist. 
Macht man . 
Ce Tape! (eae ieee — sient UE 
so ist diese Function eine ganze Function 
Uinn = (y, m)(y', n) F,(—m—n, m+ y,n+y7', 7, y', LY), 
und wenn man setzt 


[ms Ty p= ftaiga Onn Uy OX OY, 


wo die Integration wie oben zu verstehen ist, so findet man 
[m,n u,v] =O, wenn m-+-n und w+  verschieden sind, aber 
M(m+n+)Cy+utmy' ++ n) 


© FQm+20+y7+7'+1) : 
wenn m+n—wu-+». 


Setzt man endlich 
f(u, v) ee cane ices d= Fs Crete 
a>0, e >0, y—-a—a' >), 
so kann man F, durch folgendes Doppelintegral ausdriicken 


fe // p(w, v)(1— ux)? (1 — vy)? dudo 


CaTa' I(iy—a—a' 
= vo ) F,(@, a’, 8; B', V2) Wy); 


die Integration ist tiber den Raum auszufiithren, wo u> 0, v>0, 
1—u—v>0, Aehnliche Formeln stellt Herr Appell auch fir F, 
auf, giebt ferner Formeln zur Transformation von F, in F,, von F, 
in F,, und andere merkwiirdige Beziehungen zwischen solchen all- 
gemeineren hypergeometrischen Reihen. Eine gréssere Abhandlung 
iiber diesen Gegenstand wird er, wie er mir mittheilt, im Journal 
f. reine und angewandte Mathematik veréffentlichen, 
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Nach dem ersten Absatze schalte man ein: 

Ist aber a, nicht Null, so setze man y = sa”, und nehme fiir 
n eine Wurzel der Gleichung 

a,n?+a,n+a, = 0. 

Dann geniigt s einer Differentialgleichung von derselben Form wie 
y, in welcher aber der a, entsprechende Faktor Null ist. Es wird 
also y, wenn es nicht selbst gleich einer hypergeometrischen Reihe 
ist, sich durch ein oder zwei Aggregate ausdriicken lassen, deren 
jedes durch das Produkt einer solehen Reihe und einer Potenz von 
x gebildet wird. 


Zu S. 155 und 201. 


Die Formel (f) ist nicht zuerst von Jacobi, sondern schon 
von Rodrigues angegeben. M. vergl. S. 20. 


Zu 8. 183. 

1) An dieser Stelle habe ich den Satz aufgestellt und bewiesen, 
dass P™(cosy) mit wachsendem » nicht nur dann zu Null convergirt, 
wenn y eine feste reelle Zahl ist, sondern auch dann, wenn y von 
der Form ist 0.n—*, wo @ eine feste Grésse, a eine positive Zahl 
unter + ist, wihrend P zu J(@) convergirt, wenn a=1 gesetzt wird. 
Herr Bruns hat neuerdings diesen Satz noch verallgemeinert *), 


*) Borchardt, Journal f. Math. Bd. 90, S. 322 328. Herr Dini hatte 
den Theil des Beweises fiir den Satz iiber die Entwickelung einer Function von 
zwei Verianderlichen, welcher durch Dirichlet nicht ganz erledigt war, auf die 
Untersuchung der Grenze eines anderen Integrales als Dirichlet, namlich von 


DP 1P” (cos 
Se F(0) ees dy 
C 


0 
fiir n = oo zuriickgefiihrt. Trotz des zu Grunde liegenden glitcklichen Gedankens 
gelang es ihm jedoch nicht, die Untersuchung zum volligen Abschluss zu bringen, indem 
er seine eigene fernere Beweisfiihrung auf einem Satz tiber den Werth der Kugel- 
function P” (cosy) fiir n == 00 aufbaute, den er entlehnt hatte, der aber zu Bedenken 
Anlass gab. M. vergl. hieriiber I. 171 und 178—179. Naclidem ich den Satz von 
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a 


indem er nachwies, dass P™(cosy) fiir » = co Null wird, sobald 
so beschaffen ist, dass y< 7 und ny unendlich wird. Fiir diesen 
Satz gebe ich unter 2) einen Beweis, der sich den Entwickelungen 
des Handbuchs anschliesst. 

Stellt man den Satz mit ganz bekannten Eigenschaften der P 
zusammen, so kennt man daher den Grenzwerth fiir m= oo von 
P™ (cosy) fiir jedes reelle y. Derselbe ist niéimlich, wenn 7 zwischen 
O und 47 liegt, gleich : 

0, JM, 41, 
je nachdem ny resp. unendlich wird, oder gleich einem endlichen 
festen von O verschiedenen Werthe 0, oder gleich 0. 
2) Es soll y fiir » = co verschwinden und ny unendlich werden; 


man kann also setzen 


I 3 
wo h mit » unendlich wird, aber so, dass der Bruch ~, den wir 
abgekiirzt durch 2e bezeichnen, als Grenze 0 giebt. Man hat (7, b) 

al 
m P (cosy) =[" SG: seu 
‘ ysin’4y— sin’ Lp 
und hieraus, wenn man statt @ eine Verdnderliche w durch die 
Gleichung np = hw einfiihrt, 


é 


0 
(@)-... 42P™ (cosy) =f a ——— cos(wh + we) dy. 
/ Ysin’ef — sin’ ey 


Man multiplicirt unter dem Integrale im Zahler und Nenner mit 
y0’—w*. Der Ausdruck unter dem Integrale auf der Rechten ist 
gleich dem Produkte aus 


0?——w? 
G22 ) Geltatt ) f 
é é 
S. 183 aufgefunden hatte, konnte ich den Beweis des Herrn Dini von einer ge- 
wissen Stelle an aufnehmen und zum Schluss bringen, wobei der Mittelwerthsatz des 
Herrn du Bois-Reymond eine wesentliche Rolle spielte. M. vergl. I. 485—437. 
Diese Bemerkungen stelle ich hier zusammen, um die Einleitung der Arbeit des 
Herrn Bruns zu ergiinzen, aus deren Wortlaut der Sachverhalt sich wohl nicht 
leicht entnehmen lisst. Der gegenwiirtige Beweis des viel umworbenen Satzes von 


Laplace, unter den Beschrankungen, welche ich der zu entwickelnden Function 
auferlegte, hat, so viel ich weiss, nicht zu Bedenken Anlass gegeben, 
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— und dieser Faktor wird mit wachsendem » unendlich nahe 


gleich 1 — und aus der Function 
cos(wh + we) | 
Voy" 
Daher wird $a P (cosy) unendlich nahe gleich 
A lies GLa 


Scellanis 


durch die Substitution w= 0—~y geht dies Integral m 


0 dn 
cos[(h-+-2)(0 tH 
J oslo 0-55 
iiber, und wird nach dem 4. Satz auf S. 62, da h, folglich h+e 
mit wachsendem m in’s Unendliche wichst, zu Null, und zwar zu 
derselben Ordnung wie h-3. 

3) Die am Schluss von 1) angegebenen weiteren TieensctiaRen 
von P kann man gleichfalls aus (a) in 2) ableiten. Es wird erstens 
ny auch noch unendlich, und zwar ohne dass y, wie es in 2) ge- 
schah, Null wird, wenn h =n ist, zweitens ny endlich und nicht 
Null, wenn h = 1, drittens my endlich und Null, wenn h = 0 fiir 
m= oo genommen wird. Im ersten Falle folgt aus (a) 


7P" (cosy) ae cos(n+s)ydy | 


Vsin?40—sin? hy’ 


also wird P Null von derselben Ordnung wie n—?; im zweiten 
Falle geht P"(cosy), nach (a), fiir » = oo in 


2 oh ° cosy dw 
7 d Ve—wy? 
iiber, und dieser Ausdruck stimmt mit J(@) tiberein (S. 184). Im 


dritten Falle endlich, wenn fA fiir ein unendliches » sich in Null 
verwandelt, hat man aus (a) fiir = 00 


al 
P™ (cosy) == yh a = 1 
0) 


Hierdureh ist zugleich der Beweis des Hiilfssatzes fiir den § 117 


vereinfacht. 
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Zu 8. 221. 

Herr Hermite hat im Eingange seiner Abhandlungen, welche 
in den Comptes rendus unter dem Titel Sur quelques applications 
des Fonctions elliptiques erschienen sind, bemerkt, dass wenn F(a) 
eine Léisung der Lamé’schen Differentialgleichung 


= nn +1) k’sn® x+hly 


ist, in welcher » eine ganze positive Zahl vorstellt, das allgemeine 
Integral sei 
y = CF(@)+C'F(—2). 
Die Function F(a) ist, wenn » eine positive ganze Zahl bezeichnet, 
eine soleche welche (I. 398) die Gleichungen 
F@+2K)=uF(a), F(e4+2ik') = w'F(a) 

erfiillt, wenn w und w’ Constante bezeichnen. Wahrend man im 
allgemeinen zwei Lésungen von ahnlicher Form F(@) und F(— 2) 
besitzt, die nicht periodisch sind, nehmen die Lésungen in dem 
Grenzfalle, der gerade der Gegenstand unserer Untersuchungen tiber 
die Lamé’schen Functionen war, eine verschiedene Gestalt an; man 
weiss, dass die eine Lésung eine ganze Function von sna, cnx 
und dna wird, wihrend die zweite noch elliptische Integrale der. 
beiden ersten Gattungen enthiélt. Die Untersuchungen, welche die 
allgemeine Lamé’sche Gleichung betreffen, hat Herr Hermite in 
einer besonderen Arbeit *) auf den speciellen Fall iibertragen, in 
welchem Lamé’s Differentialgleichung in die der Kugelfunctionen 
iibergeht. Diejenigen Resultate, welche mit den Entwickelungen 
auf §. 221 in Verbindung stehen, sollen hier mitgetheilt werden. 

Aus §. 221 folgt, dass die Differentialgleichung fiir die Kugel- 
functionen 


Coe |d—e Dee kk Jn@ty— 7 |y =0 
x 
ein Integral besitzt 
32) Hp TT 0)s ange) ed 
Ce Or (Gorm “Fon Phin cense 


*) Sur Vintégration de léquation différentielle de Lamé, Borchardt’s 
Journal Bd. 89, S, 9—18. 
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Die rechte Seite dieser Gleichung ist nicht nur dann eine Lésung, 
wenn, ausser n, auch » eine positive ganze Zahl wird, vielmehr 
auch dann noch, wenn man fiir » eine beliebige Zahl ausser —1 
nimmt, also fiir » die nicht negative Wurzel aus »”. 

Wenn man 2 in der Gleichung (36) mit —- vertauscht, so 
bleibt die Gleichung ungedndert und es ist daher 


eb Hi(n-+ v) a ae, ae 
to aie ean eee ES SBS a) 


gleichfalls eine Lésung von (36). Vorausgesetzt, dass P und R ver- 

schiedene Lésungen sind, ist also das allgemeine Integral von (36) 
y = CP (x)+C'R. 

Dies ist eine algebraische Function von x von sehr einfacher Ge- 

stalt, da die hypergeometrischen Reihen, die in P und R yvorkommen, 

ganze Functionen von « sind. 

So lange +» nicht eine von den Zahlen 0, 1, 2,..., iibrigens 
aber eine beliebige Zahl bedeutet, sind die Integrale P und R in 
der That verschieden, ist aber » eine von diesen Zahlen, so sind 
die Lésungen gleich. Durch eine Combination von P und R, welche 
man hiufig in dem Falle des Gleichwerdens zweier Liésungen an- 
wendet, findet man dennoch in diesem Falle eine zweite Lésung, 
welche dann unsere Lésung Q?(@) giebt. 

Dass P und R fiir em ganzes positives n dieselben Lésungen 
geben, wenn » eine von den Zahlen 0, 1, 2, ete., » bedeutet, wurde 
bereits im V. Kapitel 8. 238 gezeigt. Wir beweisen, dass die Lé- 
sungen verschieden bleiben, wenn » eine andere Zahl vorstellt. 

Waren sie nimlich gleich, so wire das Produkt von (@#+1)” 
in eine fiir « = 1 nicht verschwindende Function, némlich in 


Tly I(v—1) 
Tv +n) Mw~—n—1) ’ 


F(—n, n+1, »+1, I) = 
gleich dem Produkt von (a@—1)” mit einer endlichen Function, was 
unmoglich ist, da das letzte Produkt fir 2 = 1 Null wird. 

Driickt man F(—n, 41,941, =) nach I, 158, (24) dureh 


einen »* Differentialquotienten aus, so erhilt man das vollstandige 
Integral im allgemeinen, d.i., wenn nicht » =O, 1, 2,..., ” ist, als 
algebraische Function in der Form 
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: i xz see ios —{ ip ied (1 ++ Zee 


96) sap — [Ate —ay) 


Um von dem allgemeinen Falle auf den speciellen eines posi- 
tiven ganzen », welches <n-+1 ist, zu kommen, geht man davon 
aus, dass ausser dem ersten Integral P;(#) auch die Verbindung der 
beiden Lésungen 
Oe EP een 
eine Lisung ist; wihrend die erstere aber fiir ein ganzzahliges » 
die Kugelfunction erster Art in ihrer gewéhnlichen Gestalt ist, wird 
der vorstehende Ausdruck 0, so dass seine Variation nach » fiir 
y=0,1,2,...,”, die zweite, Q% entsprechende Lisung giebt. Man 
bilde die Variation von 


= "Fm, nat, et, 5 STAE aes p(Zey F(-1, nel, v4, 75") 


Variirt man zunichst die Factoren 
es +i 
a+l ; 
so tritt vor dieselben der Factor 
—1 
zie ile — ail. 
Beriicksichtigt man, dass der erste und zweite Summand fiir die in 
Rede stehenden Werthe von » gleich und entgegengesetzt werden, 
so giebt also die Variation von (b), im vorliegenden besonderen 
Falle, die zweite Lésung in der Form 


po ps dy uf ae etl ay vey 
(x)log aa +45 Oy, 2) +(—1y"(=+)) 00, —2), 
wo die ganze Function von a, die hier mit der Bezeichnung @ ein- 
gefiihrt wird, ein Differentialquotient nach » ist, naémlich 


ton x A(t GS) 


Man vergleiche diese Form fiir die zweite Lisung mit den friiher 
gefundenen Formen von Q}, fiir den Fall »=0O mit (20, c) auf 
S. 141, fiir grésseré Werthe von » mit den Gleichungen § 54 auf 
S. 230. Mit Hiilfe der von Gauss eingefiihrten Functionen ¥% lasst 
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sich iibrigens ® als endliche Reihe leicht angeben. Es ist nimlich 
@(», x), wenn man von dem numerischen Faktor absieht, der dem 
Differentialquotienten vorausgeht, gleich 


#().F(—n, n+1, +1, aoe - 
(n+1)n (n+2)...(m—1) | 
Ly, ~ —x)°’—ete. |. 
| Ey) Dna) Poth 2) OF Gated) P(v+2)(1-2x)’-ete 
Schliesslich bemerke ich, dass die Reihen fiir die beiden Lé- 
sungen der Differentialgleichung (36) durch Umkehrung, d. i. statt 
nach aufsteigenden nach absteigenden Potenzen von 1—a geordnet, 


geben 
P (2) = =y (a— 1p F(—2, —n—v, —2n, —o 


=(221) (@+1yF(—n, —n—», —2n, ie) 


die beiden Lésungen sind selbstverstaindlich, da sie mit den fritheren 
tibereinstimmen, nur dann verschieden, wenn » nicht eine von den 
Zahlen 0, 1, 2, ..., « bedeutet. 

Der Fall, dass m nicht mehr gleich einer ganzen Zahl gesetzt 
wird, giebt zu abnlichen Untersuchungen Anlass. Er wurde bereits 
bei der Theorie der Kegelfunctionen im § 64 des zweiten Bandes, 
soweit es dort erforderlich war, behandelt. 


v— 


Zu S. 248. 


Den dort entwickelten Formeln fiige ich noch die folgenden 


hinzu: 
Wenn g eine positive Zahl bezeichnet, so ist fiir ein unend- 


liches q ; 
a” e2 Bt 


oy a = — SD 
(P+) Bam 


ay, 
K,(p+qi) = (ive 


Zu 8S. 258—259. 


Die Gleichung (48) kommt schon in den Legons sur les fone- 
tions inverses etc. von Lamé (Paris 1857) vor, im § 170, Gleich. (28). 
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Vv 


eee) 
Man fiige ferner zu der Recursionsformel fiir 2 a*—1 Es auf 


S. 259 (es ist dort der Faktor 2 ausgelassen) noch die entsprechende 
hinzu: 


2e—1 oe a (ey) Oj phe yO, 


Zum 4. Kapitel des I. Theiles. 


Die Kugelfunctionen P und Q und ihre Differentialquotienten 
sind hypergeometrische Reihen und geniigen als solche der be- 
kannten linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung. In dem 
Zusatze zu S. 97—125 war bereits gezeigt, dass Clausen’s Unter- 
suchungen tiber die Faille, in welchen das Produkt zweier Gauss’- 
schen hypergeometrischen Reihen eine Reihe der nachst héheren 
(zweiten) Ordnung giebt, uns fiir die Quadrate der Kugelfunctionen 
PY und Q%, und ebenso fiir das Produkt dieser Functionen P;.Q/), 
eine hypergeometrische Reihe zweiter Ordnung verschaffen. Herr 
F. Neumann (Kénigsberg) hat in seinen Beitragen zur Theorie der 
Kugelfunctionen*) gezeigt, dass das Produkt zweier Kugelfunctionen 
mit verschiedenen Indices und gleichem Argument 2, 

P™PO, QGMOM, POO, 

einer linearen Differentialgleichung vierter Ordnung geniigt, welche 
auf die dritte Ordnung hinabsinkt, wenn die Indices m und 2 ein- 
ander gleich werden. Dasselbe zeigt Herr F. Neumann von den 
Zugeordneten P” und Q”. Ferner entwickelt er die erwihnten Pro- 
dukte in Reihen von Kugelfunctionen. Endlich erweitert er die 
Resultate indem er Produkte aus einer grésseren Anzahl von Kugel- 
functionen bildet. Um das Handbuch zu vervollstindigen, theile ich 
den Gang der Untersuchung und einige Resultate mit, die sich in 
der 2. Abtheilung S. 81—156 bei Herrn Neumann finden. 

§ 1. Zuniichst stellen wir die erwihnten linearen Differential- 
gleichungen 4 resp. 3. Ordnung auf. 

Man setze 


7m 7. i IPE) PA) 

po” a eee c Se 
(a) P (2) a ; aes a Z; 
l—a’ =f, mm+1)=M, rnathb=n. 


*) Erste und zweite Abtheilung. Leipzig 1878. S. 1—156, 4°. 


Fascists MeO Oy, 
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Dann sind die Gleichungen fiir P” und P” 


d(f. E ey 4+ MP” (v) = 


ae eR A ees 
fe 6 


Da aber durch Differentiirung von Y nach 2 sich ergiebt 


dY Sear. migaP 
fo =P f+ Pt, 


so erhalt man durch eine fernere Differentiation 
ae =) eats yyy OZ = 0. 


Andererseits hat man, wenn man 


is sae dP” 
2 -f —— 


XL 


nach « differentiirt, 


und durch ee Differentiation 
pee ee = 2MNY—(M-+ N)fZ. 
Aus (a) und (0) eliminirt man Z und findet 
Fre +a ears +y so i+aemy =o. 


Setzt man statt f, Y, ete. ihre Werthe ein, so erhalt man fir das 
Produkt 


Y = P(x) P(a) 


die asa vierter Ordnung 


el Pay) 


+2[m(m-+1)-+n(m+1)] ice 2) Yay | em n)’(m+n+1)? Y=0. 


Derselben Differentialgleichung wiirden offenbar die Produkte 
PQ” oder QQ” geniigen. 

Diese Differentialgleichung vierter Ordnung verwandelt sich, 
wenn m =n gesetzt wird, indem man nach « integrirt, in die fol- 


Heine, Anwendungen der Kugelfunctionen, 2. Aufl, DA 
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gende dritter Ordnung: 


4 faa) 4 (1-29 )] + 4mm tna) 4 —a¥|=0. 
Die rechte Seite ist nimlich 0 und nicht eine andere Constante; 
man zeigt dies sofort fiir den Fall Y= P”P”, indem man, zur Be- 
stimmung der Constanten, «= 1 setzt und bemerkt, dass dann 
P"™=1, und dass, wegen der, Differentialgleichung welcher die 
Kugelfunction P geniigt, der Differentialquotient von P” nach « 
gleich 4m(m-+1) wird. Wiirde man die Rechnung, welche uns die 
Differentialgleichung vierter Ordnung verschaffte, mit der Verein- 
fachung ausfiihren, welche dadurch entsteht, dass man m = n setzt, 
so wiirde man daher diese specielle Gleichung, und zwar gleich- 
giiltig welches von den drei Produkten Q”P”, P“Q”, Q"Q” gleich 
Y gesetzt war, erhalten. Daher geniigt jedes der drei Produkte 
der obigen Differentialgleichung dritter Ordnung. 

Eine Differentialgleichung fiir Z ergiebt sich unmittelbar aus 
den obigen Formeln. 


§2. Herr F. Neumann hat die Differentialgleichung 4. Ord- 
nung, und zugleich auch die der dritten durch Reihen integrirt, 
welche nach Kugelfunctionen fortschreiten. 

Zuerst handeln wir von dem Produkte der Kugelfunctionen 
erster Art P”(a)P"(x); aus den bekanntesten Eigenschaften der 
Kugelfunctionen geht hervor, dass sich dies in der That durch 


eine Reihe 
(can. WP OP) toa?) 

darstellen lasse, wo p, wenn n= m ist, alle Werthe n—m, n—m-+2, 
n—m--A, ete., »-+-m durehlauft, also alle Werthe von n—™m bis 
n-+m, welche diesen Zahlen gleichartig sind. Die Coefficienten a 
der Entwickelung findet man durch ein ‘hnliches Verfahren wie 
bei der Integration durch Potenzreihen. Hier reducirt man durch 
(8) und (16), d. i. durch die Gleichungen 

d nUOP a: 
@lt-9) =| alee ial) 


(2y+1)eP” = (+1)P— oP’, P= aP. 


Das Resultat des Herrn F, Neumann gebe ich in folgender Form: 


Zum 4. Kapitel des I. Theiles. evel 


Setzt man 


1.3.5...22g—-1) _ 
we@ye.. 


m+n+t+p = 2o, 
wo o eine ganze Zahl wird, so findet man a, durch die Gleichung 
@) a, = 2PtL wo—myCo—n)w(o—p) 
2o+1 w(o) 
Hieraus folgt unter andern auch die Gleichung 


ORS Sf P@P@P @)ae = ae po-m)po-n)w(o-p) 


ol (6) 


wenn m,n, p ganze Zahlen sind, deren Summe m-+n-+p eine gerade 
Zahl ist, und von denen jede kleiner ist als die Summe der beiden 
anderen. 

Aus der Gleich. (e) wiirde sich umgekehrt auch unmittelbar (d) 
und damit die Entwickelung des Herrn Neumann fiir das Produkt 
P” P”, ergeben. Die Gleichung (e) findet sich bereits*) in Ferrer’s 
Spherical Harmonics, London 1877, 8. 156 ohne Beweis. Durch 
Recursion hat Herr Adams den Beweis derselben in den Procee- 
dings of the Royal Society Vol. XXVII (10. Januar bis 20. Juni) 
1878 gefiihrt (S. 63—71). 

§ 3. Nach den Gleichungen (20, 6 und c) auf S. 141 des 
I. Bandes ist 
$P"(e)log 24> = 2"(@) + 0°) 
wo Z” eine ganze Function »—1'" Grades von @ bezeichnet. Mul- 
tiplicirt man beide Seiten von (c) mit dem halben Logarithmus, so 
zerfallt die linke Seite, auf der wieder =m angenommen wird, 
in P”Q"+P"Z”". Auch das allgemeine Glied der rechten Seite zer- 


legt sich in die Summe zweier, a,Q’+ a,Z", so dass man erhiilt 


po Q” ms Sd, Q” = z= Ay Vpe na es Pp” pe 
P p 


Die rechte Seite ist eine ganze Function von x, wird also un- 
endlich fiir 2 = co, wenn sie nicht eine Constante wird. Da n>™m, 
so wird aber die linke Seite 0 fiir « = cc, also ist die rechte Seite 
eine Constante und zwar 0. Wir haben daher die Entwickelung 


*) Herrn Cayley verdanke ich diese Citate. 


24 # 
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eines zweiten Produktes 

(f) .. P"@)0"(@) = Sa,0"(e), 
wenn die Summe sich wie oben von p=n—m bis n+ m_ iiber 
alle gleichartigen Werthe erstreckt und die a die friiheren, durch 
(d) gegebenen Constanten sind. 

§ 4. Die Integration der Differentialgleichung vierter Ordnung 
zeigt, dass das Produkt der Functionen zweiter Art 0” Q", abgesehen 
von einem constanten Faktor, mit der Entwickelung des Produktes 
PP” iibereinstimmt, wenn man m und » mit —m—1 und —n—1 
vertauscht und Q”*" fiir P~”~” setzt. Die Entwickelung ist dann 
drittens, es mag =m oder n << m sein 


(g) --- Q"@)O"(@) = 3b,0’(@), 
wenn von p = m-+-n-+1 bis in’s Unendliche iiber alle gleichartigen 
p summirt wird. Die von Herrn Neumann gefundenen Werthe 
von b bringe ich in die Form 
(h) pares 2p-ele o+1 _w(p—o)po+1) 
cS Oe 204+1 (o—m)(o—n) wo—m)w(o—n)’ 


wo gesetzt ist 


m+n+tp+1 = 2o. 

§ 5. Es bleibt noch das Produkt P*(@)Q”(x) zu behandeln, 
wenn x > m ist. In diesem vierten Falle multipliciren wir P” P” 
wiederum mit der Halfte von log(#+1)—log(#—1), und erhalten 
sowohl P"(Q"+Z") als auch P”(Q"+Z"). Diese Ausdriicke sind 
daher gleich und wir erhalten teen 

Po Ov POO = Pa =P 
Da Z eine ganze Function von @ ist, nimlich die bei P’ oder P° 
abbrechende Reihe 


gn — 2m —l 2n—5 


2—1 n—3 
ek ae 5 Gee ee 


so ist auch die linke Seite der vorhergehenden Gleichung eine 
Function, die sich in eine endliche Reihe von Kugelfunctionen 
erster Art entwickeln lisst. Man erhalt daher, wenn x > m ist, 
fiir ein ungerades n—m, indem man setzt n—m—1 = 20, 


ro) 
PY@)O"(@) = PM(@)O"(@) + S oP”), 


7a. S311 —O13.08 78. 


(Sus 
=a 
oo 


und wenn »—m gerade ist und man n—m = 2e setzt, 
7 ™m™ mn n = a 
P"(@) QO") = P"(a) Q" (x) + Sey P* *(@). 


Herr Neumann hat auch die Coefficienten c und e angegeben; 
man hat 


C= ala __ ¥@=») | yOt+m+r41) 
"“(mfn—WGFrF])  wmfo—») pOFr4h ? 
i 4y+3 w(e—v—1) UG aa 


7“ Qe+2v+D(e-m—r) | wletm—r) we+r) 


Zu 8. 311—313, § 73. 


1) In dem § 73 findet man das Additionstheorem von Laplace, 
die Entwickelung der Function P"(cosy), wo gesetazt ist, 
cosy = cosOcos0, + sind sin O, cos(y,—w), 
nach Cosinus der ganzen Vielfachen von (w,—w) und nach ganzen 


Potenzen von Sinus und Cosinus der Bogen @ und 6,. Eine solche 
Entwickelung findet man also auch fiir die Function 

#3 1 

Ya? —2aa' cosy +a" 

wihrend es fiir die Stérungsrechnungen von besonderer Wichtigkeit 
ist, T, gerade umgekehrt, nach Cosinus und Sinus der ganzen Viel- 
fachen von 0 und 6,, und zugleich nach Potenzen der Sinus und 
Cosinus von y,— wy in schnell convergirende Reihen zu entwickeln, 
oder wie es im Folgenden geschieht, nach Potenzen von sin’4(w, —w) 
und cos’4(w,—w). Solche Reihen fiir T hat Hansen im IV. Bande 
der Abhandlungen der Sachs. Ges. der Wissenschaften *) abgeleitet 
und dureh zahlreiche hinzugefiigte Tafeln fir die Berechnung 
brauchbar gemacht. In der neuesten Zeit hat Herr Tisserand 
dieselbe Aufgabe in den Comptes rendus de |’Ac. des Sciences **) 
vom Jahre 1879 behandelt und zu einer Lisung von grésster Ele- 


{W 


*) Entwickelung der negativen und ungeraden Potenzen der Quadratwurzel 
der Function r?-- r’?— 2rr' (cos Ucos U'+-sin Usin U' cos J). 

**) Gelesen sind die Arbeiten in den Sitzungen vom 20. und 27, Januar, 
3. Februar, 16. Juni, 29. September und 6. October. In einer neuen Redaction 
werden sie in den Annales de l’Observatoire de Paris erscheinen, 
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ganz gefiihrt. Die analytischen Ausdriicke, zu denen er gelangt, 
sind von einer ganz unerwarteten Einfachheit. 

Herr Tisserand schliesst sich der Bezeichnung von Le Verrier 
an, in welcher der von uns mit cosy bezeichnete Ausdruck, sein 
VeTISt 

cosy = cos(l’— A) — 27’ sin(l/—¢')sin(A—7'), 
wo n =siniJ die Neigung zweier Planetenbahnen ausdriickt. Um 
dies mit unserer Bezeichnung in Einklang zu bringen, hat man 


zu setzen 
A—v' =0, '—c =0,, n=sinty,—y). 


Macht man 
coss(Y,—w) =m sinZy,—y) =», 2=y—z, 20,=yt2, 
so dass w+v=1 ist, so geht cosy iiber in 

cosy = wcosa-+ vcosy, 
und die Aufgabe besteht darin, 7 nach Cosinus der ganzen Viel- 
fachen von x und y, nach ganzen Potenzen von uw und » zu ent- 
wickeln. 

2) Zu ihrer Lésung entwickelt Herr Tisserand T nach Cosinus 
der ganzen Vielfachen von y in die Reihe 

A”) + 2A cosy + 2A cos2y + ete., 
wo die A Constante nach y sind und auf ganz bekannte Art von 
a und a’ abhingen. Das Verfahren des Herrn Tisserand bleibt 
noch fast ohne Abainderung anwendbar, wenn man statt T eine 
beliebige Potenz von T nach Cosinus der Vielfachen von 2 und y 
und Potenzen von w und » entwickeln soll. Man findet nimlich 
bei Gauss in Nr. 6 der Disquis. gen. cirea ser. inf. die Entwicke- 
lung von 
(a?—2aa’ cosy -+ al’) ” 

in eine nach Cosinus der Vielfachen von cosy fortschreitende Reihe, 
und versehiedene einfache Formen fiir den Ausdruck A, der als 
Faktor von 2cossy resp. von cosoy auftritt. M. findet diese Ent- 
wickelung I, § 69. 

Die Aufgabe der Nr. 1 ist nunmehr darauf zuriickgefiihrt, es 
solle cosny fiir jede ganze Zahl n in eine Reihe, die nach Cosinus 
der Vielfachen von x und y, nach Potenzen von w und » fort- 
schreitet, entwickelt werden. 

Man erkennt aus den ersten Abhandlungen des Herrn Tisse- 
rand, mit welehen Schwierigkeiten man zu kimpfen hat, wenn 
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man diese Aufgabe direct angreift. Die Laplace’sche Entwickelung 
von P"(cosy), der Kugelfunction zweiter Ordnung, fordert zu der 
Entwickelung nicht von cosmy, sondern der Kugelfunction dritter 
Ordnung (I. 452), nimlich von 

1 sin(rn+1)y 

\n siny 
auf. Existirt doch fiir solche bereits ein Additionstheorem, welches 


dem von Laplace fiir die zweite Ordnung gefundenen entspricht, 
namlich (I. 457, (80, a)) 


sin(n+1)y _ > (2y-+1)T(n—v) 


sin y v=0 II(n +» +1) 
ar sin(n +1) sin(n+1)0' 
( sul Jn sna pa ) (sin 0 sin 0')” P* (cos(w, —)). 
(dcos 0)’ (deos0')” 


Da man hat 


sin(n+1)y  sin(n—l)y 
siny siny 


= 2cosny, 


so erhilt man die gesuchte Entwickelung von cosny sofort durch 
Subtraction zweier Glieder, wenn man eine solche fiir ein jedes 
von den beiden Gliedern der linken Seite besitzt. 

Wir suchen daher eine Entwickelung 
aa = Roy +22 Ry cosixa + 22K; cos jy + 42K; cosix cos jy 
auf, wo die R ganze Potenzen von w und y enthalten und die erste 
Summation sich von i=1, die zweite von j =1 bis » erstreckt, 
die letzte Summe eine Doppelsumme ist von t=1, j=1 bis 
i+j—n. Es sind aber nur solche Werthe fiir ¢ und j in jedem 
Gliede zu nehmen, welche bewirken, dass i+ j mit » zugleich 
gerade oder zugleich ungerade wird. 

Es ist das Verdienst des Herrn Tisserand, die schénen 
analytischen Ausdriicke fiir die R entdeckt zu haben. Er findet 
nimlich 
iil et i—j+2)(n—i—j+A)...(n—i+))] [(nt+i—j+2) (n+i—j+4)...(n+i+y)] 

(2.4.6...27)? 


i+ j— Oe ; 
vl rit eee pak »)| 


(pees 
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Fiir grosse Werthe von m findet Herr Tisserand mit Hiilfe 
einer Arbeit von Herrn Darboux im Journal de Math., 3. série, t. IV 
(Sur approximation des fonctions de trés grands nombres) 


2 v cy 
By = Seine, capy Ut (Pisin 4D, — Wh 


LM SOL, 9 09: 

Im § 99 zeigte sich, dass die Wurzeln der Gleichung 
[Ayv—w?VV?—c7}EA)=0, (b <0), 
reell, ungleich, kleiner als ¢ und weder O noch 6 sind. In einer 
Abhandlung, welche im XVIII. Bande der Annalen erscheinen wird, 
zeigt Herr F. Klein, mit Hiilfe einer auch abgesehen von dem 
vorliegenden Zwecke interessanten geometrischen Betrachtung, wie 
jene Wurzeln 4 sich auf die beiden Intervalle von 0 bis b und von 
b bis c¢ vertheilen. 

Die Functionen E zerfallen fiir jeden Index n in vier Klassen, 
die zusammen 2n-+-1 Individuen enthalten (S. 376). Jede Function 
E ist, abgesehen von einem etwa vorkommenden Faktor 4, ¥4?—b? 
oder j/A?—c’, eine ganze Function von 4° und zwar vom Grade +, 
wenn die Klasse z-+-1 Individuen besitzt. Bezeichnet man durch 
s eine beliebige unter den c+1 Zahlen von O bis zc, so zeigt 
Herr Klein, dass immer eine und nur eine Function E der Klasse 
existirt, welche smal von 4=0 bis4 = b undt—smal vond4=b 
bis 4=c verschwindet, so dass also das Individuum durch die 
Vertheilung der Nullwerthe auf die Intervalle 0 bis b und BD bis ¢ 
vollstindig bestimmt wird. 

Herr Klein findet das entsprechende Resultat auch fiir die 
im dritten Theile von § 121 an auftretenden allgemeineren Lamé’- 
schen Functionen p** Ordnung; im § 99 war p = 2 zu setzen. Jede 
Klasse besitzt, wie bekannt, von denjenigen E, bei denen die ent- 
sprechende ganze Function nach 4’ den Grad ¢ hat, genau 

(+1C+2)...+P—1) 
1.2...(p—1) 
Individuen. Dieselbe Zahl zeigt aber an, auf wie viel verschiedene 
Arten « Punkte iiber p Intervalle vertheilt werden kiénnen. Herr 


Zu S. 381, §99, 8. 487 und S. 468, § 129. 377 


Klein zeigt, dass jede von den méglichen Vertheilungen der Wurzeln 
tiber die Intervalle, die im Handbuch ya, bis Ya,, Va, bis Va,, 
schliesslich a), bis Ya, heissen, auch wirklich vorkommt. 


VAN ters Ea 


Auf dieser Seite wurde der Mittelwerthsatz von Herrn du Bois- 
Reymond angewandt, wihrend ich ihn in einer Note unter dem 
Texte angab. Statt der Forderung, dass die eine Function ,weder 
vom Zunehmen zum Abnehmen, noch vom Abnehmen zum Zu- 
nehmen iibergeht“, ist durch ein Versehen gefordert worden, dass 
sie ,weder ihr Zeichen dndert, noch vom Abnehmen zum Zu- 
nehmen iibergeht“. Wegen der Bedeutung des Satzes berichtige 
ich das Versehen an dieser Stelle. 


Zu 8. 463, § 129. 


Die Untersuchungen iiber die Lamé’schen Functionen mit einer 
beliebigen Anzahl von Veranderlichen habe ich, ausser den hier 
erwihnten Abhandlungen, vorzugsweise meinen eigenen alteren, vor 
etwa 20 Jahren erschienenen Arbeiten entnommen. Ich bedauere, 
dass mir bei ihrer Abfassung Green’s memoir ,On the Attraction of 
Ellipsoids“, erschienen in den Cambridge Philosophical Transactions, 
1835 *), noch nicht bekannt war. Dort sind diese Functionen be- 
handelt, ohne dass statt der rechtwinkligen andere Coordinaten ein- 
gefiihrt werden. 

Erst nach der Vollendung des ersten Bandes habe ich die Arbeit 
des Herrn Cayley in den Philosophical Transactions of the Royal 
Society, vol. 165, 1875 kennen lernen ,,A Memoir on Prepotentials‘, 
in welcher er die Untersuchungen von Green fortfiihrt und er- 
weitert. 

In derselben finden sich selbstverstindlich manche Beriihrungs- 
punkte mit den Entwickelungen an dieser Stelle des Handbuchs. 
In diesem Nachtrage muss ich mich damit begniigen, auf die inter- 
essante Arbeit verwiesen zu haben. 


*) Man findet dasselbe in den Mathematical Papers of the late George 
Green, London, 1871. 
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Ves Usescattand aula nema. 

Ons 00 Gn a2? — 1 ime Nenners sass 77- 

,, 10 v. u. im letzten Integrale statt dw 1. m. dg. 

2h We We RA HL 

» 141 v. 0. ,, m1. m. —m—1 im Exponenten von «a. 

» 10 v. 0. ,, von p wind q |. m. von 6 und q. 

» Ov. U. ,, imaginiren I. m. reellen. 

» 2v. 0. ,, cosecosfd und statt C 1. m. cospcosgt und —C. 
,», 14 v. o. im 2weiten Gliede statt 2(y +1) 1. m. 2(v+1)a. 

» 4 v. 0. statt —(m-+1) und statt —2aP” 1. m. —n(n +1) 

i 2x ot 
und — . 

dx 

op UT Ate Oe SEU <7 Ilo Tih, ee I 

pe DeNeWecy sot vk Und oe sem, ok end eee 

» 15 v.00. 4, n-+yv—2 im Nenner l. m. n+ y—3. 

» 7 Y. 0. in 1.3.5.(2n—1) fehlen nach 5 mehrere Punkte. 
Gleichung (45) streiche man ee vertausche m. Zeile 5 v. 0. » mit m, 


Zeile 7 und 4 v. u. @ mit @ und » mit m. 
Zeile 17 v. 0. statt loga 1. m. qloga, und Zeile 10 v. u. statt 
F(a, 8, y,q,%) 1. m. F(a, B, 7, 8). 
Zeile 12 und 13 v. 0. statt () setze man dreimal [ }. 
Gleichung (24) in der unteren Grenze statt =1 1. m. —1. 
< (22) statt 22 im Nenner 1. m. n. 
Zeile 9 v. 0. statt (1—a”)d’y 1. m. (1—2@”)’d?y und statt m? 
ead. 


52 Zeile 10 v. u. statt dz™ 1. m. ada™., 


», 8 v. 0. und Gleich. (23) statt dst) und ds™ 1. m. adat) 
und adz’. : 
Zeile 2 v. 0. statt (1—a”)” 1. m. (1—a@)-"— und Z. 6 v. o. statt 
oo Ih am. a! 

Zeile 43 v. u. statt eo =0 1 m #e—1. 
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Zeile 4 v. u. statt (a-+n)(6+n) 1. m. (a+7)(6+4-7). 
PAUAVSRON ., maple lst 
SAVE NOL 5s y2?+1 ie fin. Vx?—1. 
» 10 v.u. ,, —cotgd6 1. m. cotg 6. 
» Av. 0. ,, singw und Zeile 14 v. u. statt cosy 1. m. cos 


und siny,. 
ZeverS und (Gv Onsstatt, a) ls me a7. 


; ert ' 
Gleichung (€) ist — zu streichen, Gleichung (41) statt » zu setzen x. 
1 


Zeile 12 v. 0. statt Q"(@) 1. m> Q*(y). 

Gleichung (32, ¢) statt 2°" 1. m. 2”. 

Zeile 12 v. 0. statt cosag |. m. cos*g. 

fehlt auf der rechten Seite von (35, g) der Faktor (Va?—1)’. 
Gleichung (a) statt sin@ 1. m. sin?@. 

Zeile 8 v. o. statt y—n+1 Lm. »—n—-1. 

» 9 v. 0. erhalt das zweite Glied rechts das Zeichen —- 

» 7 und 12 v. o. statt des Exponenten m+ y 1. m. n—v. 
Gleichung (c) verbinde man die zwei Glieder in der Parenthese mit 
— statt mit +- 
in Gleichung (a) statt [In |. m. [Ty und in (6) statt QD) 1. m. O",, 
Zeile 2 v. u. statt e—y |. m. y—za. 

Zeile 14 und 17 v. o. statt sind 1. m. sinéw, und in (41, bd) fiige 
man rechts den Faktor z¢ hinzu. 
Zeile 8 v. u. statt K,(0+0.7) 1. m. K,(+0 +- 0.2). 

» 3 v. 0. in Gleichung (44, c) und (44, d) statt 7 1. m. mj; 
Zeile 10 und 17 v. o. statt m 1. m. ». 

Zeile 16 v. u, statt —3J, 1. m. +3J,. 

,, 10 v. u. im ersten Integrale fiir H,(@) statt cos@ 1. m. cos Ox. 

a 6 v. o. statt a 1. m. 5; Zeile 8 v. u. unter dem Integrale 
statt des Exponenten y 1. m. y—+4; im Nenner von Gleichung (45, b) 


statt ¥2700 1. m. 270. 
1 


Zeile 4 v. u. sat f/ Il. At fe : 
0 0 


» 15 v. 0. ist die linke Seite zu verdoppeln. 

mt aeN. Gs LZ, == AA 
Gleichung (h) statt @ |. m. y. 
letzte Zeile des 5. Kapitels statt ¢ 1. m. ». 

Zeile 3 v. o. statt e-—y—2u 1. m. 1—y— 20. 
14 und 5 in 2y+14 und y—4 1. m. n statt v. 

», 2 ist der Exponent von a’+-6* nicht —n —v—1 sondern 
—n—-v; Zeile 4 der von a--b nicht 2n — 2y sondern — 2n — 2». 
Zeile 12 und 13 v. u. feblt vor Yw?—1 der Faktor a. 

2 v. o. selze man (—1)” vor Py. : 

13 fehlt vor der Parenthese &’; Zeile 9 v. u. statt p 1. m. we. 


9 


”? 
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Peo Ve Statlestsy 1s (Mm. at 20: 
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Druckfehler im I. Bande. 
— — 


y y 
Zeile 8 v. u. statt / xy —1.cosy J. m. 2 —1.cos€. 


»18 v0.5 EW=0l- my ?—oy vec kw =e 
in Gleichung (69, b) statt c,, 1. m. ¢,;. 
Zeile 4 statt c,, 1. m. c,;, und vertausche Zeile 18 v. u. in beiden 
Gleichungen 2, und aw, mit y, und y,. 
Zeile 10 v. o. sind die Grenzen des Integrals 0 und 7, nicht —1 u. 1. 
» 419 v. 0. statt (—1)” Lm. (—1)"*1, und Zeile 2 v. u. statt 
ihr Zeichen andert |. m. vom Zunehmen zum Abnehmen. 
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Zeile 7 v. o. statt sin 


w- AV. 0. 59 U Und og, 15 merandiag. ae 

yy O2v. 0.4, (nye Toms BVaeo 

in (@) statt des Nenners vJZ(w-+-y»—1) |. m. nII(m + v—1). 
Zeile 12 v. 0. statt P”(%) 1. m. P’(z); Zeile 8 v. u. statt Py" (p+4, x) 


lm. Py*"(p, 2). 
Zeile 9 v, u. statt w, |. m. w,. 
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